Matematika A1 4. vizsga
2022. januar 20.

1. (a) Bizonyitsuka1l-2+2-34+3-4+---+n(n+1) = w azonossagot!
(b) Milyen t esetén lesz az A(1, —3,6), B(1,—2,4), C(—1,2,0) és D(0, 3,t) csticsi
tetraéder térfogata 4 egység?
Megoldds. a) Teljes indukciéval bizonyitunk. (1 pont)
[. n =1 esetén: 12:2:% (2 pont)

IL.Hal-2+42-34+3 4+ +n(n+1) =202 (5 pont), akkor

1-242-343-44---+nn+1)+(n+1)(n+2) =
n(n+1)(n+2)

St VOED iy = (@ pont)
=(n+1)n+2)(5+1)=  (2pont)
_ (nt+ D +2)(n+3) (1 pont)

3

b) A tetraéder térfogata megegyezik az AB, AC, AD vektorok altal meghatarozott
paralelepipedon térfogatanak hatodaval (1 pont). A térfogat a vektorok vegyesszor-
zaténak abszolutértéke (2 pont):

01 —2
|ABACAD|=| -2 5 —6|=|8+42t|=24 (24241 pont)
-1 6 t—6

egyenlet megolddsai t = 8 (1 pont) és ¢t = —16 (1 pont)
2. (10+10 pont)

(a) Hatdrozzuk meg az 2% + (4 — 2i)z + 3 + 51 = 0 egyenlet gyokeit.

(b) Adjuk meg az a, = ¢/ 5% + 3" sorozat hatarértékét!

Megoldds. a) Mésodfoki egyenletmegoldé képlettel:
—4+2i+ /(4 — 202 —4(3+5i)  —4+2i++/—36i

212 = 2 = 5 (242 pont)
Itt —367 = 36 (cos 3 +isin3T) (2 pont),
tehat /—361 = (cos 4 isinr) = T3v/2 + 3v/2i (3 pont), vagyis a megolda-

sok: 21:—2—%+<1+%§)esz2:—2+%+<1— ‘[)(lpont)

b) 3= V3" <a, < 3"+ 3" =32 — 3, (1+14+3+1+2 pont) tchét a rendérelv
alapjdn a sorozat hatdarértéke 1 (2 pont).
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3. (20 pont) Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot, és dbrazoljuk az — + arctg x flige-
x

vényt.

Megoldds. 1. Dy =R\ {0} (1 pont)

II. f(z) <0,haz <0és f(x) >0, hax >0, igy a fiiggvény nem metszi a tenge-

lyeket (1 pont)

1
III. A fiiggvény nem periodikus, de f(—z) = —— —arctgx = — f(z), igy a fliggvény
x
pératlan (2 pont)
. ™ .
IV. xkrinoo () = iE, :clgilof(x) = +00 (2 pont).
1 1 —1

— 4+ —
22 2241 22(1+2?)
tehat f monoton cstkken a (—o0,0) és (0, 00) intervallumokon.(2 pont).

2r(x? +1) +22°  2w(22% + 1)
_ — 3 t). [ (x) >

Alr 2R alaa)e opent) 1)

0, ha (—o00,0), tehét itt a fiiggvény konvex, és f(z) < 0, ha (0,00), tchat itt a
fiiggvény konkav. (2 pont).
WLAmmmm%mr:Qy:igﬂpmﬂ

V. Monotonités: f'(z) = —

(3 pont) negativ (1 pont),

VI. konvexitéasvizsgalat: f”(x)

VIIL | (1 pont)

IX. Ry = (—oo, —g) U (g,oo) (1 pont)



Jz

4. (20 pont) Megfelels helyettesitéssel integraljuk a fiiggvényt!

r+1

Megoldds. A t = \/x helyettesitést alkalmazva z = t* = (1), és ¢'(t) = 2t (4 pont)
t

VT ot dt = 2 / 1—

z+1 241 241

=2t — 2arctgt + ¢ = 2y/x — 2arctg /x + ¢ (4+4 pont)

dt = (4+4 pont)

5. (20 pont) Hatdrozzuk meg a \/r+,/y = 1 és x4y = 1 gorbék &ltal bezart korlatos
térrész teriiletét!

Megoldds. A két gérbe metszéspontjai: 1 —x = (1 — /x)?, megoldésai 0 és 1 (5
pont), igy a teriilet a kiilonbség integralja a metszéspontok kozott (5 pont), vagyis:

! ! 4 ,,]0 1
/ l—2—(1—Vx)?dr = / —2z+2y/xdr = {—xQ + 5303/2] =3 (3+4+3 pont)
0 0 0

2
IMSC. (8 pont) Szamitsuk ki azy = by/1 — (£> gorbeiv x tengely koriili megforgatdsdval
a

keletkezd forgastest felszinét!



