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P6tlé zarthelyi dolgozat
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdnak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az GUtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Egyszer dobunk egy szabdlyos kockaval. Jelolje PR azt az eseményt, hogy primszamot dobunk, PS
azt, hogy péarosat dobunk, LN pedig azt, hogy legfeljebb 4-et (azaz 4-et vagy kevesebbet) dobunk.
(Egy pozitiv egész szamot akkor neveziink primszdmnak, ha 1-nél nagyobb, és csak 1-gyel és 6nma-
gaval oszthaté.) Fejezziik ki az alabbi A, B,C, D, E eseményeket a PR, PS és LN események ill. a
halmazmiiveletek segitségével. A kifejezések helyességének indoklasa is sziikséges.

A = {1-et dobunk}, B = {2-t dobunk}, C = {3-at dobunk},
D = {5-6t dobunk}, E = {3-nél nagyobbat dobunk}.

Megoldas:

(2 pont) Mivel | az l—iszém paratlan, és az 1, 3 és 5 paratlan szamok ko6zott az egyetlen, ami nem
prim, igy A = PSN PR.

(2 pont) Mivel 2 az egyetlen pozitiv paros prim, igy B = PS N PR.

(2 pont) Mivel 3 az egyetlen 5-nél kisebb pozitiv paratlan prim, igy C = LN N PS N PR.

(2 pont) Az 1,...,6 szamok kozt 5 az egyetlen 4-nél nagyobb prim, igy D = LN N PR.

(2 pont) Az E eseményben azon szamok szerepelnek, amik parosak, de nem primek, tovabbd az 5.

Tehat E = (PS\ PR)U (LN N PR).

Ha nem szerepel indoklas egy adott eseménynél, akkor a 2 pontbél 1 megadhatd, amennyiben a kife-
jezés helyes. A megolddsok persze nem egyértelmiiek, és a maximélis pontszamhoz nem kell feltétlentil
a legrévidebb, legegyszeriibb alakot megadni. Példaul az E eseményre egy jé feliras adédik a kovetke-
z68képp. Az E komplementere az, hogy l-et, 2-t vagy 3-at dobunk, igy E = AUBUC = ANBNC
(ahol egy de Morgan-azonossagot hasznaltunk), a fentieket behelyettesitve ez

(PSNPR)N(PSNPR)N(LNNPSNPR)=(PSUPR)N(PSUPR)N(LNUPSUPR).
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Ez persze tovabb egyszerfisithets, hiszen (PS U PR) N (PS U PR) azon szdmokél 4ll, amik PS-ben
benne vannak, de PR-ben nem, vagy pedig forditva. Az elsé halmaz része az LN UPSUPR halmaznak,
mig a masodik elemei csak az utébbi hdrom halmazbdl csak LN-ben lehetnek, igy

E = (PS\ PR)U((PR\ PS)NIN) = (PS\ PR)U(PRNIN).

2. Amikor Judit megérkezik a Kékszakalli herceg varaba, a varban hét fekete csukott ajtot taldl. Bar
nem tudja pontosan, hogy mit rejtenek az ajték, de abban biztos, hogy pontosan egy ajté vezet a kas-
tély virdgoskertjébe, mig egy (és csak egy) méasik ajté mogott a kincseskamra rejtézik. A Kékszakalli
herceg véletlenszertien kivalaszt harmat az ajtoékhoz tartozé hét kiilonb6z6 kulesbdl, és odaadja Ju-
ditnak, aki természetesen a virdgoskertbe szeretne leginkabb bejutni, de ha oda nem, akkor legalabb
a kincseskamraba. Mi a valésziniisége, hogy a fenti kettdé koziil legaldbb az egyik helyiségbe bejut?
Mi a fenti esemény valdsziniisége, ha tudjuk, hogy Judit az egyik kulccsal a kinzékamraba nyitott be
(amelybe szintén pontosan egy ajté vezet a hétbol)?

Megoldas:

(0 pont) Jelolje A azt az eseméynt, hogy Judit megkapja a virdgoskert vagy a kincseskamra kulcsat
(vagy mindkett8t). Az els6 kérdés tehat P(A) értéke.

(1 pont) Mivel P(A) = 1 — P(A), igy elég a komplementer esemény valésziniiséget meghatérozni.

(1 pont) A éppen azt jelenti, hogy sem a virdgoskert, sem a kincseskamra kulcsat nem kapja meg,
tehat a maradék 5 kulesbél kap 3-at, ez pedig (g) = 10 féleképp lehetséges.

(1 pont) Mivel &sszesen (g) = 35 féleképp kaphat 3 kulcsot (azaz az ) eseménytér elemszama 35), igy

(1 pont) a klasszikus valészintiség képlete szerint

— |A] 10 25 5
P(A)=1-PA)=1- a3 g 0T
A komplementer eseményre vald attérés helyett az elsé két pont tgy is megszerezhetd, ha valaki
meghatdrozza az A elemszamat pl. a kovetkezOképp. Az A esemény haromféleképp kovetkezhet be,
vagy csak a virdgoskert kulcsat kapja meg Judit, vagy csak a kincseskamraét, vagy pedig mindkettot.
Az elsé két esetben a maradék 5 kulcsbdl kett6t, mig utdbbi esetben a maradék 5-bdl egyet kap, ez
pedig 2 - (3) + (L;’) =2-10 + 5 = 25 lehetséges esetet jelent.

(1 pont) Jelolje B azt az eseményt, hogy Judit megkapja a kinzékamra kulcsét, ekkor a masodik kérdés
P(A | B) értéke.

(1 pont) Mivel a P(- | B) feltételes valésziniiség valdszinliségi mérték, igy

P(A|B)=1-P(4]| B).

(1 pont) A feltételes valésziniiség definicibja szerint

P(A|B):W

(1 pont) Az AN B esemény éppen azt jelenti, hogy Judit megkapja a kinzékamra kulcsat, mig a
virdgoskertét és a kincseskamraét nem, vagyis két kulcsot a maradék 4-bol kap, ez pedig (3) =6
kiilonboz6 médon fordulhat el. Tehat P(AN B) = 6/35.

(1 pont) Ha Judit megkapja a kinzékamra kulcsét, akkor a maradék két kulcs a maradék 6 kulcs koziil
keriil ki, tehdt a B esemény (5) = 15 kiilonbézé kimenetel esetén kévetkezik be, ezért P(B) = 15/35.

(1 pont) Behelyettesitve

P(A]B) =1~ P(B) L I53 1515

P(A N B) 6/35 6 9 3
5

A komplementerre valé attérés és P(A N B) meghatérozasa helyett a kovetkezéképp is megoldhat6 a
feladat mésodik része: alkalmazhat6 egybél a feltételes valészintiség definiciéja (1 pont), és a P(AN B)
valésziniiség meghatarozhaté (2 pont).
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3. Egy urndban 1 darab piros golyé van. Feldobunk egy érmét, és ha fejet dobunk, akkor 1 darab,
egyébként pedig 2 darab fehér golyét rakunk a piros golyd mellé az urnaba. Ezutan 6sszekeverjiik Oket,
majd kihiznuk egy golydét. Mi a valdszinlisége, hogy piros golyét hizunk? Feltéve, hogy piros golyot
htztunk, mi a valdszintisége, hogy fejet dobtunk?

Megoldas:
(0 pont) Jeldlje P azt az eseményt, hogy piros golyét htznuk, F' pedig azt, hogy fejet dobunk.
(1 pont) Mivel F és F teljes eseményrendszert alkot,
(1 pont) ezért ezekre alkalmazva a teljes valoszintiség tételét
(1 pont) -
P(P)=P(P | F)P(F)+P(P| F)P(F)
adodik.
(1 pont) Itt

P(F) = P(F) = 5.

(1 pont) tovabba mivel F bekdvetkezése esetén 1 piros és 1 fehér, F' bekovetkezése esetén pedig 1 piros
és 2 fehér goly6 koziil hizunk, igy

1 — 1
P(P|F)=< és P(P|F)=-.
2 3
(1 pont) Azaz
11 11 1 1 )
P(P)== >4 - =4 - = —0,4167.
(P) 2 2+3 2 4+6 12 ’

(1 pont) A mésodik kérdés a P(F | P) feltételes valosziniiség.
(1 pont) A(z egyszerii) Bayes-tételt alkalmazva

(1 pont)
P(P | F)P(F)
P(F|P)=
(1 pont)
1.1
:L;ZE.E:§:076
2 4155

4. Vélasztunk egy pontot véletlenszertien az (1;1), (1; —1), (—1; —1) és (—1; 1) pontok altal meghatérozott
négyzeten. Legyen A az az esemény, hogy a valasztott pont az origd kozépponti, 1 sugarta korre esik,
tovabba legyen B az az esemény, hogy a valasztott pont mindkét koordindtdja pozitiv. Dontsiik el,
hogy fliggetlenek-e az A és B események.

Megoldas:
(1 pont) Az eseménytér az N = [—1;1] x [—1;1] négyzet (innen véilasztunk egy pontot).

(1 pont) Az A esemény, hogy az origé kozépponti, 1 sugara K korre esik a pont, ekkor (mivel egy
geometriai val6sziniiségi mezérél van szo)

3

B(4) = 7o,

ahol T'(+) a teriiletet jeloli.
(1 pont) A négyzet teriilete T(N) =2-2 =4,

. . _ 2 _ ’ _
(1 pont) a K kor teriilete T'(K) = 1° -7 = 7, igy P(A) = 7.
(1 pont) Jelolje P azon pontok halmazat, melyek mindkét koordindtaja pozitiv, ekkor P = (0;1] x (0;1]
az egységnégyzet (amelybe két oldalat nem vessziik bele),
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1 pont) igy P(B :%:%.

( )

(1 pont) Tovabba P N K az els6 siknegyedbe esé negyedkor,
PNK) _ /4 _ &
(1 pont) ezért P(ANB) = TPOK) % = 1.
( )
( )

T(N) 16
1 pont) mivel (AN B) = & = 1.2 =P(4)P(B),

1 pont) igy definicié szerint a két esemény fliggetlen.

5. Svindler Sandor jol jovedelmezd kartyajatékokkal keresi kenyerét. A mai nap a kovetkezd jatékot
jatssza: ha valaki kockara tesz 2000 forintot, akkor 6sszekever négy kéartyalapot, melyeknek pontosan
egyike piros, és leforditva leteszi ket az asztalra. A mésik jatékos ezutan valaszthat egyet a négy lapbdl,
ha eltalalja a pirosat, megduplézza a feltett 6sszeget, egyéb esetben elveszti azt. A vallalkozdszellemiibb
jatékosok azonban feltehetnek 5000 forintot is, a nagyobb Osszeg kockaztatasaért cserébe viszont ekkor
a kovetkezd szabdlyok érvényesek: ha elsOre eltaldlja a piros lapot a jatékos, akkor a feltett Osszeg
duplazodik, azonban ha nem, akkor van egy masodik tippelési lehetGsége is, valaszthat még egyet a
maradék 3 leforditott kartyabol. Ha masodjara taldlja el a piros lapot, akkor 6000 forintot kap vissza
(azaz nyer 1000 forintot). Ha ekkor sem taldlja el a pirosat, akkor persze a tétet elvesziti. A kettd
koziil melyik verziénal nagyobb Sandor jatékonkénti profitjanak varhaté értéke? (A jatékonkénti profit
Sédndor bevételének és kiadasdanak kiilonbsége egy jatékndl, amely természetesen negativ szam is lehet.)

Megoldas:

(1 pont) Jelolje X ill. Xy Séndor profitjat az els6 ill. a méasodik jatékverziénal. Ekkor X; és Xo
valoszintiségi valtozok.

(1 pont) Mivel az els6 jatékverziénal 1/4 valészintiséggel nyer a jatékos, és ekkor a sajat tétje mellé
még 2000 Ft-ot kell neki kifizetni, azaz Sandor profitja ekkor —2000 Ft. Igy tehat P(X; = —2000) = ¢

(1 pont) Ugyanennél a jatékverzional 3/4 valészintiséggel veszit a jatékos, és igy Sandor megtartja a
tétet, azaz P(X; = 2000) = 3/4.

(1 pont) Més értéket nem vehet fel X, tehdt

1 3
E(X;) = —2000 - 1 -+ 2000 - 1= —500 4 1500 = 1000 Ft.

(1 pont) A mésodik jatékverziéndl 1/4 valészinliséggel duplizza a tétet a jatékos, azaz a sajit tétje
mellé még nyer 5000 Ft-ot, azaz Sdndor profitja ekkor —5000 Ft. Igy P(Xy = —5000) = 3

(1 pont) Ha csak masodikra taldlja el a piros lapot a jatékos, akkor 1000 Ft-ot kell Saindornak kifizetnie,
igy ekkor X9 = —1000.

(1 pont) Ennek valészintisége a szorzasi szabdly szerint
P({els6re nem piros} N {mésodikra piros}) =

= P({els6re nem piros}) P({mésodikra piros} | {elsére nem piros}) =

IR

azaz

P(X, = —1000) = —

(1 pont) Végil egyéb esetben Sandor elteszi az 5000 Ft tétet, igy P(Xo = 5000) =1 —2- i =
(1 pont) Tehat

DO

E(X2) = —5000 - Z — 1000 - Z 45000 - - = —1250 — 250 4 2500 = 1000 Ft.

(1 pont) Sandor jatékonkénti profitjainak varhaté értéke tehat mindkét jatéktipusnal ugyanannyi.
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6. Kétszer feldobunk egy szabdlyos érmét, jelolje X a dobott fejek szamat. Hatarozzuk meg és abrazoljuk
az X eloszlasfiiggvényét.

Megoldas:
(1 pont) Az X lehetséges értékei 0, 1 és 2.
(1 pont) Igy az X eloszlasa

P(X = 0) = P(2 frést dobunk) = 3 - 1. P(X =2) = P(2 fejet dobunk) = % -

)

PN

1 1
2 2

P(X =1)=1— (P(X =0) + P(X = 2)) =

N[ =

2 pont) Az X véltozé Fx eloszlasfiiggvényének értéke a t € R helyen Fx(t) = P(X < t).

1 pont) X nem lehet ¢t-nél kisebb, ha t < 0, ezen t-kre tehdt Fx(¢) = 0.

( )

( )

(1 pont) Ha 0 < ¢t <1, akkor {X <t} = {X = 0}, igy tehat ezen t-kre Fx(t) =P(X =0) = -.
(1 pont) Ha 1 <t <2, akkor {X <t} ={X =0} U{X =1}, igy ezen t-kre

FX(t):]P’(X:O)+IP’(X:1):%+%:Z.

(1 pont) Ha 2 < t, akkor {X < t} biztosan teljestl, igy tehat ezen t-kre Fx(t) = 1.
Osszefoglalva (0 pont) és arbazolva (2 pont):

0, hat<Oo,
1, ha0<t<1,

Fxe) = 3, hal<t<z2,
1, ha2<t.

L5 —




