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MASODIK pétZH 2011. XIL. 1. 81

A rendelkezésre all6 munkaid6 90 perc.
Kérjiik, minden résztvevé nevét, NEPTUN kdédjat és gyakorlatvezetdje nevéta dolgozat minden lapjanak jobb
fels6 sarkdban olvashatéan és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnyaban a dolgozatot nem értékeljiik.
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont:
3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklds nélkiili) eredménykozlést nem értékeljitk. A megindokolt részered-
ményért ardnyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszamitdsakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszamét
vessziik figyelembe.
[részeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkoz hasznédlata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szdmold- és szamitégép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabba a dolgozatiras kozbeni egyiittmiikodés.

Feladatok

1. Legyen G teljes graf a {vy, vs, vs, v7,vs} ponthalmazon és a v;v; €l
hossza legyen [(v;v;) = ﬁ Hatarozzuk meg a v, csucs tavolsagat G
tobbi csucsatol. Megvaltoztathaté-e a v7vg €l hossza tgy, hogy vy és

vy tavolsaga 3 legyen?

2. A G = (V, E) irdnyitott graf csicshalmaza V' = {19, v13, V14, V15, V16 }
és 1 < j esetén a v;v; él kapacitasa c(vv;) = (7,7), mas éle G-nek
nincs. Ha a v15v16 €l kapacitasat tetszés szerint megvaltoztathatjuk,
mennyi lehet a v19-bdl v14-ba vezetd maximalis folyam nagysaga? Mek-
kora az a legkisebb kapacitas a vi5v16 €len, amire ez a maximalis fo-
lyamnagysag elérheto?

3. Tekintsiik a k-szorosan pontosszefiiged G graf két diszjunkt példanyat
és kossiik Ossze a két példanyban az egymasnak megfelelo pontokat.
Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott G’ graf (k+1)-szeresen Osszefiiggo.

4. Tegyiik fel hogy 77 iskolas levelez egymassal ugy, hogy mindegyikiik-
nek pontosan 8 levelezopartnere van. Megvalosithato-e, hogy a levele-
zéshez 8-féle szinli boritékot hasznalnak gy, hogy mindenki kiilonbozo
szinl boritékot hasznaljon az egyes levelezOpartnereihez, és barmely
két levelezotars kozott mindkét iranyu levélforgalomhoz azonos szinti
boritékot hasznaljanak?

5. Sikbarajzolhato-e az abran lathaté graf?

6. Szamitsuk ki a 10! + 99 és 9! + 9 szamok leg-
nagyobb kozos osztéjat.

Gyakorlatvezeték és gyakorlatok Acs Bernadett (K IB 138, Bérczi Kristéf (K, E 407), Csdkany Rita (K-Cs, IB 134),
Drétos Marton (K, IB 138, J 302), Faller Bedta (K, IB 139), Gobolos-Szabé Julianna (K-Cs, IB 140), Kérosi Attila
(Cs, IB 141), Mihalka Eva Zsuzsanna (Cs, IB 138), Recski Andras (K, IE 217.1), Saldnki Agnes (K, E 406), Soltész
Déniel (Cs, IB 142), Szolnoki Lénard (Cs, IB 139), Varga Kitti (K, IB 140)
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A Szamitastudomany alapjai
2. p6tZH javitokulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban 1 pontot vonunk le.

1. Legyen G teljes graf a {vy, vs, vg, v7,vs} ponthalmazon és a v;v; €l hossza legyen [(v;v;) = (.4. . Hata-

17]

rozzuk meg a vy csics tavolsdgat G tobbi csticsatol. Megvaltoztathato-e a vyvg €l hossza gy, hogy vy
és vy tavolsaga 3 legyen?

~

Az &dbran lathato a G graf diagramja az élekre irt szamok az adott él
hosszat jelentik. (3 pont)
A vy-t0l mért tavolsagokat a v4-bdl inditott Dijkstra algoritmus segitsé-
gével hatarozhatjuk meg. Ennek soran wvg, vg, vs, v7 sorrendben érjiik el a
csucsokat, mindegyik tavolsagot a vs-bdl vezetd kozvetlen él hatarozza

meg, tehdt a legrovidebb utak faja a vy kozepti csillag lesz. (3 pont)

Ennek alapjan a vs, vg, v7 ill. vg csticsok v4-t6l mért tavolsagai rendre 4,2, 4, 1 lesznek. (2 pont)
Mivel dist(vy, v7) =4 > 3, és dist(vy,v3) = 1, ezért ha a vyvg él hosszat 2-re valtoztatjuk 4-r6l, akkor
vy és vy tavolsaga 3 lesz. (2 pont)

2. A G = (V, E) irdnyitott graf csicshalmaza V' = {v12, v13, V14, U15, 16} €és 7 < j esetén a v;v; él kapacité-
sa c(v;v;) = (1,7), més éle G-nek nincs. Ha a vy5v14 él kapacitdsdt tetszés szerint megvaltoztathatjuk,
mennyi lehet a v12-bol vig-ba vezeté maximalis folyam nagysaga? Mekkora az a legkisebb kapacitas a
V1516 €len, amire ez a maximaélis folyamnagysag elérhet6?

Az 4bran az adott lathaté a hdlézat diagramja. (2 pont)

Ezen a tanult javité utas algoritmussal kerestiink maximalis
nagysagu folyamot, mégpedig avis, v1g, V12, V14, V16, V12, V13, V16 €S
V12, U15, U1 Utakon rendre 4-t, 2-t ill. 1-t, 1-t javitva. (Az egyes éle-
ken felvett értéket a kék szinii, nagyobb méretli szdmok jelzik.) A
kapott 8 nagysagu folyam maximalitdsat az X halmaz meghatar-
rozta, szaggatottal jelzett 8 kapacitdsu vagés bizonyitja. (4 pont)
Ha most a vi5v16 €l kapacitasat kellben nagynak valasztjuk, akkor még tovabb novelheté a folyam
nagysaga a vis, V15, V16 Uton segitségével. fgy kapjuk a zolddel jelolt, 10 nagysagu folyamot, aminél
nagyobbat nem kaphatunk, hiszen az ¥ meghatarozta vagas kapacitasa 10, és ez a vadgas nem tartal-
mazza a vi5v16 6lt. (2 pont)

Ahhoz, hogy az X &altal meghatarozott vagas kapacitasa legalabb
10 legyen, a wvisv16 él kapacitasat legalabb 3-ra kell névelni, tehat
ekkora novelés feltétleniil sziikséges a 10 nagysagu folyamhoz. Lat-
tuk, hogy ez elég is, tehat, 3 a legkisebb olyan kapacitds, amire ez
elérhetd. (2 pont)

3. Tekintsiik a k-szorosan pontosszefiiggd G graf két diszjunkt példanyat és kossiik 6ssze a két példany-
ban az egymdasnak megfelelé pontokat. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott G’ graf (k + 1)-szeresen
Osszefiiggd.

Mivel G k-6f volt, ezért |V (G)| > k + 1, tehat |[V(G')| = 2 - |V(G)| > k + 1 is teljesiil, ami az egyik
feltétel ahhoz, hogy G’ k-6f legyen. (1 pont)



A k-szoros pontosszefiiggdség definicija szerint tehat mindossze azt kell ellenérizniink, hogy ha G’
nem eshet szét legfeljebb k& — 1 cstcs elhagyasatol. (3 pont)
Tegyiik fel tehdt, hogy elhagytunk legfeljebb k& — 1 csticsot G’-bol. Mivel G k-6f, ezért G semelyik
diszjunkt példdnya sem esett szét, (2 pont)
igy mindossze azt kell igazolnunk, hogy maradt a két rész kozott is él, azaz van olyan csics, amit G
egyik példdnyaban sem toroltiink. (2 pont)
Ez utébbi pedig azért igaz, mert G-nek legalabb k — 1 csticsa van a k-6f tulajdonsdg miatt, igy olyan
csucsanak is kell lennie, aminek egyik példanyat sem bantottuk a legfeljebb k£ — 1 cstcs torlésekor.

(2 pont)

. Tegyiik fel hogy 77 iskolas levelez egymassal gy, hogy mindegyikiiknek pontosan 8 levelezépartnere
van. Megvalodsithaté-e, hogy a levelezéshez 8-féle szinii boritékot hasznalnak gy, hogy mindenki kii-
16nb6z6 szinti boritékot hasznaljon az egyes levelezopartnereihez, és barmely két levelezotars kozott
mindkét iranyt levélforgalomhoz azonos szinti boritékot hasznéljanak?

Legyenek a G = (V, E) gréf cstcsai az iskolasok, él pedig akkor fusson két csics kozott, ha az adott
iskoldsok leveleznek. A feladat feltételeibdl G-nek 77 csticsa van és 8-regularis. A boritékokra a feladat-
ban megkivant feltétel pedig pontosan G 8-élszinezhetoségét jelenti, a célunk tehat ennek eldontése.

(3 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy G 8-élszinezhets. Ekkor az azonos szini élek G egy parositasat alkotjak.

(2 pont)
Mivel 8 szint hasznédltunk, és minden csiicsbol 8-féle szinti él indul, ezért az azonos szinti élek teljes
pérositast alkotnak minden egyes szin esetén. (3 pont)
Azonban G-nek 77 csticsa 1évén nem létezhet teljes parositasa, az indirekt feltevésiink tehat nem helyt-
allo, G élei nem szinezhetok 8 szinnel, a boritékokra a feladatban megkivant elvaras nem teljesitheto.

(2 pont)
. Sikbarajzolhato-e az abran lathaté graf?
A vastaggal jelolt élek &altal alkotott részgraf a Kss graf egy soros
bovitése, ahol a kerek cstcsok a kutak, a négyszogletesek a hazkak.
(8 pont)
Tanultuk, hogy K33 nem sikbarajzolhaté, igy annak soros bovitése
sem az, tehét a feladatban szereplé graf sem sikbarajzolhaté. (2 pont)
. Szamitsuk ki a 10! + 99 és 9! + 9 szdamok legnagyobb ko6zos osztdjat.
Az Euklideszi algoritmus kapcsén azt tanitottdk, hogy (a,b) = (a—b,b) = ... = (a — kb, b) tetszOleges
k egész szamra. (2 pont)
Ezek szerint(10! 4+ 99,9! +9) = (10! + 99 — 10(9!' +9),9' +9) = (9,9 +9) = (9! +9,9) = (9! + 9 —
(8'4+1)-9,9) =(0,9) =9 (7 pont)
A keresett Inko tehat 9. (1 pont)

Természetesen kozvetleniil az Euklideszi algoritmussal is megoldhaté a feladat.



