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Eloszlasfuggvény

Emlékezteto:

Ha X : Q — R egy valdsziniiségi viltozd, akkor azt az
Fx : R — [0; 1] fiiggvényt, melyet az

Fx(t) =P(X < t)

formula definidl minden t € R-re, az X valdsziniiségi valtozd
eloszlasfliggvényének nevezzuk.



Valdszinliségi valtozdk egylittes eloszldsa

A diszkrét esetben a sulyfuggvény irta le egy valtozd
eloszldsat,

e 3ltaldnos esetben az eloszlasfliggvényt hasznaljuk erre a célra.
o A diszkrét esetben a silyfliggvény tobbvaltozds altaldnositdsa

kézenfekvé mddon irta le tobb valdszinliségi valtozé egylittes
eloszlasat,

e az altaldnos esetben analég mdédon kaphatjuk meg azt az
eloszlasfliggvény altalanositasaval.



Valdszinliségi valtozdk egylittes eloszldsa

Definicid. Legyen X = (Xi,...,Xy) egy valdszinliségi
vektorvéltozd, vagyis Xi,..., X, : Q — R azonos valdsziniiségi
mezbn értelmezett tetszbleges valdsziniiségi valtozdk, ekkor az
egylittes eloszlasfiiggvényiiket az

Fx(tl,...,tn) :P(Xl <t,...,.Xp< tn)

formula definidlja.

Hasonldan az egy valtozds esethez, az egylittes eloszlasfuggvény
megadasa elegend6 ahhoz, hogy minden, az Xi, ..., X, valtozék
segitségével leirhaté esemény valdszinliségét meghatarozzuk, tehat
azt mondjuk, hogy az eloszlasfiiggvény leirja a valtozdk egyiittes
eloszldsat.



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

Fontos specidlis eset: a valtozdk viselkedése nincs hatdssal
egymasra, azaz fliggetlenek egymastdl.

Definicié. Az X, Y : Q — R ugyanazon valdszinliségi mezén
értelmezett valdszinliségi valtozdkat fiiggetlennek nevezziik, ha
minden s, t € R esetén az {X < s} és {Y < t} események
fuggetlenek, azaz ha

Fxy(s,t)=P(X <,Y <t)=
=P(X <s)P(Y < t) = Fx(s)Fy(t)

teljesil.



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

o A diszkrét esetben mas volt a fliggetlenség definicidja, ott az
{X = s} és {X = t} események fliggetlenségét koveteltiik
meg.

e Beldthatd, hogy két diszkrét valtozd pontosan akkor fliggetlen
régi definicié értelmében, ha az utébbi Gjabb definicié
értelmében azok.

e Vagyis az (j fuggetlenségfogalom a korabbinak az
altaldnositdsa.



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

Példa. Az el6z6 el6addson megelblegeztitk, most pedig belatjuk,
hogy egy téglalapon egyenletesen véletlenszeriien valasztott pont
koordinatai egymastdl fuggetlenek.

e Q = [a; b] x [c; d], vélasszunk itt véletlenszeriien egy pontot.
e Legyen X a pont elsé, mig Y a pont masodik koordinatdja,

ekkor X : Q — [a; b] és Y : Q — [c; d] valbsziniiségi valtozdk.
e Ekkor minden s € [a; b] és t € [c; d] esetén

_ T(as]x[cid]) (s—a)(d—c) s—a
e = T(Q) ~(b—a)d—c) b—a’
_ T(&b] x[eit]) _ (b—a)(t—c) t—c
P(Y < t) = o) = =ad=g ~d=<



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

e Minden s € [a; b] és t € [c; d] esetén

_ T(las]x[cd]) (s—a)(d—c) s—a
P(X < s) = Q) = —ad—0 ~ 5>
C T(ab)x[ct]) (b—a)t—c) t—c
S T(Q) “(b—a)d—c) d-c

e Tovabbd

~ T([ars] x [c;t])  (s—a)(t—c)
P(X<s,Y<t)= o = (b=a)(d—c)

e Tehdt minden s € [a; b] és t € [c; d] esetén

PX <s, Y <t)=P(X <s)P(Y < t)

teljesil.



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

e Ha s < avagy t < c, akkor konnyen lathatdan a
P(X <s,Y <t) P(X <s), P(Y < t) valészinliségek
mindegyike 0 lesz, igy

P(X <s, Y <t)=P(X <s)P(Y <t)

most is teljesiil.

e Ha pedig s > b és t > d akkor a fenti valdszinliségek értéke 1,
igy az egyenlet ekkor is teljesiil.



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

e Ha s € [a; b] és t > d, akkor

P(X<s,Y<t)=

e A maradék egy eset, tehdt amikor s > b és t € [c; d],
ugyanigy kezelhetd.



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

Definicié. Az Xi,..., X, : 2 — R ugyanazon valdsziniiségi mez6n
értelmezett valdsziniiségi véltozdkat pdronként/egyiittesen
fliggetlennek nevezziik, ha minden t,...,t, € R esetén az

{X1 < t1},...,{Xn < tn} események paronént/egyiittesen
fuggetlenek.



Abszolut folytonos valtozok

Példa. Valasszunk egy pontot véletlenszerlien a sikon az origd
kozéppontl egység sugart korlapon, és legyen Z a vélasztott pont
tdvolsdga az origdtdl. El6z6 eléaddson lattuk:

0, hat<O0,
Fz(t)=P(Z<t)={ t?>, ha0<t<l,
1, hat>1.

Tovabbd s, t € R, s < t esetén

P(s < Z < t) = Fz(t) — Fz(s).



Abszolut folytonos valtozok

Mivel P(Z = s) = 0 minden s € R esetén, valamint
{s<Z<t}={Z=s}Uu{s<Z<t}

egy diszjunkt felbontds (azaz a jobb oldalon egymadst kizaré
események unidja all), igy

Ps<Z<t)=P(s<Z<t)—P(Z=5)
=P(s < Z < t)=Fz(t) — Fz(s)

is érvényes. Hasonldéan: az [s; t], [s; t), (s; t] és (s;t)
intervallumokba ugyanolyan eséllyel esik a Z valtozé.

Ez érvényes minden olyan valdsziniiségi valtozdra, ami az adott
intervallum végpontjainak értékét 0 valdszinliséggel veszi fel. Az
alabb definidlt abszoliit folytonos valdszinliségi valtozéknal ez igy
lesz.



Abszolut folytonos valtozok

A mi példankban:

P(Z = t) = 0 érvényes minden t € R esetén,

mégis van arrdl informaciénk, hogy Z milyen eséllyel lesz kozel
t-hez,

példaul t egy kis € > 0 sugari kornyezetébe
Plt—e<Z<t+e)=Fz(t+¢e)— Fz(t—¢)

valészinliséggel esik Z értéke.

Ez az érték kis e-ra kicsi lesz, mert F7 folytonossdga miatt a
fenti kiilonbség mindkét tagja Fz(t)-hez, kiilonbségiik pedig
igy 0-hoz tart, ahogy ¢ tart 0-hoz.

Mindez 6sszhangban van azzal, hogy szemléletes ténnyel,
hogy a P(t — e < Z < t + ¢) valdsziniiség P(Z = t) = 0-hoz
tart, ahogy a t kordli intervallum hossza 0-hoz tart.



Abszolut folytonos valtozok

e Vegyiik figyelembe most az intervallum hosszat is, azaz
tekintsiik a valdszinliség és az intervallum hosszanak ardnyat:

Pt—e<Z<t+e) Fz(t+e)—Fz(t—¢)

2¢ 2¢e

e Ha ¢ — 0, akkor a fenti kifejezés hatarértékét - amennyiben
létezik - tekinthetjlik egyfajta sdlynak, ami meghatdrozza,
hogy milyen valdsziniliséggel esik Z a t kozelébe.



Abszolut folytonos valtozok

Fz(l’ + E) - Fz(t — 6) B Fz(t + E) — Fz(t) + Fz(t) — Fz(t — E)

2¢ 2¢

B 1 . Fz(l’ —+ E) — Fz(t) 1 . Fz(t — 8) — Fz(t)
2 (t+e)—t 2 (t—e)—t
— Fz(1),

ahogy € — 0, amennyiben a derivélt létezik t-ben.



Abszolut folytonos valtozok

0, hat<O0,
Fz(t)=P(Z<t)={ t?, ha0<t<1,
1, hat>1.

e F7 derivilhaté minden t # 0,1 esetén, mert itt vagy egy
konstanssal vagy egy polinomfiiggvénnyel egyezik meg.

e A 0 pontban a jobb- és baloldali derivéltak Iéteznek, és
mindketté 0-val egyenld, igy a derivalt létezik az t =0
pontban is.



Abszolut folytonos valtozok

A t = 1 pontban viszont nem derivalhaté a fiiggvény, hiszen, habar
a bal és jobb oldali derivaltak |éteznek, azok nem egyeznek meg:

_ 2 _
lim M: lim ! 1: lim t+1=2
t—1-0 t—1 t—1-0 t —1 t—1-0
de F F~(1 1-1
lim M — lim —= —o.

t—1+0 t—1 Ctsld0t—1



Abszolut folytonos valtozok

Definidljuk az fz(t) fliggvényt a kovetkezéképp: legyen
fz(t) = F5(t), ha t # 1, és legyen fz(1) = 0. Tehat

2t, had<t<l1
fz(t) = { 0 kulonben.

A Newton—Leibniz-formula szerint ekkor
t
P(s < Z<t)=Fz(t)— Fz(s) = / fz(y) dy
S

érvényes minden olyan s, t € R, s < t szdmpdrra, ahol az F,
derivalhaté az (s; t) intervallumon és folytonos az [s; t] zart

intervallumon, vagyis ez igaz minden s <t <1és1<s<t
esetén.



Abszolut folytonos valtozok

Ha s < 1 < t, akkor kettébonthatjuk az (s; t) interevallumot, és
tagonként alkalmazva a Newton—Leibniz-formulat lathatjuk, hogy a
fenti egyenlGség ekkor is teljesiil:

[ e - [ hly)ydy + [ e

= Fz(l) — Fy(S) + Fz(t) — Fz(l) = Fz(t) - Fz(S).



Abszolut folytonos valtozok

Ezért ha fz folytonos t-ben, és € > 0 kicsi, akkor
Plt—e<Z<t+e)=Fz(t+¢e)— Fz(t—¢)

t+e
:/ fz(y) dy =~ 2¢ - fz(t),
t

—€

vagyis fz(t)-re valdban tekinthetiink egyfajta sdlyként, ami leirja,
hogy milyen valészinliséggel esik a Z értéke a t egy kis
kornyezetébe.



Abszolut folytonos valtozok

Ha most az .
Fo(t) ~ Fo(s) = [ f2ly)dy

formuldban s — —oo, akkor Fz(s) 0-hoz tart (pontosabban mar
minden s < 0 esetén 0), igy az integralds segitségével az
eloszlasfliggvény értéke a siirliségfiiggvénybdl:

Fo(o) = | " ) dy.

o0

Ez az a formula, aminek segitségével az abszolut folytonos
valdszinliségi valtozdkat definidljuk:



Abszolut folytonos valtozok

Definicid. Az X valdsziniiségi véltozét abszolit folytonosnak

nevezziik, ha létezik olyan fx : R — [0; c0) nemnegativ fiiggény,
oo . . 7 e . P .

amelyre az [ fx(y) dy Riemann-integrél létezik, és minden

t € R esetén

Fet) = [ " () dy,

ahol Fx az X eloszlasfiiggvénye. Ekkor az fx fliggvényt az X
véltozé siirliségfiiggvényének nevezziik.



Abszolut folytonos valtozok

Megjegyzés.

Ezen a kurzuson a késébbiekben az abszolit folytonos
véltozékra gyakran csak folytonos valdsziniiségi valtozokként
hivatkozunk.

Az irodalomban azonban folytonos valdszinliségi valtozé alatt
olyan viéltozét értenek, amelyeknek az eloszlasfiggvénye
folytonos.

Mivel az abszolit folytonos valdsziniiségi valtozdk
eloszlasfliggvénye egy slirliségfliggvény integralfliggvényeként
all elo, igy folytonos.

Tehat az abszolit folytonos valdsziniiségi valtozék a fenti
értelemben folytonosak, azonban &ltalaban ez forditva nem
igaz.

Mivel mi a tovabbiakban kizdrélag abszolit folytonos
véltozokkal foglalkozunk, a két elnevezést szinonimaként
hasznaljuk.



Abszolut folytonos valtozok

Megjegyzés.
e A fenti definiciéban 1évé fx siirliségfliggvény nem egyértelmdi.
o Ha példaul véges sok ponton megvaltoztatjuk az értékét,
akkor ez az fx integrdljat nem valtoztatja meg, a fenti

definialé tulajdonsag tovabbra is érvényben marad, tehat az
igy kapott fliggvény szintén siiriirségfiiggvény lesz.



Abszolut folytonos valtozok

A fentiek szerint a Z valtozé (abszoldt) folytonos. Az ezen a
példan illusztrdlt mddszer altalaban is alkalmazhaté a folytonossag
igazoldsara:

Tétel. Legyen X olyan valdsziniiségi valtozd, amelynek Fx
eloszlasfliggvénye folytonos és véges sok pont kivételével
mindenhol derivilhaté. Ekkor az X valdszinliségi valtozé abszolit
folytonos, és az

| Fx(t), ahol a derivalt létezik,
x(t) = { 0 kilonben

fuggvény sirliségfiiggvénye X-nek.



Abszolut folytonos valtozok

Allitas. Legyen X egy folytonos valdszinliségi valtozd, amelynek
surliségfiiggvénye fx. Ekkor tetszbleges s, t € R, s < t esetén

t
P(s < X < t) = / fely) dy.
S
Bizonyitds. Az el6z6 eléadason lattuk, hogy
P(s < X < t) = Fx(t) — Fx(s).

Az eloszlasfliggvény értékei felirhatok az X siirliségfiiggvény
segitségével:

t s

a0 - [ = [ e (y) dy.

—00

Fx(t) — Fx(s) :/

—0o0



Abszolut folytonos valtozok

Beldthaté minden X folytonos valésziniiségi valtozéra, hogy
tetszbleges t € R esetén P(X = t) =0, és igy a fenti &llitdsban
szerepl6 eseményben mindkét egyenl6tlenségnél elhagyhatjuk vagy
megengedhetjik az egyenlOséget, tehat

Ps<X<t)=P(s<X<t)=P(s<X<t)=P(s<X<1t),
és ezeket a fenti integral segitségével irhatjuk fel.

Tovabba a fenti allitdsban megengedhetjik az s = —c0 és t =
értéket is, ekkor a fenti egyenlotlenségek lgy értenddk, hogy X-re
nem szabunk alsé ill. felsé korlatot, az integralasndl pedig a
megfeleld improprius integralt tekintjuk.



Abszolit folytonos

valtozdk

(o> B«

Hao



Abszolut folytonos valtozok

Ahhoz hasonldan, ahogy az eloszlasfiiggvények esetén tortént, a
striiségfliggvényeket is karakterizalhatjuk:

Tétel. Egy f : R — [0; 0c0) nemnegativ fliggvény pontosan akkor
strliségfiiggvénye egy X folytonos valdszinliségi valtozénak, ha
Riemann-integralhatd a valds egyenesen, és

/Zf(y)dy_l.

Bizonyitds vazlat. Az vildgos, hogy ha f egy X valtozd
striiségfiiggvénye, akkor a fenti egyenletnek teljesiilie kell, hiszen

t—00

[ trar=jim [t = im Fxtr) =1

az eloszlasfliggvény tulajdonsagai alapjan. A tétel masik irdnyat
nem bizonyitjuk.



Vérhato érték a folytonos esetben

Definicid. Legyen X abszoldt folytonos valdszinliségi valtozd,
aminek slriségfuggvénye fx. Ekkor X vdrhato értéke

E(X) = / T th(t) dt,

—00

amennyiben a fenti integrdl abszollt konvergens, azaz az
o0
/ t] f(£) dt
—0o0

integral véges.



Vérhato érték a folytonos esetben

Példa. Szamoljuk ki a fenti Z valdszinliségi valtozé varhatd
értékét.

(1) = 2t, ha0<t<1
2= 0 kiilonben.

A (0;1) intervallumon kiviil ez a fiiggvény 0, igy a varhaté érték
kiszamitasanal valéjaban csak ezen a véges intervallumon kell
integralnunk (és igy persze abszoldt konvergens lesz az integral).
A fenti definicidba behelyettesitve, majd a
Newton—Leibniz-formulat alkalmazva:

E(Z) = /Oo tf7(t) dt = /Olzt2 dt = [2;3]1 _2

—0o0 0 3



Vérhato érték a folytonos esetben

Tétel. Legyenek X, Y : Q2 — R ugyanazon valdszinliségi mez6n
értelmezett abszoldt folytonos valdszinliségi valtozék, melyekre
E(X) és E(Y) létezik. Legyen tovabb3 c € R egy tetszbleges valds
szam, ekkor

E(X +Y)=EX)+E(Y), E(cX)=c E(X).

Az tételben szerepl6 egyenloségek ligy értendok, hogy
amenynyiben az X ill. Y varhaté értéke létezik, akkor az
egyenléségek mindkét oldala |étezik, és azok megegyeznek.



Vérhato érték a folytonos esetben

Megjegyzés. A varhaté érték tetszbleges - azaz nem csak diszkrét
vagy folytonos - esetben is definidlhatd, és a linearitas altalaban is
érvényes, ha az X és Y varhaté értéke létezik.



Transzformalt varhaté értéke a folytonos esetben

Tétel. Legyen X egy folytonos valdszinliségi valtozd fx
strliségfiiggvénnyel, g : R — R pedig egy olyan fiiggvény, melyre
g(X) szintén valdszinliségi valtozé. Ha az E(g(X)) vérhaté érték
[étezik, akkor

o)

B(e() = [ ek

—0oQ
Fontos specialis eset: az X2 véltozé véarhaté értéke, ahol a
tételben a g(t) = t? valasztassal éliink. Ebben az esetben a tétel
allitasa: ha X egy folytonos valésziniiségi véaltozé, amelyre E(X?)
[étezik, akkor

E(X?) = /_OO t>fx(t) dt.



Transzformalt varhaté értéke a folytonos esetben

Példa. Az el6z6 példa folytatasaként kiszamoljuk a fenti Z
valdszintiségi valtozd négyzetének a varhatd értékét.

f(t) = 2t, ha0<t<1
277 0 kiildnben,

tehat

o0 1 1_‘41 1
E@ﬂz/ Fﬂﬂmzlzﬁm:[J = 5.
0

— 00



Valdszinliségi valtozdk szoérasa

o A szérasnégyzetet és a szorast a diszkrét esethez hasonléan
definidlhatjuk a folytonos valtozdkra, sot, valdjaban teljesen
altalanos valtozodkra is a varhatd érték segitségével.

e Mivel a szérasra vonatkozé allitasok igazoldsanal csak a
varhaté érték tulajdonsagait haszndltuk, amelyek pedig a
folytonos esetben ill. teljesen altaldnosan is érvényesek, igy a
sz6ras tulajdondsgai itt is érvényben maradnak.

o Ezek igazoldsa lényegében sz6rdl széra megegyezik a diszkrét
esetben latottakkal, ezért a bizonyitasok részletezését
mellézziik, és megelégsziink a definicié és a fébb allitasok
Osszefoglaldsaval.



Valdszinliségi valtozdk szoérasa

Definicié. Legyen X egy valdszinliségi valtozo, melynek létezik a
varhaté értéke. Ha az E((X — E(X))?) vérhaté érték is létezik,
akkor ezt az X szdrdsnégyzetének (vagy variancidjanak) nevezziik,
és D?(X)-el jeloljiik. A szérasnégyzet nemnegativ gyokét az X
szérdsdnak nevezziik és D(X)-el jeloljik.



Valdszinliségi valtozdk szoérasa

Tulajdonsagok:

o A szérasnégyzet dltaldban is egy nemnegativ valésziniliségi
valtozd véarhaté értékeke, és igy nemnegativ.

e Minden c € R esetén érvényesek a
D(X + ¢) = D(X), D(cX) = [c|D(X)

ez (gy értendd, hogy ha a szdrds létzik, akkor a formulak
mindkét oldala is, és azok egyenlok.

o A szdrasnégyzet esetén az ezekkel ekvivalens formulak
D2(X + ¢) = D?(X) ill. D?(cX) = ®D(X).

o Egy X egy valdszinliségi véltozénak pontosan akkor létezik a
szérasnégyzete, ha E(X?) létezik, és ekkor

D?(X) = E(X?) — E(X)?

is érvényes.



Valdszinliségi valtozdk szoérasa

Példa. A Z véltozd szérasnégyzete és szérasa:
1 /2\* 1 4 1
D*(Z) =E(Z%) - E(2)* = — () =3 31

illetve



Fluggetlenség és szdrds

Tétel. Ha X és Y véges szordsd és fiiggetlen valdsziniiségi
valtozék, akkor

D?(X + Y) = D?*(X) + D?(Y).

n véltozd esetén: ha Xi,..., X, paronként fuggetlen valdsziniiségi
véltozdék, melyek szérdsa véges, akkor

D*(Xy + -+ + Xp) = D(X1) + - - + D(Xp).



Eloszldsok megadasa

e Altaldban egy X valdsziniiségi valtozé eloszlasat az
eloszlasfiiggvényével adhatjuk meg.

e Lattuk, hogy azon esemény valdsziniisége, hogy X értéke egy
adott intervallumba esik, ennek segitségével konnyen felirhatd,
valdjadban pedig igaz az is, hogy barmely "hasonléképp felirt”
esemény valdszinlisége kiszdmolhaté az eloszlasfliggvény
értékeibdl.

e Azaz: ha ismerjiik az eloszlasfiiggvényt, akkor ismerjiik az
eloszldst.



Eloszldsok megadasa

o A diszkrét esetben a a P(X = t) valdsziniiségek megaddsa az
eloszlasfliggvény megadasaval ekvivalens.

e Altaldban, pl. az abszolit folytonos esetben ez nincs igy.

e Az abszolut folytonos esetben azoban a siirliségfliggvény
kivaltja a sulyfliggvény szerepét, azaz az eloszlds megadasa
torténhet a siiriiségfiggvény megaddsaval is.

o A siirliségfiiggvénybdl az eloszlasfuggvény integralas
segitségével adddik, a kilonbozé események valdszinliségei -
szintén integrdlas segitségével - a siirliségfiiggvénybal
kozvetlenll megkaphatdk.

o Példaul tetszlleges s, t € R, s < t esetén

P(s < X < t) :/t fx(y) dy.



Egyenletes eloszlas

Legyegyszeriibb folytonos példa: az egyenletes eloszlas.

Definicié. Az X valésziniiségi valtozét egyenletes
eloszldstinaknevezziik az (a; b) intervallumon, ha siiriiségfliiggvénye

1
= hate(ab),
f(t)= ) b—a Mte(@b)

0 kiilonben.

Jelolése: X ~ U(a; b).



Egyenletes eloszlas

Az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye:

Ha X ~ U(a; b), akkor (definicié szerint)

F(t)= [ " () dy.

[e.9]

e Ez 0, ha t < a, mert az a-tdl balra az fx fliggvény értéke 0.

e Ha t > b, akkor valdjadban a és b kozott integralunk, mert
b-t8l jobbra fx ismét 0. Az (a; b) intervallumon integralva a
konstans 1/(b — a) fliggvényt az eredmény 1 lesz.

o Végezetiil, ha t € (a; b], akkor

t 1 t—a




Egyenletes eloszlas

Osszefoglalva:

0, ha t < a,
ti
Fx(t) = b—i’ ha a <t < b,

1, ha t > b.



Egyenletes eloszlas

Az egyenletes eloszlas varhato értéke:

A viérhaté érték definicidja szerint

E(X):/erx(ﬂdr:/abbiadf: {2<bt—>]b

b>—a®> (b—a)(b+a) a+b

2(b—a)  2(a—-b) 2




Egyenletes eloszlas

Az egyenletes eloszlas szérasnégyzete:
A transzformalt varhaté értékére vonatkozé formula szerint

IE(X2)_/_O; tzfx(t)dt_/abbt_zadt_ Lwtia)]b

a
b —-2  (b—a)(bP+ab+a?) a+ab+b?
- 3(b—a) 3(b—a) B 3 ’

és igy

2 2 2
) 5 5 a“+ab+b (a+b)
= —EX == -
D2(X) = E(X?) — E(X) . y
_432+4ab+4b2—3a2—6ab—3b2_azf2ab+b2

12 12

(b—a)?
12




