Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2009. marcius 23.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az dtmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodé gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldéas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoéban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletekért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol eltérd j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyen G egy 101 csiicsu egyszeri graf, amelyben az egyik pont foka 50, az Gsszes tobbi pont foka
49. Bizonyitsuk be, hogy G-hez hozza lehet venni 50 darab élet tigy, hogy a kapott graf tovabbra is
egyszert graf legyen és tartalmazzon Euler-kort.

* ok % ko ok

G komplementerében, G-ben 100 darab 51 foki pont és egyetlen 50 fokt pont van (legyen ez v).(1 pont)

Igy az Ore-tételbél kovetkezik, hogy G-ben van Hamilton-kor. (2 pont)
A G-beli Hamilton-kor mentén haladva valasszuk ki minden masodik élet gy, hogy v-re ne illeszkedjen
kivalasztott él. (2 pont)
Az igy kapott 50 darab G-beli élet G-hez véve a kapott G’ grafban minden pont foka 50. (1 pont)
Allitjuk, hogy G’ 6sszefiiggs. (1 pont)
Ha ugyanis nem volna az, akkor a legkisebb komponense legfoljebb 50 csiicsti lenne; ekkor viszont
ebben a komponensben minden pont foka legfoljebb csak 49 lehetne. (2 pont)

G’ Gsszefiiggs és minden pont foka péaros, ezért a tanult tétel szerint valoban van Euler-kére. (1 pont)
(A pontozas tgy értends, hogy aki az GsszefiiggGség vizsgalatarol teljesen megfeledkezik, az 3 pontot
veszit; aki megemliti, hogy ez is sziikséges, csak bizonyitania nem sikeriil, az 2 pontot veszit.)

2. Legkevesebb hany élet kell torolni az alabbi grafbol ahhoz, hogy paros grafot kapjunk?

Toroljiik a grafbol a rajzon 45°-os szogben allo két élet. Ekkor a maradék graf péaros, mert a rajz
keretét ado téglalap altal meghatarozott kor mentén a csiicsokat felvaltva pirosra és kékre szinezve a
kapott graf jo 2-szinezését kapjuk. (4 pont)
2-nél kevesebb él torlésével nem kaphatunk paros grafot, mert a grafban talalhato két diszjunkt, 6t
ponti kor (a felsd sor elsd harom és az also sor elsé két csiicsa alkotja az egyiket, a masik szimmetrikusan
helyezkedik el); ezért legfoljebb 1 él torlése utéan biztosan marad még paratlan kor, igy a kapott graf
nem lehet paros. (Ervelhetiink tigy is, hogy a grafban van 4 ponti klikk, ebbdl egy élet térdlve biztosan
marad még haromszog.) (6 pont)
Igy legkevesebb 2 él torlése sziikséges.



3. Legyen G egy 20 csticsu egyszertd graf, amelyben minden pont foka 8. Legyen v a GG egy tetszGleges
csucsa és jelolje G —v azt a grafot, amelyet G-bdl a v (és az Gsszes v-re illeszked§ é1) torlésével kapunk.
Bizonyitsuk be, hogy x.(G — v) = x.(G) (ahol x. a grafok élkromatikus szamat jelsli).

* ko ok ok Xk

(G — v)-nek 19 cstcsa van, ebbdl 8 darab 7 foki, a tobbi 8 fokua. (1 pont)
[gy G-ben és (G — v)-ben is a maximaélis fokszam 8, ezért (a Vizing-tételt hasznilva) mindkét graf
élkromatikus szdma 8 vagy 9. (1 pont)
Ha x.(G —v) = 9, akkor x.(G) = 9 is nyilvan igaz. Ezért azt kell csak belatni, hogy ha x.(G —v) = 8,
akkor x.(G) = 8. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy adott G — v egy tetszéleges élszinezése 8 szinnel és jelolje 1 < ¢ < 8 esetén z; azt,
hogy hany olyan cstcsa van (G — v)-nek, amelyre nem illeszkedik i-edik szint él. (1 pont)
Mivel a 8 foku cstucsokra illeszkedd élek kozott minden szin el6fordul és a 7 foku csticsok esetén csak
egy-egy hidnyzo szin van, ezért Zle 2 = 8. (1 pont)

Masrészt z; > 1 minden i-re igaz, hiszen z; = 0 esetén minden csucsra illeszkedne i-edik szind él; ez
lehetetlen, mert (G — v)-nek paratlan sok csiicsa van, igy az i-edik szin élek nem alkothatnak benne
teljes parositast. (2 pont)
Ezekbdl kovetkezik, hogy z; = 1 teljesiil minden i-re, vagyis a 8 darab 7 foku csics mindegyikénél
kiilénbozik az egyetlen hidnyzé szin. (2 pont)
Igy minden v-re illeszkeds élet az él masik végpontjanal hidnyzo szinnel szinezve valoban a G jo
élszinezését kapjuk 8 szinnel. (1 pont)
(A megoldas lényeges gondolatat helyettesithetjiik a kovetkezdvel: a 19 cstcsi G — v élszinezésében
minden szint legfoljebb 9-szer hasznilhatunk; igy 8 szint hasznélva legfoljebb 72 élt szinezhetiink meg.
Mivel (G —v)-nek éppen 72 éle van, ezért 8 szinnel élszinezni csak ugy lehet, ha minden szint pontosan
9-szer hasznalunk, vagyis minden szin csak egyetlen csticsnél hidnyzik.)

4. A G graf csucshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,60}. Az x,y € V(G) csucsok akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha x # y és x - y oszthat6 6-tal. Hatarozzuk meg v(G), vagyis a G-beli fiiggetlen
élek maximélis szdméanak értékét!

* ko ok ok Xk

G-ben lefogé ponthalmazt alkotnak a 3-mal oszthaté szamok (hiszen két, 3-mal nem oszhtaté szam

szorzata nemhogy 6-tal, de még 3-mal sem oszthato). (2 pont)
Ezért 7(G) < 20 (ahol 7 a lefogd pontok minimélis szamat jeloli). (1 pont)
Igy v(G) < 20 is igaz a tanult egyszerti dsszefiiggés szerint. (2 pont)

Vegyiink 10 olyan szamot, amelyek sem 2-vel, sem 3-mal nem oszhatok (ezekbdl 20 darab is van) és
allitsuk ket parba (tetszélegesen) a 10 darab 6-tal oszthat6 szammal. Minden ilyen péar éle a grafnak
(hiszen ha az egyik tényez6 6-tal oszthato, akkor nyilvan a szorzat is). (2 pont)
Most vegyiik a 10 darab 3-mal oszthatd, de paratlan szamot és allitsuk Gket (tetszélegesen) parba 10
darab péros, de 3-mal nem oszthat6 szimmal (ezekbdl is 20 darab van). Ezek a parok is élei a grafnak
(hiszen a tényezsk koziil az egyik 3-mal, a masik 2-vel oszhato, igy a szorzat 6-tal oszthato). (2 pont)
Ezzel megadtunk 20 fiiggetlen élet G-ben, amibél v(G) > 20 kévetkezik. Igy tehat v(G) = 20.(1 pont)



5. Bontsuk emeletekre a PERT diagram iranyitott grafjat, majd hatarozzuk meg a feladat elvégzéséhez
szlikséges minimalis id6t és a kritikus részfeladatokat!

A tanult (a nyelgk ismételt levagasabol allo) eljarast alkalmazva a kovetkezs emeletekre bontast

G| H
kapjuk: E D\|I|B|C. (4 pont)
F | A
A kezdési idék: £E —0,G —4, F -5 H—-7,D—-7A—71—9 B—11,C — 14. (4 pont)
A kritikus részfeladatok az £ — G — A — B — (C tton vannak. (2 pont)

6. Az aldbbi halozatban az éleken kiviil a C' cstcsnak is van kapacitasa. Adjunk meg egy maximalis
folyamot S-b&l T-be (és bizonyitsuk be réla, hogy maximaélis)!

A C csicsot az abran lathaté modon ,széthizzuk” a C;Cy éllé, hogy a feladatot visszavezessiik az

eredeti folyamfeladatra. (2 pont)

A kapott halozatban van 16 értéki folyam (lasd az abrat). (3 pont)

Talalhato 16 értékd vagas is: ha az S-sel egy oldalra az A, (', és E csticsokat tessziik, akkor a kapott
—_— —— —— ——

vagasban az S-et tartalmazo oldalrol a T-t tartalmazoé oldalra az SD, AB, C1Cy és E'T élek mennek;

ezek Osszkapacitasa pedig éppen 16. (4 pont)
A 16 értéki vagés bizonyitja, hogy 16-nal nagyobb folyam nem lehet, igy a megadott 16 értéki folyam
maximalis. (1 pont)

(Jo megoldas az is, ha a 16 értéki folyamhoz készitett segédgrafot lerajzoljuk és megmutatjuk, hogy
ebben mar nincs javitout.)




Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2009. aprilis 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot ér§ megoldas vazlatanak tekinthet&k.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodé gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldéas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszadm jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphaté. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hany olyan 600-nal nem nagyobb, pozitiv egész a szam van, amelyre az a - * = 1 (mod 600) linearis
kongruencia megoldhato?

* ok % ko ok

A tanult tétel szerint a linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha (a,600)|1, (2 pont)

vagyis ha (a,600) = 1. (1 pont)
Igy tehat a 600-nal nem nagyobb, 600-hoz relativ prim pozitiv egészek szamat, vagyis definici6 szerint
©(600) értékét keressiik. (3 pont)
Mivel 600 = 23 - 3 - 52, (1 pont)

a tanult képlet szerint (600) = (23 —22)(3—1)(5*—5) = 160. Igy tehat 160 db ilyen a létezik.(3 pont)

2. Egy mértani sorozat els6 tagja 41, kvociense 7. (A sorozat tagjai tehat: 41, 287, 2009, . ..). Képze-
letben szorozzuk 6ssze a sorozat elsg 800 tagjat. Mi a kapott szdm utols6é 3 szdmjegye?

* ko ok ok Xk

A sorozat i-edik tagja: a; = 41 - 7771 (1 pont)
Igy P=aj-ay-... agpy= 41800 | 714244799 _ 47800 780%799 — 41800 , 7400-799 (1 pont)
Mivel (41,1000) =1 és (7,1000) =1 (2 pont)
és (1000) = (2% - 53) = (23 — 22)(5% — 5%) = 4. 100 = 400, (1 pont)
ezért az Euler-Fermat tétel értelmében 414 =1  (mod 1000) és 7% =1 (mod 1000). (2 pont)
Ebbgl P = (41490)2 . (7400)799 = 12.179 =1 (mod 1000). (2 pont)
Igy tehat P utols6 harom szamjegye 001. (1 pont)

3. Bizonyitsuk be, hogy ha a egy 11-gyel nem oszthaté egész szdm, akkor az 2 = a (mod 121) kong-
ruencia megoldhat6 (vagyis létezik olyan z egész, amelyre a kongruencia fennall).

* ko ok ok Xk

Mivel 121 = 112, ezért ha a 11-gyel nem oszhtat6, akkor a-nak és 121-nek nincs kozos primtényezdje,
igy (a,121) = 1. (2 pont
©(121) = ¢(112) = 112 — 11 = 110, (
igy az Euler-Fermat tétel miatt a''® =1 (mod121). (
Mindkét oldalt a-val szorozva: a''' =a (mod 121). (2 pont
Mivel 111 = 3 - 37, ez igy is frhat6: (a*")> =a  (mod 121). (
Ez éppen azt jelenti, hogy = a®” valéban megoldésa a feladatbeli kongruencidnak. (

4



4. Ertelmezziik a valos szamok R halmazan a % miiveletet a kovetkezéképpen:
axb=+vVad+b —38
Dontsiik el, hogy R csoportot alkot-e *-ra nézve.

* ok % ko ok

Ha a,b,c € R, akkor (a*b)*c = Va3 +b —8xc= Va3 +0> -8+ 3 -8 = Va3 + b+ — 16 és

hasonléan a * (b* c) = v/a® + b3 + 3 — 16 is igaz. Igy a * miivelet asszociativ R-en. (3 pont)
Egységelem a 2, mert a2 = 2 x a = v/a® + 8 — 8 = a teljesiil minden a € R esetén. (3 pont)
a-nak akkor lesz inverze x, ha axx = rxa = 2, azaz ha Va3 + 23 — 8 = 2. Ebbsl z = a! = /16 — a3,
vagyis minden elemnek van inverze. (3 pont)
A fentiek miatt R csoportot alkot *-ra nézve. (1 pont)

Az utols6 1 pont annak jar, aki a korabbi szamolasaibol helyes kiovetkeztetést von le (akkor is, ha egy
hibas szamolasbol arra kovetkeztet, hogy nem csoport).

5. Az alabbiakban a {p, q,r, s,t,u} alaphalmazon értelmezett G csoport miiveleti tablaja lathato:

*x |'p q r s t u
plu t g p 1 S8
qg|t w p q s 7T
rlqg p s r u t
s|p q 7 s t wu
t|lr s uw t p q
wls r t w q p

(A miveleti tabla hasznalata értelemszerii: a x b értékét az a-nak megfelel§ sor és a b-nek megfeleld
oszlop keresztez6désében talaljuk; igy példaul px g =1t és txu = q.)

a) Mennyi az u elem rendje?

b) Ciklikus csoport-e G7
(A megoldashoz feltételezhetjiik, hogy G valoban csoport, ezt bizonyitani nem kell.)

* ok x ko ok

G egységeleme s, mert a *x s = s * a = a minden a elemre fennall. (2 pont)
a) Az u elem hatvanyai: u' = u, v> =uxu=p, u> =p*u=s. (1 pont)
Mivel u3 az egységelem és ez u alacsonyabb hatvanyira nem all fenn, ezért u rendje 3. (2 pont)
b) A kérdés az, hogy van-e a csoportban 6 rendi elem. (2 pont)
Péld4ul a t elem hatvanyai: t' = ¢, 2 = p, t3 = r, t* = u, t> = q, t% = 5. Ebbél latszik, hogy o(t) = 6,
igy a csoport ciklikus. (3 pont)

(A t elemen kiviil még a ¢-ra teljesiil, hogy a rendje 6.)

6. Legyen G véges Abel-csoport és legyen g,h € G két tetszéleges elem. Mutassuk meg, hogy ha
(0(g),0(h)) =1, akkor o(g * h) = o(g) - o(h). (A G-beli mtiveletet x-gal jeloltiik. A gombolyt zarojel a
legnagyobb kozos osztot, o pedig az elem rendjét jelli.)

X ok x % %

Mivel G Abel-csoport, ezért minden pozitiv egész m-re igaz benne a (g % h)™ = g™ % h™ azonossag

(hiszen mindegy, hogy m darab g-t és m darab h-t milyen sorrendben szorzunk Gssze). (1 pont)
Vezessiik be az o(g) = k és o(h) = [ jeloléseket, G egységelemét jeldlje e.

Ekkor (g * h)k = gF x h¥ = (¢F)! x (WH)F = el x eF = e. (2 pont)
Legyen most m olyan kitevs, amelyre (g * h)™ = e. Azt kell megmutatni, hogy m > k - [, hiszen ekkor
definicio szerint valoban k-1 = o(g) - o(h) a g * h rendje. (1 pont)

Az e = (gxh)™ egyenletet k-adikra emelve: e = e = (gxh)™* = (") *h™F = emx h™F = K™ (1 pont)
Mivel o(h) = [, ezért h™ = e akkor és csak akkor teljesiil, ha I|n (hiszen h hatvanyainak sorozata az

(I + 1)-edik hatvanytol kezdve periodikus). (1 pont)
A fentiekbdl adodik, hogy I|mk. (1 pont)
Mivel (k,1) = 1, ezért ebbdl I|m is kovetkezik. (1 pont)
A fentiekhez hasonloan (az e = (g+h)™ egyenletet [-edikre emelésébdl) adodik az is, hogy k|m.(1 pont)
Mivel (k,1) =1, llm és k|m, ezért kl|m is igaz, amibdl valoban kovetkezik, hogy m >k -1. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi itmutatd
2009. majus 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirésa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot ér§ megoldas vazlatanak tekinthet&k.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodé gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldéas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletekért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphaté. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G graf csucshalmaza legyen V (G) = {1,2,...,20}. Az z és az y kiilonb6z6 cstucsok akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha x + y vagy x - y oszthato 7-tel.

a) Van-e G-ben Hamilton-ut?

b) Van-e G-ben Hamilton-kor?

* ko ok ok Xk

G-ben az ,x - y oszthato 7-tel” feltétel miatt a 7 és a 14 az Osszes tobbi cstuccesal szomszédos; tovabbi
éleket ez a feltétel nem hoz létre. Az ,x 4y oszthato 7-tel” feltétel miatt ezen kiviil szomszédos még az
1, 8, 15 cstucsok mindegyike a 6, 13, 20 csticsok barmelyikével; a 2, 9, 16 csticsok mindegyike az 5, 12, 19
csucsok barmelyikével; végiil a 3, 10, 17 csiicsok mindegyike a 4, 11, 18 csticsok barmelyikével.(2 pont)
Ebbél 1athato, hogy a 7 és a 14 csticsok torlése utan a graf harom komponensre esik szét: ezek épp az
»T + y oszthato 7-tel” feltétel miatt létrejovd, fentebb leirt K5 grafok. (2 pont)
Igy a tanult feltétel miatt G-ben nincs Hamilton-kér. (3 pont)
Hamilton-ut viszont konnyen talalhaté: a hdrom K33 grafban vehetiink harom Hamilton-utat, ezeket
pedig dsszekapcsolhatjuk a 7 és a 14 pontokon keresztiil. (Igy példaul egy lehetséges Hamilton-tit: 1,
6, 8, 13, 15,20, 7, 2, 5, 9, 12, 16, 19, 14, 3, 4, 10, 11, 17, 18.) (3 pont)

2. A G graf csiucsai legyenek a sakktidbla mez6i; két kiilonb6z6 csics akkor legyen szomszédos G-
ben, ha egy huszér az egyik megfelel6 mez6rél indulva pontosan harom lépéssel el tudja érni a méasikat.
Dontsiik el, hogy G péros graf-e! (A sakkban a huszar egy 1épése abbdl all, hogy el6szor két mez6t halad
fiiggtlegesen vagy vizszintesen, utdna még egy mezGt halad az el6z6 mozgasiranyara merdlegesen.)

* ok % ko ok

Ha a huszar egyet 1ép, akkor mindig (a sakktabla szokasos szinezése szerint) ellentétes szinti mezdre

lép. (2 pont)
Ebbél kovetkezik, hogy harom lépés megtételével haromszor valt szint, vagyis végiil ellentétes szinii
mezore érkezik. (3 pont)
Ezért a sakktabla szokasos szinezése a G grafnak is jo szinezése. (2 pont)
Mivel pedig G 2 szinnel szinezhets, ezért paros graf. (3 pont)

3. Legyen k > 3 és jelolje Gy azt a Mycielski-konstrukci6 altal készitett grafot, amelyre X(Gy) =k és
legyeil Gy csucsainak szama n. Mutassuk meg, hogy x(Gj) > "T“ (ahol Gy a G, graf komplementerét
jeloli).



* ok % ok ok

A Mycielski-konstrukcié miikodésébdl kovetkezik, hogy ha a Gy, graf t csucsid, akkor Gy, csicsainak

szama 2t + 1. (2 pont)
Mivel G5 is paratlan (5) csticsii, ezért tehat feltehetjiik, hogy n = 2t + 1 paratlan szam. (1 pont)
A tanult tétel szerint Gj-ban nincs haromszdg, amibdl kovetkezik, hogy Gj-ban nincs harom elemi
fiiggetlen ponthalmaz. (2 pont)
Ezért G}, tetszoleges szinezésében minden szin csak kétszer hasznilhato (hiszen harom azonos szinii
cstcs mar egy harom elemii fiiggetlen ponthalmazt jelentene). (3 pont)
Igy tehat G, kiszinezéséhez valoban legaldbb t + 1 szin sziikséges (hiszen t szinnel csak 2t cstics volna
kiszinezhetG). Mivel t + 1 = 2% az allitast belattuk. (2 pont)
Aki észrevesz annyit, hogy Gi-ban van "T_l csucsu fiiggetlen ponthalmaz, igy a komplementerében

van ugyanekkora klikk és ebb6l kihozza, hogy x(G) > "1, az erre a megfigyelésére 2 pontot kaphat
(fiiggetleniil attdl, hogy ez a gondolat nem visz kizelebb a feladat megoldéasahoz).

4. Bontsuk emeletekre a PERT diagram iranyitott grafjat, majd hatarozzuk meg a feladat elvégzéséhez
sziikséges minimalis id6t és a kritikus részfeladatokat!

A tanult (a nyel6k ismételt levagasabol allo) eljarast alkalmazva a kovetkez§ emeletekre bontast kapjuk:

D
B| A E|F|J|I|H|G. (4 pont)
C
A kezdési idék: B — 0, A —- 3, D - 1,C -7 FE —9 F — 13, J —- 17,1 — 22, H — 24
G — 27. (4 pont)
A kritikus részfeladatok a B - D - F - F -1 - H —-GéaB—-A—-C—-FE—>F—>1—
H — G utakon vannak. (2 pont)

5. Hatarozzuk meg annak a grafnak az élkromatikus szamat, amelyet egy 6t éld korbdl nyeriink gy,
hogy minden élét helyettesitjiik harom parhuzamos éllel!

* ko ok ok Xk

Tetsz6leges élszinezésben minden szin legfoljebb 2-szer hasznéalhaté (hiszen harom azonos szini él

legalabb 6 cstcsot jelentene). (3 pont)
Mivel a grafnak 15 éle van, ezért legalabb 8 szin sziikséges a szinezéshez (mert 7 szinnel csak 14 él
volna kiszinezhetd). (3 pont)
8 szinnel viszont kénnyen kiszinezhetjiik a graf éleit - ennek igazoldsahoz meg kell adni egy konkrét
élszinezést. (3 pont)
Igy az élkromatikus szam 8. (1 pont)

(Megjegyzés. Mivel a feladatbeli graf nem egyszerti, ezért ra a Vizing-tétel nem alkalmazhaté. Igy nem
meglepd, hogy bar a maximalis fokszam csak 6, az élkromatikus szam mégis 8.)



6. Legyen k > 1 egész és legyen G egy legalabb 2k 4 1 pontt, k-szorosan Osszefiiggd graf. Ertelmezziik
a H grafot a kovetkezSképpen: legyen V(H) = V(G) és két kiilonboz6 cstcs akkor legyen szomszédos
H-ban ha G-ben szomszédosak vagy van kozos szomszédjuk. Bizonyitsuk be, hogy a H graf 2k-szorosan
Osszefiliggd.

* ko ok ok Xk

Tegyiik fel, hogy a H grafbol az X csiicshalmazt elhagyva a maradék graf mar nem osszefiiggé. Ekkor
a V(H)\ X csiucshalmaz az A és B halmazokra oszthaté ugy, hogy koztiik nem fut H-beli él.(2 pont)
Legyen v € X tetszéleges cstics. Ha v-nek a GG grafban volna egy A-beli a és egy B-beli b szomszédja,
akkor H értelmezése miatt a és b szomszédos volna H-ban (mert k6z6s szomszédjuk v), ami nem lehet.
Ezért minden X-beli csiics vagy csak A-beliekkel, vagy csak B-beliekkel szomszédos G-ben. (2 pont)
Legyen X 4, illetve X azon X-beli csticsok halmaza, amik szomszédosak A-beli, illetve B-beli csticesal
G-ben. A fentiek szerint X, N Xp = 0. (1 pont)
X 4 csucsait torolve nyilvan megsziinik G OsszefiiggGsége, hiszen a maradék grafban A-beli csicsnak
nem lehet mar szomszédja sem X-ben, sem B-ben (hiszen ez az él H-ba is bekeriilne). Ezért G k-szoros
osszefiiggdsége miatt | X 4| > k. Teljesen hasonléan |Xg| > k is kovetkezik. (3 pont)
Mivel X4 és Xp az X halmaz diszjunkt, egyenként legalabb k elemii részhalmazai, ezért | X| > 2k
fennall. Igy H osszefiiggéségének megsziintetéséhez legalabb 2k csiicsot kell elhagyni, ami (legalabb
2k + 1 cstcsa grafrol 1évén szo) valoban azt jelenti, hogy H 2k-szorosan sszefiiggd. (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az MASODIK zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatod
2009. méajus 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutaténak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes
leirésa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthet&k.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodoé gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletekért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphaté. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hany olyan 540-nél nem nagyobb, pozitiv egész a szam van, amelyre az a - * = 2 (mod 540) lineéaris
kongruencia megoldhato?

* ok % ko ok

A tanult tétel szerint a linearis kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha (a, 540)|2, vagyis ha

(a,540) = 1 vagy (a,540) = 2. (2 pont)
Az els6 esetben a lehetségek szama definicié szerint p(540), (1 pont)
vagyis ©(2%-3%-5) = (22 — 2)(3% — 3%)(5 — 1) = 144. (2 pont)

(a,540) = 2 azt jelenti, hogy a és 540 primtényezds felbontasaban a 2 az egyetlen kozos prim és az is
els6 hatvanyon szerepel. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha mindkét szamot (a-t és 540-et) kett&vel
osztva relativ prim szadmokat kapunk. Vagyis a = 2b akkor és csak akkor felel meg a feltételeknek, ha

1 <b<270 és (b,270) = 1. (1 pont)
Ezért az (a,540) = 2-t teljesité a-k szama megegyezik a 270-nél nem nagyobb, 270-hez relativ prim
b-k szamaval, (2 pont)
ami definici6 szerint ¢(270), vagyis ¢(2-3%-5) = (2 —1)(3* = 3*)(5 — 1) = 72. (1 pont)
Igy a lehetéségek szdma Gsszesen 144 4 72 = 216. (1 pont)

2. Valamely n egészre teljesiil, hogy 24n + 24 és n + 25 ugyanazt a maradékot adjak 188-cal osztva.
Mi lehet ez a koz6s maradék?

* ok % ko ok

A feladat a 24n +24 =n+ 25 (mod 188) linearis kongruencia. ( )
Atrendezve: 23n =1 (mod 188). ( )
9-cel szorozva: 207n =9 (mod 188), vagyis 19n =9 (mod 188). (1 pont)
10-zel szorozva: 190n = 90 (mod 188), azaz 2n =90 (mod 188). ( )
2-vel osztva: n =45 (mod 94), vagyis n = 45,139 (mod 188). ( )
Ebbdl ellenérzéssel kideriil, hogy 45 hamis gyok (ami a 10-zel szorzasnal jott be), igy a megoldas
n =139 (mod 188). (3 pont)
Ebbél n + 25 = 164 (mod 188), vagyis a keresett kozos maradék 164. (2 pont)
A linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhato jol (példaul a fentinél révidebb, hamis gyokot
nem behoz6 megoldast kapunk, ha az els§ lépésben 7-tel szorzunk). A linearis kongruencia minden jo
megoldésa 6 pontot ér (a hibasak aranyosan kevesebbet). Aki a fenti megoldast irja, de nem foglalkozik
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a hamis gyok kisziirésével, az értelemszeriien a 6 pontbdl 3-at kapjon. Ha valaki csak azt ellenérzi,
hogy (23, 188)|1, igy a kongruencidnak van megoldasa, de a megoldast kiszamolni nem tudja, az (az
atrendezéssel egylitt 6sszesen) 3 pontot kapjon. Szamolési hibakért 1-1 pont vonando le, de a maradék
pontszam csak akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb.

3. Az (a,) sorozatot értelmezziik a kovetkezd rekurzios képlettel: a; = 25 és a,41 = 4a,, — 3 minden
n > 1 egész esetén. (A sorozat tagjai tehat: 25, 97, 385, ...) Milyen maradékot ad a sorozat elsG 25
tagjanak szorzata 72-vel osztva?

* ok % ko ok

Minden n-re a,, = 25 (mod 72) teljesiil. Ugyanis ez n = 1-re igaz, ha pedig valamely n-re mar fennall,

akkor a,41 =4a, —3=4-25—-3=97=25 (mod72) is igaz. (2 pont)
Ezért ay - as - ... axs = 25%  (mod 72). (1 pont)
Mivel (25,72) =1 (1 pont)
és p(72) = p(23 - 3%) = (2% — 2%)(32 — 3) = 24, (1 pont)
ezért az Euler-Fermat tétel miatt 25*' =1  (mod 72). (2 pont)
Mindkét oldalt 25-tel szorozva: 25% = 25 (mod 72). (1 pont)
Igy tehat az els6 25 tag szorzata 25 maradékot ad 72-vel osztva. (2 pont)
4. Egy négyzetet énmagaba vivé tengelyes tiikrozéseket jelolje ¢y, to, t3 és t, az ts ts b
abra szerint. Jelolje tovabba a négyzet kézéppontja koriili a szogi (pozitiv, vagyis
az oramutato jarasaval ellentétes forgasirany szerinti) elforgatast f,. Adjuk meg t,
az alabbi miiveletek eredményét a D, diédercsoportban!

a) t3 - fooe b) (t; - t2)"

* ko ok ok Xk

a) A négyzet csicsainak megjelolésével nyomon kovethetd, hogy elszor fogo-et, majd ts-at elvégezve
a csucsok képei hol lesznek (lasd az abrat). Lathato, hogy a ti-et alkalmazva a csticsok képei

megegyeznek a (t3 - fooo)-kal vett képeikkel, igy t3 - fogo = t1. (5 pont)
A D D C C D
for t3
~ ~
B C A B B A
b) A fentihez hasonloan megmutathato, hogy ¢ - to = figge- (2 pont)
Mivel pedig fisoe - fisoe = I, ezért (fisoe) ™" = fisoe- I8y (t1 - t2) ™' = fusoe- (3 pont)

Aki az a) feladatban a miiveletet forditott sorrendben (de jol) végzi (és igy to-t kap), az 2 pontot
veszitsen (és ugyanezért a hibaért a b) feladatban méar ne jarjon pontlevonas). Aki jo sorrendben végzi
a miiveletet, de a 90°-os forgatassal egyiitt ¢s-at is elforgatja (és igy valojaban ¢, - fogeo-ot végzi el), az
3 pontot veszitsen.

5. Legyen adott a valés szamok R halmazan a x mtivelet. Tegyiik fel, hogy (R, x) csoport, amely izomorf
a nullatol kiillonboz6 valés szadmok szorzéssal vett csoportjaval. Tudjuk tovabba, hogy fennallnak a
kovetkezd egyenléségek: 3x3 =7, 5%5="7, 77 =+/2és 9% 9 = /2. Hatarozzuk meg 3 % 5 értékét!

* ko ok ok Xk

Legyen f : R — R\ {0} izomorfizmus az (R, *) és az (R \ {0}, -) csoportok kozott. Legyen f(3) = a,

fG)=0b, f(T)=c, f(9) =dés f(V2) =e. (2 pont)
Ekkor tehat a feladatban megadott egyenldségek (és az izomorfia definici6ja miatt) a® = ¢, b* = c,
F=ceésd =e. (2 pont)

Az elsé két egyenletbsl b = —a (hiszen 3 # 5 miatt a # b). Innen ab = —a® = —c. Masrészt a mésodik
két egyenletbdl ¢ = d?, igy —c = d (hiszen ¢ = d ismét lehetetlen). Ezekb6l tehat ab = d. (3 pont)
Igy az izomorfia definicidja miatt 3 5 = 9. (3 pont)
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6. Tegyiik fel, hogy a 77 elemii G csoport az egységelemtdl kiilonb6z6 a és b elemeire teljesiil, hogy van
olyan k > 1 egész, amelyre a* = b, de nincs olyan [ > 1 egész, amelyre b' = a. Bizonyitsuk be, hogy G
ciklikus csoport!

* ko ok ok Xk

Tegyiik fel indirekt, hogy G nem ciklikus csoport, vagyis nincs 77 rendd eleme. (1 pont)
Legyen o(a) = n. Ekkor Lagrange tétele miatt n|77. Mivel n = 77 és n = 1 kizart (utobbi azért, mert
a #e), ezért n =7 vagy n = 11. (1 pont)
Az a™ = e egyenletet r-edikre emelve (r > 1 tetszdleges), majd a-val szorozva: ™' =a. (1 pont)
Mivel nincs olyan [, amelyre b' = a, ezért (b = a*-t felhasznalva) nincs olyan [, amelyre a*' = a.(1 pont)
A fentieket Gsszevetve: kI = rn+1 nem allhat el semmilyen [ és r értékekre, vagyisa k-l =1 (modn)
linearis kongruencia nem megoldhato. (2 pont)
Felhasznalva a lineéris kongruencidk megoldhatosagara vonatkozo tételt (k,n) > 1 kovetkezik.(1 pont)
Mivel n prim (7 vagy 11), ezért ebbdl n|k, vagyis k = n - d. (1 pont)
Ez azonban ellentmondés: az a” = e egyenletet d-edikre emelve b = a* = a"® = e kovetkezik, marpedig
b # e a feladat szovege szerint. (2 pont)

Masodik megoldas. Vezessiik be az o(a) = n és o(b) = m jeloléseket.
Tegyiik fel indirekt, hogy G nem ciklikus csoport. Ekkor n € {7,11} és m € {7,11} (ugyantgy, mint

az el6bb). (2 pont)
El6adasrol ismert, hogy H = {e,a,a?, ..., a" '} és K = {e,b,...,b™ '} részcsoportok G-ben.(2 pont)
Mivel a feladat szovege szerint b € H, ezért K C H (hiszen H zart a mtiveletre). (2 pont)
Ekkor Lagrange tétele szerint |K| osztéja |H|-nak (mivel K részcsoport H-ban). (1 pont)
Mivel |K|=n és |H| =m (és n,m € {7,11}), ez csak ugy fordulhat elg, ha n = m. (1 pont)
Ekkor azonban H = K, vagyis b hatvanyai kozott a is szerepel, ellentmondésban a feladat szovegé-
vel. (2 pont)
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