Halado linearis algebra

HARMADIK HAZI FELADAT

irjuk fel (szamitogéppel generaljuk) egy n-ismeretlenes (n > 3) és m egyenletbdl &ll6 (m > n) ellentmon-
dasos linearis egyenletrendszer bdvitett matrixat véletlen egyutthatokkal, teljes oszloprangu egyutthato-
matrixszal.

1. Az egyiitthatématrix (a) pszeudoinverzének valamint (b) QR-felbontdsdnak segitségével hatdrozzuk
meg az egyenletrendszer optimalis megoldasat!

A feladat megoldasa soran a MATLAB programot hasznaltam, amellyel siker(lt Iétrehoznom véletlen ele-
mekbdl allo, ellentmondasos lin. egyenletrendszert Ehhez a kdvetkezd parancsokat adtam ki.

1 n=4;, m=5;

2

3 $%%—— Kerjunk veletlen egeszeket 1 es 20 kozott

4 $%—- n+l, mert egy veletlen b vektort is kerunk a programtol
5 Ab = randi(20,m,n+1);

6

7 $%-—- Ab matrix elso negy oszlopa az egyutthatomatrix
8 A = [Ab(:,1) Ab(:,2) Ab(:,3) Ab(:,4)];

9

10 %%—— Ab utolso oszlopa a b vektor

1 b = Ab(:,5);

Tehat a program altal létrehozott a bévitett egyttthatématrix

6 10 16 20|17
14 20 6 11| 6
Ab] = |14 7 11 3
4 12 14 3 | 5
3 o5 18 6 |19

Az egyenletrendszer optimalis megoldasat (a) elészor az egyiitthatématrix pszeuddinverzének segitségé-
vel kerestem meg. Az A teljes oszloprangy, igy a pszeudoinverze a kovetkezd matrixszorzassal kaphato
meg

A+ _ (ATA>-1AT7

és ebbdl az optimalis megoldas matrixegyenlete
x=A"b,

A fenti kifejezést és a megoldast a kdvetkezé médon szamoltam ki.

$%—— A pszeudoinverz teljes oszloprangumatrixra
$%—— inv(A'#A) helyett ()\-et hasznaltam
A_plus = (A'xA) \ A';

$%—— Igy az optimalis megoldas pszeudoinverzzel
x_hatl = A_plus * b;




A parancsok eredményei

~0,0047  0,0048  0,0850 —0,0491 —0,0112
—0,0241  0,0466 —0,0513  0,0595 —0,0090
—0,0016 —0,0288  0,0141  0,0251  0,0385
0,0604  0,0037 —0,0146 —0,0425 —0,0129

At = , ésx = (0,9360; —0,8767; 0,8956; 0,3426).

A feladat (b) részében az optimalis megoldast a QR-felbontassal hatdroztam meg. A feladatot a MATLAB
segitségével szamoltam ki. A felbontas megvalodsitd figgvény nem gondoskodik arrél, hogy a kapott R
matrix féatloiban pozitiv elemek legyenek, igy az ezzel kapcsolatos atalakitasokat nekem kellett megten-
nem, ahogy az az alabbi kodrészleten lathato.

1 $%—— Az egyutthato QR-felbontasa

2 [Q,R] = qgr(a,0);

3

4 % $-——-— az R(1:1) es R(2:2) helyen vannak negativ ertekek
5 $——— szorozzuk be az elso es a masodik sorat -1-gye

6 R(l,:) = -1 « R(1,:);

7 R(2,:) = -1 = R(2,:);

8

9 % %——— de ekkor a Q elso es masodik oszlopat is meg kell, hogy ekvivalens
10 % $-—— legyen az atlakitas

moQ(:,1) = -1 x Q(:,1);

2 Q(:,2) = -1 % Q(:,2);

A QR-felbontas végeredménye tehat

0,2819  0,2628  0,3768  0,7897
0,6578  0,3528 —0,5540  0,0478

Q=| 06578 —0,6626 0,1837 —0,1913|, ésR=
0,1879  0,5918  0,2164 —0,5560
0,1410  0,1314  0,6859 —0,1686

21,2838 23,5390 20,8609 16,2565
0 12,8029 9,6817  9,7117
0 0 20,1019  6,7580
0 0 0 13,0667

Az optimalis megoldas képlete a QR-felbontast hasznalva
x=R7'Q"b,

és a megoldas
x = (0,9360; —0,8767;  0,8956;  0,3426),

valamint a parancs.

1 $%-—- Tehat a QR-felbontassal kapott optimalis megoldas
2 x_hat2 = R \ Q' * b;

2. Legyen B az egylitthatématrix transzpondltja, és b egy tetszéleges n-dimenzios vektor. Irjuk felaBx = b
egyenletrendszer 0sszes megoldasat az x = B*b + (I — B*B)y képlettel, ahol y tetszéleges vektor.

Tehat a B = AT. Ebbdl az kévetkezik, hogy a B teljes sorrangUi lesz, hiszen A teljes oszloprangu volt. Azaz
a matrix
6 14 14 4 3
g |10 20 7 12 5
16 6 11 14 18}’
20 11 3 3 6

majd kértem a MATLAB-t6l egy véletleny és b vektort
y=(7 4 6 13; 10), b=(12 10; 1; 7).



igy mar meg tudtam hatérozni a Bx = b egyenletrendszer dsszes megolddsat, a feladat szdvegében
megadott képlet segitségével. A B el6dllitasanadl mas matrixszorzast kellett elvégeznem, hiszen teljes
sorrangu a matrix

B* =B"(BB")".

Az 6sszes megoldas tehat

0,1239 0,5367

0,5205 —0,6695

X = Xpart + Xpom = B'b + (1 - B*B)y = | 0,4190| + | 0,4408
—0,2665 0,9314

—0,2769 —1,2476

Ha jol megnézziik nem az 6sszes megoldast kaptam meg, csak egy adott y-hoz tartozot. Az y tetszdleges
megvaltoztatdsaval (Ugy, hogy zérus vektor nem lehet) egy teljesen mas xpom Megoldasvektort kaptunk
volna. Gyakorlatilag az y vektor megvaltoztatdsaval a V' (B)-be esé komponensének nagysagat valtoztat-
juk meg, amely meg éppen az egyetlen nulltérbeli megoldas konstans szorosaval egyezik meg. Maskép-
pen fogalmazva minden egyes y-nal egy masik nullteret kifeszité bazist készitiink, azaz egy masik nulltér-
beli megoldast.

A nullteret az ide esd vektorok feszitik ki, amelyeket az Bx = 0 egyenlet megolddsa szolgaltat. Mivel most
a nulltér egydimenzios, igy egyetlen elemd lesz barmely bazisa. Egy ilyen ortonormalt bazisa az

~0,2930
0,3655

X = |—0,2406
—0,5085
0,6812

megoldasvektor.

A MATLAB parancsok a kdvetkezdek voltak.

1y = randi(20,1,m);

2 b_2 = randi(20,1,n);

3 B_plus = B' / (BxB');

4

5 %%-—— A partikularis resz

6 x_part = B_plusxb_2"';

7

8 $%——— Es a homogen

9 x_hom = (eye(length(y)) - B_plus*B)=x*y';
10

n $%——— A nullter egy ortonomalt bazisa

12 x_hb = null(B);

3. Igazoljuk, hogy a fenti képlet valéban megadja az egyenletrendszer 6sszes megoldasat!.

A B matrix négy kituntetett alterét a kovetkezd oldali abran szemléltettem. Tudjuk, hogy B teljes sorrangy,
hiszen egy teljes oszloprangl A matrix transzponaltjaként kaptuk meg. Tovabba nulltere nem lesz dres,
hiszen tobb ismeretlen szerepel a Bx=b egyenletrendszerben, mint ahdny egyenletiink van. Az O(B) a teljes
n-dimenziés valds vektortér lesz, hiszen az N'(BT) = A/(A) = {0}, mivel A teljes oszloprangu volt, igy az
Ax=0-nak a trividlis megoldason kivil nem volt mas megoldasa.

Azt mar tudjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer megoldasa mindig két tagbdl all: az 6sszes homogén
megoldasbol x, és egy b-t6l fliggd partikularis megoldasbol x,, ahogy az az abran is latszik. A partikularis
megoldas a B sorterébdl adodik ugy, hogy az x-et a sortérre vetitjik

Xp = B'Bx

a pszeudoinverz segitségével. A homogén 0sszes megoldas x, pedig a Bx = 0-bol kaphatd meg.




0(B)

0
N@B")={0}

A képletben is nagyon hasonlo vehetd észre

Az egyenlet masodik tagjaban egy tetszéleges nem nulla y vektor szerepel, amelynek egy homogén meg-
oldast kell képviselnie az sszes megoldasra vonatkozo allitas miatt. A By-nal készitlink egy oszloptéri b,
vektort, amelyhez egy y, sortérbeli vektort rendeliink a B* pszeuddinverzzel, tehat

B'By =y,.
Végul a teljes tagot behelyettesitve
y,=(1-B'By=y-y,

és ebbdl észrevehetd, hogy az y, épp a nulltérbe esé komponens lesz, tehat egy homogén megoldasa az
egyenletnek. Ha véletlenil olyan y vektort valasztottunk volna, amely nulltérbeli, akkor a B*By = 0, hiszen
a valds test felett értelmezett matrix esetén a nulltér és a sortér meréleges, igy a nulltérbél a sortérre
valo vetités a zérus vektor szolgaltatja. Ha nem nulltérbeli vektor az y, akkor kulonbozé y-okra kilonbozé
homogén megoldast kapnank, tehat az 6sszes homogén megoldasbdl egyet, ami persze egy adott lineéris
kombinacioja a nulltérbeli vektoroknak.



