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KOMPARTMENT (REKESZ) MODELLEK



1. BEVEZETES

Az orvos - éettani kutatasokndl és vizsgdlatoknd mind gyakrabban merdl fel
valamely kvantitativ vizsgalatikiértékelési modszer kidolgozasanak igénye, ok - okozati
Osszefliggések feltérasa, azok matematikai megfogalmazasa. Mivel az élo szervezetek
és abennik |gjatsz6do folyamatok ataldban bonyolultak, ezért a vizsgalatukhoz ateljes
rendszert részekre (alrendszerekre) kell bontanunk, majd ezen arendszerek statikus és
dinamikus tulajdonsagainak megismerése utan valakozhatunk a teljes rendszer, vagy
folyamat analizisére.

Az életmikodés sorén - foleg a fejlettebb élolényekndl - kiemelkedo szerepet
jatszanak a kilonbbzo nedvkeringések (pl. vérkeringés). Ezek transzport jelenségek,
melyeket extenziv fizikah mennyiségek (tbmeg, térfogat, energia, stb.) atal
meghatéarozott szubsztancia aramlasa jellemez. Ezen jelenségek vizsgalatara nyujt jo
lehetbseget a kilonbdézo nyomjelzo anyagok transzportjdnak szamitdgépes
kompartment analizise.

Tekintve, hogy az emlitett extenziv mennyiségek az anyaghoz Kkotott
sgjatossagok, transzportjuk szilkségképpen az anyag részecskéinek ( molekulainak,
atomoknak, stb.) mozgasaval kapcsolatos, igy a transzport jelenségek az anyag
specifikus mozgasformainak tekinthetok.

Miutén a transzport eloszlasbeli egyenlotlenségek kiegyenlitéseként jon létre, a
transzportalt szubsztancia arama annal intenzivebb, minél nagyobb az inhomogenitas a
rendszerben.

Az olyan folyamatokat, amelyek valamely extenziv menynyiség transzportjara
iranyulnak, transzport folyamatoknak nevezzik. A transzport folyamatok
alapjelenségeit a molekularis fizika targyaja. A transzport folyamatok gyakorlati
szamitasa olyan fenomenologikus jellemzokkel és dsszefliggésekkel torténik, amelyek
legtobbje hasonl 6sag elméleten alapszik.

Az un. fenomenologikus szemléletu leirasmdd nyilvan nem tikrézi az anyag
molekuléris, atomos felépitéséat, stb., ezért csak akkor akalmazhatjuk, ha az un.
"mikroszkopikus' viselkedés nem képezi avizsgalat targyét.

Az élettani transzport folyamatok megismeréséhez és tanulmanyozasdhoz meg
kell teremtenink a megfelelo méro- és kiértékelo rendszert. Ezek dtaldban modell-
referencids intelligens mérorendszerek. Segitségikkel egyre bonyolultabb élettani
folyamatok tanulmanyozhatok.

Tovéabbiakban tetszoleges élettani transzport folyamatot olyan rendszernek
tekintjuk, amely véges szamu makroszkopikus alrendszerbol vagy elembol épll fel.
Ezeket homogén egyenletes eloszlasi elemeknek, kompartmenteknek (vagy
rekeszeknek ) nevezzik. A kompartmentek anyagcserén keresztiil kertilnek egymassal
( esetleg a kornyezettel ) kolcsonhatasba.

Mi a jelentosége a kompartment rendszereknek? Eloszor is igen eredményesen
felhasznalhatok a bioldgia, kémia stb. szamos tertiletén végzett kisérletek elemzésend,
kvantitativ dsszefliggések feltarasira a fiziologiaban és a farmakologidban. A linearis
kompartment rendszereknek viszonylag bonyolult analitikus elmélete van, nem is
szélva az un. inverz problémardl, a rendszer identifikacio és paraméter meghatérozés
feladatérol. A kutaté szamara fontos feladat, hogy a kisérleti adatokbdl a vizsgalt
rendszer plauzibilis leirdsdhoz eljusson. Ehhez nagy segitséget nyujt a kompartment
analizis. Még ennél is bonyolultabb feladat a nemlinedris rendszerek és azon rendszerek
vizsgdlata, melyekben a kompartmentek kozti kicserélodési folyamatokra ciklikus,
valamint véletlen perturbaciok hatnak.



A kompartment (rekesz) analizis hasonlé jelentoséggel bir az éettani

folyamatok vizsgaatanal, mint a klasszikus szabalyozastechnikaban jol ismert
frekvenciatartomanybeli vizsgalati médszerek, vagy a modern szabalyozas elméletben
alkalmazott dlapotegyenletes rendszerleirés.

A kompartment analizis elméletét és alkalmazasait harom fo részre oszthatjuk:

Plauzibilis modell készitése barmely bioldgiai rendszerhez. Ehhez szilkséges a
folyamat hétterének alapos ismerete, ehhez rengeteg kisérletet, mérési sorozatot
kell elvégezni és kiértékelni. Az igy szerzett tudés és felhalmozott ismeretek
birtokaban kritikaval viselkedink minden kompartment modellel szemben. A
modell szerkezetének és paramétereinek meg kell egyeznie a val6sagos rendszer
vagy folyamat megfelelo jellemzoivel. Ellenkezo esetben a kompartment
rendszerrel valé leirasnak nagyon kis kdze lesz a val 6saghoz.

2. Adott egy specifikdlt kompartment modell, feladat a rendszer analitikus

elméletének kidolgozasa. Ez matematikailag a legjobban definia haté feladat.

3. A legnehezebb feladat egy Un. inverz feladat. Adott egy rendszer egy vagy tobb

plauzibilis modellje, milyen adatokra van szikségiink és hogyan haszndljuk fel
azokat, hogy a modellparamétereket megkapjuk, és hogyan dontsik el, hogy
melyik a legjobb modell. Az inverz feladat elméletének és megol dasanak
kidolgozasa altaldban azért nehezebb, mert eleve bonyolultabb feladatrol van sz6,
mint pl. egy jol specifikalt kompartment rendszer analitikus megol désakor.

A téma interdiszciplindlis jellegu muveloi kozott egyarant megtaldhatok

orvosok, biofizikusok, éettanaszok, programozd matematikusok és természetesen
mérndkok. Tekintettel a téma hatarterllet jellegére fontos a kozds nyelv,
fogalomrendszer, stb. megalkotédsa, az azokhoz valé kovetkezetes ragaszkodas és
kulonos gondot kell forditani arra, hogy a téma kifejtése mind a mérndk, mind pedig a
nem muszakiak szamara ol értheto legyen.



2. DEFINICIOK, ALAPFOGALMAK

Rendszer: biokémiai, vagy fiziologia elrendezés, melyben valamely anyag
viselkedését tanulmanyozzuk. A rendszeren kisérletek sorozatat végezzik, valamilyen
elore meghatérozott céllal. Rendszer lehet pl. egy dlat, nbvény, élo szerv, éo sgt, vagy
sgjtek mitochondrium 6sszetevoi ( mitochondrium: sejtplazma-tertiletek, amelyekben a
legfontosabb és legintenzivebb anyagcsere-folyamatok zajlanak le). A vizsgéat |ehet
pl. a 131 kiirtlése egy dlat plazméjabol. Ebben az esetben a megfigyelt rendszer a jéd
transzport folyamata a vérbe és avérbol. A rendszer |ehet: zart vagy nyitott.

Zart rendszer: rendszer, melybe nem |ép be és nem is hagy el anyag.

Nyitott rendszer: olyan rendszer, mely anyagcserét folytat kornyezetével. Egy alat
(szerv, vagy segt) anyagcseréének akotdi ( metabolic pool ) olyan vegyuletek
Osszessege, melyek a szbvetek épitésébol, vagy lebomlasabdl szarmaznak, melyeket az
alat ( szerv, vagy segjit ) aszovet alkotdinak szintézisére haszndl.

A kompartment kinetikailag elhatarolhatd, homogén, egyenletes eloszlasu
anyagmennyiseg, melyet transzforméci ¢janak, vagy transzportjanak kinetikgja jellemez.
A kompartmentet meg kell kilonboztetni a fizikai térfogattol és fiziologiai tértol, bar
néhany vegyulet ilyen esetben is lehet kompartment. Egy anyagnak az egyik
kompartmentbol a mésikba torténo étvitele lehet az illeto anyagnak az egyik fiziolbgias
helyr6l a méasikra valé atvitele, vagy az illeto anyagnak ugyanazon fiziologias
hatarokon belll torténo étalakulasa. A kompartment méretét a benne |évo anyag
mennyisége hatarozza meg, mértékegysége témegegység ( mol, gramm ).

Elméleti modell egy bioldgia rendszer valamely anyaga kinetikdjanak leirasa.

Matematikai modell az elméleti modellbol szarmaztatott egyenletek rendszere, mely a
vizsgdlt anyag koncentrécidjanak és mennyiségének a vatozdsdt irja le az ido
flggvényében.

A kompartment analizis azon eljarasok 6sszessége, melyek |ehetoveé teszik, hogy egy
biologial rendszer viselkedését leirhassuk elméleti, vagy matematikai modellel.

A kompartment rendszerek szimbolikus jel 6lése haromféleképpen torténhet:
— Egymaéstdl elvaasztott dobozok, koztik nyilak

— Korok, koztik nyilak

— Halok (gréafok)

segitségével.

Az anyag korforgasa (tur nover):

Egy tébb vegyuletbol @16 rendszer allanddsult &lapotban van, ha e vegytletek
a rendszerben mozognak, egymasba &aakulnak, és koncentraciojuk minden
kompartmentben allandé a megfigyelés idegje alatt. Zart rendszer esetén az allandosult
allapot dinamikus egyensuly de mihelyt a rendszer nyitottd valik, az egyensily
megszunik. A dinamikus egyensily fogalma csak zért rendszerre haszndhato, az
allandosult dlapotot pedig nyitott rendszerre szoktak hasznalni.
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A turnover mérésére a felezési idot haszndljuk. Haszndlata azon alapszik,
hogy hasonl¢ elsorendu differencid egyenleteket hasznalunk rédioaktiv bomlasoknal,

,,,,,

a rendszerekre, melyek leirhatok a Z—?:—kQ egyenlettel, a felezési ido T,

kiszamithat6 a sebesség konstansbdl (k) a kdvetkezoképpen:

In2  0.693
T = =
ok k
Bonyolultabb rendszereknél, ahol az exponencidlis kitevot kisérleti adatokbdl
hatdrozzuk meg, a 0,693/k-nak nincsfiziologiai jelentése.

A turnover ido az az ido, amelyben kicserélodik egy kompartment anyagtartalma és a
kompartmentben 1évo anyag molekul§janak étlagos él ettartama.
A fentiek alapjan aturnover ido (T,):

Ty
A turnover ido alatt nem minden molekula cserélodik ki. Minél tovabb tart a megujulési
folyamat, annd kevesebb "régi" molekula lesz az "Ujak" kodzott és annyival kisebb lesz
a vadbszinusege annak, hogy egy "régi" molekula éalakul, vagy eltavozik a
rendszerbol. A turnover ido alatt a"régi" molekulak 63%-a pétlodik.

Nyomj elzok

Egy rendszer kémiai analizise csak annak statikus allapotardl ad informaciot.
Altaldban a rendszer kilonbozo részeiben lévo anyagok koncentrécidjat, vagy a
rendszer dta felvett, vagy kivaasztott anyagok mennyisegét mérjiuk. Azért, hogy a
rendszer kinetikgjat is megvizsgdhassuk, meg kell jelélnink anyagét. Ezt egy
nyomjelzovel vihetjik végbe. A nyomjelzonek joI mérhetonek kell lennie, ugyanugy
kell viselkednie, mint a megfigyelt anyagnak és kinetik§guknak sem szabad kiilnbdzni.

A nyomjelzo lehet egy elem izotopja, lehet rédioaktiv, vagy stabil. Ma mar
leggyakrabban izotopot hasznalnak, ezért vizsgdlatainkat elsosorban izotopikus
nyomjelzos higitdsra koncentraljuk. Természetesen eredményeink mas nyomjelzo
vizsgdlatok esetén is alkalmazhatok.

A nyomjelzovel szemben tamasztott kovetelmenyek a kdvetkezok:

|. A biolégia rendszer ne tehessen kilonbséget a vizsgdlt anyag és nyomjelzoje
koz6tt, vagyis ugyanazon a metabolikus vatozésokon menjenek keresztiil.

2. A nyomjelzot olyan kis mennyiségben adhassuk a rendszerhez, hogy annak
allandosult dlapotat ne zavarja meg. Ehhez megfeleloen nagy koncentracié kell.

3. Kezdetben a rendszerhez adott nyomjelzo nincs egyensulyi alapotban és
mennyiségi vatozdsait matematikailag analizlhatjuk, az ido flggvényében
leirhatjuk. Ezek a valtozdsok tikrozzék a megfigyelt anyag transzfer és
transzforméci 0s sebességét.



4. Haanyomjelzo izotop, ne cserélodjon ki ajelzett anyag és mas anyagok kozott.

5. Az izotop felezés idegje olyan hosszu legyen, hogy az allandd csokkenés ellenére

s s 7

6. A nyomjelzo nem okozhat a szervezetben abnormdlis anyagcsere reakciokat
( sugareffektus, koncentréciétartalom valtozas ).

A nyomjelzd mennyisegi valtozasait a vizsgalt anyagon bellli koncentrécidjaval
meérjik. Festékanyagoknd és a bioldgiai rendszerekben elo nem fordul6 anyagokna ez
kozvetlenul torténik. Radioaktiv nyomjezok radioaktivitését mérjik.

Egy jelzett anyag relativ specifikus aktivitasa az anyag egy adott idopontban
meért specifikus aktivitasanak aranya ugyanazon anyag egy méas idopontban mért
specifikus aktivitasahoz, vagy egy mésik anyag ugyanazon idopontban mért specifikus
aktivitasahoz. A stabil izotopok koncentréacidjat a nyomjelzo izotop atomjai szamanak
és a legnagyobb tobbségben lévo természetes izotOp atomjai szamanak aranyéaval
fegjezzik ki. Ezért ezt tobbsegi aranynak nevezzik. Ha ezt szézalékosan irjuk le, akkor
atomszazalék a neve. Néha a nyomjelzo lehet a vizsgdlt rendszerben eleve elofordul 6
természetes izotdp. Ekkor a természetes koncentraciot kivonjuk a Kisérleti
koncentraciobdl és az eredményt atomszazalék emelkedésben irjuk le. Ezen eljaras
jogossagat kisérleti tények igazoljak. A természetben elofordulé izotépok majdnem
mindig alandd tobbségi aranyban vannak jelen, tekintet nélkll a forrédsra. A legtobb
rendszerben a gyogyszerek a nyomjelzokhtz hasonléan a lineéris kinetikat kovetik,
ezért a nyomjelzo kinetika kézvetlentl hasznalhaté gyogyszerekre és barmilyen idegen
anyagokra.



3. ALKALMAZOTT JELOLESRENDSZER

A hasonl6 témaval foglalkozO nemzetktzi szakirodalommal 6©sszhangban
egysége jel 6l ésrendszert alkalmaztunk, ez a kvetkezo:

t ido ( fuggetlen valtozo)

n arendszer kompartmentjeinek szama

Q; aj-edik kompartment anyaganak mennyisége ( témeg )

q aj-edik kompartment nyomjel z6jének mennyisége ( tomeg )

a; =q; /cj a j-edik kompartmentben levd stabil izotopok tobbségi aranya, vagy a
radioaktiv nyomjelz6 specifikus aktivitédsa

a; /a;(0) aj-edik kompartmentben 1év6 nyomjelz6 relativ specifikus aktivitasa

k; a j-edik kompartmentbél az i-edikbe torténd mozgas sebességi alanddja
(ido1)

R, a jelOletlen anyag transzportjanak sebessége a j-edik kompartmentbdl az
i-edikbe (tomeg x id61)

q;(0) aj-edik kompartment kezdeti nyomjelzé6 mennyisége

a;(0) aj-edik kompartmentben |év6 nyomjelzo kezdeti specifikus aktivitasa. A

nyomjelz6 tébbségi ardnyat kifejezhetjik a; = q; /Q; aakban.
Ha a nyomjelzd radioaktiv, akkor a specifikus aktivitas=( szamldasi
hatésfok )x( tobbségi arény ), a, = %.

X az i-edik exponencidlis kifejezés egyUtt]haIc’)ja

A az i-edik exponencidlis kifejezés kitevoje (ido1)

S L aplace-operator

m ameérés adatok szama

K a becslilt paraméterek szama

mintavételi idépontok ( fliggetlen valtozd )

Yir-oe Yo mért adatok a t,,...t,, mintavételi idopontokban

Y10 Ym becsilt értékek a t,, ... t,, mintavételi idopontokban

bg,... b abecsllni kivant paraméterek kezdeti érteke



4. KOMPARTMENT ( REKESZ ) MODELLEK
ELMELETE

Ebben a feezetben a linearis és nemlinedris kompartment rendszerek
matematikai leirasaval és azok analitikus megoldasaval foglalkozunk.

4.1 Kompartment- (rekesz ) modellek leirasa
allandosult allapotban levd rendszerek esetén

Az dlandosult alapotban 1évd rendszerek linearisak, a benniik zajlé mozgéasokat
és aaakuldsokat elsorendu linedris differencid egyenletek irjdk le. A
kompartmentekben |évd anyagmennyiseg és turnover ( forgasi ) segesség dlandé és a
sebesség konstans teremt koztiik linedris kapesolatot. Allandésult &lapott kompartmant
rendszerek analizisendl a kdvetkezo feltételezésekkel éUnk:

— akinetikai folyamatok irreverzibilisek,
— akompartment "régi" és"Uj" molekuld kozott nem tesziink kiildnbséget,
— akompartmentekben minden pillanatban homogén a molekul &k el oszlésa.

Feltételezzik, hogy a keveredési id6 sokkal kisebb, mint a turnover id6, a
nyomjelzdk idedlisak, a rendszer viselkedésének leirasahoz a legkisebb szamu
kompartmentet haszndltuk fel, vagyis kevesebb kompartmenttel mé& nem lehet
modellezni a rendszert. Ha egy rendszert nyomjelzével vizsgaunk, akkor a kévetkezd
|épéseket kell végrehajtanunk:

1. Ismert mennyiségu jelzbanyagot juttatunk a rendszer egy kompartmentjébe.

2. Megfelel6 idonként mintat vesziink ebbdl és/vagy egy masik kompartmentbdl és
meghatarozzuk a specifikus aktivitast.

3. A rendszer elméleti és matematikai modelljének felhasznalasaval a kisérleti
adatokbdl meghatarozzuk a modell paramétereit.

4. Haamodell nem megfelel6, egy Ujat valasztunk.

A nyomjelzbs higitdsos modszer elvét a4.1. dbra mutatja.

Q M Q +a
(9,.2,(0)) aft)
4.1. dbra

A 4.1. dbran lathato kompartment Q, jel 6letlen anyagot tartalmaz. Adjunk hozza
a,(0)  specifikus aktivitasi g, mennyiségu nyomjelzét és vérjuk meg, amig
elkeveredik. Ezutdn meghatérozzuk a kompartment specifikus aktivitasat. A nyomjelzd
kezdeti aktivitasanak egyenlének kell lennie a kompartment keveredés utani
aktivitasaval:

Gy (0) = (Ql + Q1)al(t) (41)

Atrendezve:
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S

Ha
Q,>>0q,
Ql =0, aall((f[))) ( 4.3 )

A (4.3) aapjan a kompartment mennyisége vagy specifikus aktivitédsa szamol hato.

4.1.1 Zart rendszerek

Vizsgdjunk meg egy n kompartmentbdl allo, dinamikus egyensilyban 1évo zart
rendszert. Az dtalanossdg kedveeért feltételezzik, hogy minden kompartment minden
kompartmenthez kapcsolodik és a rendszer nincs kapcsolatban a kérnyezetével. Egy
ilyen rendszert mutat a4.2. dbra.

31 13 32 23

k.. k k.

1 21 j2

- q; k a5 -
1 12 2
<— 8 a, <—

k. K.

1 Kk k 2j

nl 2n n2 ’
1n
k k

K n-1,n kn3
4.2. dbra
A rendszert a kdvetkezd matematikai modellel tudjuk leirni:
dQ
d_tl = k12Q2 + k13Q3 ot kinQn - k21Q1 - k31Q1 T klel
: (44)
dQ,
dt = klel + kn2Q2 +..t+ kn,n—l n-1"_ kann - anQn T I(n—l,nQn
Itt k; termeszetesen nincs értelmezve, mert egy kompartment énmagaval nem folytat
anyagatvitelt.
A (4.4) egyenlet felirhato:
d ) n n
&:ZkijQJ‘_Qiiji (45)
dt =1 j=1

J# J#i
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Mivel a rendszer dlanddsult dlapotban van, a kompartmentekbe belépd és kilépd
anyagok egyenlok, igy
€Q
dt
A nyomjelzékre ( 4.5 )-h6z hasonl 6 egyenlet irhato fel:

d n
ql Z;kqu zkl' (46)
]

J# J¢I
da, _ o da
T
Ez a (4.1) egyenletbdl és Q, alandbsagabol kovetkezik. A (4.6) egyenlet tovabb
alakitva:

—=—2k” IQ a1Zkl' (47)

Mivel nyomjelzét csak egy kompartmentbe juttattunk, ezért koncentrécidja nincs
allandosult dlapotban

%7&0
dt

viszont a nyomjelzd mennyisége arendszer zartsaga miatt allando, ezért

" da.
Z%:o (48)
j=1

Tehat arendszert leird n egyenletbdl csak (n-1) flggetlen.

Legyen A, Laplace-transzformdtja a;-nek ( A,=4(a,) ). igy a(4.7) egyenlet:

sA-2(0) = |<12 Az+k13 A3+ +k1 Aq Azk,l

(4.9)
n-1
S'Ah an(o) knl A1+kn2 Az"' +knle —1_A12kjn
n j=1
Rendezve az egyenl etet:
! Q. Qn
s+ ) ki |A;—Kp—=A, —...—Kyy —A, =a,(0
( J;JlJl 12Ql 2 1Ql 1(0)
_k218—A1+ S+§k12 A, —..—k ”g_ZA“:aZ(O)
J#2
kg QlAl Ko QlAz—...+ s+nfkjn A, =a,(0) (4.10)
Qn Qn i1
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Ezt az eredményt matrixos alakban is leirhatjuk, ami egy sgatérték problémat
eredmeényez.

10 ..0 A, 4 (0)
01 A 0
I D P i OB o
0 1 | Aq a, (0)
Ql 0 ces 0 __ kll k12 e kln
Q- 0 Q, k- k:21 "fzz k?n
0 Qn _knl kn2 I(nn
-2 0 .0 Xy Xgp o Xy
A= 0 2 . X = X.21 X.22 X.zn
0 _7\'n an Xn2 Xnn
Mivel k. diagond elemek nincsenek definidva, legyen
n
kii = iji
=1
A = det(sl — k)

A;;(sl — k) métrix aldeterminansanak (-1)"*'-szerese A = adj(sl — k).
Tehdt az ismert matematikai tétel alapjan:
;

d k‘l—A” 4.11
(sl —k) A (4.11)

igy a(4.10) egyenlet felirhato:
gl(Sl: —K)QA =a(0)
Tovabb aakitva:
(sl - k)QA = Qa(0)
QA = (4-K)Qa(0) (412)
A= gl(S': - k)" Qa(0)
(4.11)-et behelyettesitve A egy eleme

n

Ay Q
A, =§X”%a(0) (4.13)

Bebizonyithatd, hogy A =0 egyenletnek n vads negativ gyoke van és
-4 > -4, >...> -4, sorbadllithatok, ahol -, =0.
igy (4.13)-at felbonthatjuk
nooX.
A=Y -1 4.14
’ é(sﬂw) (4.14)

alakban. Ennek inverz Laplace-transzformaltja adja
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a=S X e (4.15)

i=1
X és A akiserleti adatokbdl szamithat6 valamelyik késdbb ismertetett gorbeillesztd
eljéréssal. Eppen ez az eljaras az oka, hogy tobbszoros gyok dtaldban nem fordul eld,

mert az eljaras ilyen gyokoket nem tud szétvdlasztani. Ha (4.15)-6t (4.17)-be
helyettesitjik, n2egyenletet kapunk.

S, - Q Q,
Xli kji - 2X2i - 3X3i Teee T T nxni = Xli
= Q . Q 4 Q b 5
(4.16)
Q Q, Q, >
-—K 1X11 __anXZi __kn3x3i T Xni k'n = Xni
Q, " Q, Q, ! ik &

ahol i=1,2..n. (Tuladonképpen nem tettink méast, mint behelyettesitettik a
sgj atértéket és sajatvektort a sgjatérték feladatba. ) A (4.16 ) matrixos alakban

QkQX = X2

k-ramegoldva
kQX = QX2
kQ=QXAX™

5=gxxx*gl

Legyen A, = det(X), A pedig X aldetermindnsénak (—1)*'-szerese. Igy k egy eleme:
Q& A’
Ky = 23 X0, (4.17)
Qj I=1 Ay
Mivel X és A a kisérletek kiertékelésendl, Q pedig az izotOphigitasndl latott (4.3)
egyenletbdl adodik, igy k meghatarozhatt ( 4.17 )-bol.

4.1.2 Nyitott rendszerek

Ebben az esetben a rendszert a 4.3. &ran lathatd modell jellemzi. Minden
kompartment kapcsolatban van a kulso térrel. Az anyag R, (i=1,2...n) aamlés
sebességgel 1ép be és nyomjelzbt nem tartamaz. A nyomjelz6t valamelyik
kompartmenthez kezdetben adtuk és most k, sebességi alandoval hagyja € a
rendszert.
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31 13
RlO k21
I N e
Kllso tér ag ai -
Kot K12
k1n knl .
4.3. dbra
A matematikai modell:
dQ. . -
%: Ri0+zkiij+Qizkli (4.18)
" =
(4.6 )-hoz hasonl6an:
dg & :
ﬂ:Z‘,kijq]'_Cliz‘,kn (4.19)
a5 i-0
J#1 #l
(4.7) pedig ez alapjan
da 1 x
o = NY'kaO —-ad k. 4.20
dt Qi ; ij ]QJ a|:=zo li ( )
J#l #I

Mivel anyomjelzd6 most el hagyhatja a rendszert, ( 4.8 ) mér nem igaz

n

Z%Hﬁ (4.21)
=1

Ezutén a megol das megegyezik az €l 6z0 fejezetével, azzal a modositéassal, hogy

ki =k (4.22)
=
ésezért ., nem lesz nullaval egyenlo.
Néha elofordul, hogy csak a rendszer teljes anyagara vonatkozd meéréseket tudunk
végrehajtani. Ilyenkor a nyomjelz6 teljes anyagara a Zqi flggveényt kapjuk ,melyet a
i=1

rendszer kimosasi fliggvényének nevezink. A flggvény idd szerinti derivatja a
rendszer kimeneti jelgorbée.

4.1.3 Specidlis esetek

A fentiekben ismertettik, hogy miképpen hatarozzuk meg k-t zart és nyitott
rendszer esetén. A gyakorlatban a k matrix sokszor egyszerubb alaku lesz. Ilyenkor a
megol das leegyszerusodik.
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1. Allhat a rendszer tébb egyméstdl ekiloniilt alrendszerbdl. Ezek a modellbol
felismerhetok és a kompartmentek Ggy szamozhatok, hogy a k matrix a

foatl 6jamenti négyzetes matrixokbdl aljon. Ilyenkor a differencia egyenlet tébb
alrendszerre esik szét.

2. Separdlhato rendszernek nevezzik a rendszert, ha /1/, /2/ ... /k/ arendszerre
bonthaté ugy, hogy /1/-nek nincs bemenete /2/, /3/ ... Ik/-bdl, /12/-nek 13/, /4] ...
/k/-bdl, de /2/-bdl lehet bemenet, /3/-nak csak /1/ és /2/-bél |ehet bemenete és igy
tovébb.
gy /1/ o6ndlé drendszer lesz, 6ndldan megoldhatd, megoldasai a tdbbi
arendszerre bemenetként hatnak. gy /2/ is megoldhatd most méar a tébbitdl
flggetlentl ésigy tovabb.

3. A gyujtd rendszer olyan kompartment alrendszer, amelynek a rendszer tobbi

részébdl van bemenete, de egyetlen kompartmentjének sincs kimenete kilsd
kompartmenthez.
Ez természetesen egyetlen kompartmentbdl is dlhat, melynek gyujtd kompartment
a neve. Ha egy rendszerben van egy gyujto, akkor van egy zérus sagjétértéke. Az
alitas forditva is igaz. Ha van egy zérus sgjatérték, akkor a rendszernek van
gyujtoje, vagy az egész rendszer gyu;jto, tehét zart. A zérus sgjatérték és a gyujtod
kapcsolata szemléletbdl is beldthatd. Ha egy sgjatérték kicsi, az azt jelenti, hogy
az arendszer tarold jellegu, kimeneti atvitele a rendszer tobbi részéhez
viszonyitva lassi. A tovébbiakban két esettel - gyakorlati jelentdsége miatt -
részletesebben fogla kozunk.

4.1.3.1 Lanc rendszer

Ha egy rendszert Ugy rendeziink el, hogy minden kompartmentnek csak a
szomszédjaval van kapcsolata, lanc rendszert kapunk.
Ilyet abrazol a4.4. dbra.

k k k k

21 32 j*t1j n,n-1
Q, %, > 9 Qa [-—>{ 9
gy g5 g G q,
al 82 é aJ aj+1 é an
k12 k23 kj J+1 kn-l,n
4.4. dbra
A k matrix ilyenkor a kdvetkezo alaku lesz:
=k Kqo 0 0 |
—Ko ‘(k12+k32> Ko 0
k=l 0 Kap —(kpg +kag) - 0 (4.23)
|0 0 0 —lknan+kon)]
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(4.16) igy alakul ebben az esetben:

Q
k21X:|j —Q—2k12X 2 = A Xy
1

Q Q
=Lk Xy + (kpp +Kap )X g = =2kpeX g =4 X
Q2 Q.

Q Q
-=2 kg2 X 5 +(k23 + k43)X3i =4 kg X4 =i X3
Qs Q3

(4.24)

- %]1 kn,n—lx n-1i t (kOn + I(n—l,n )X ni :kixni
Lathatd, hogy bar az egyenletrendszer egyszerubb lett, az ismeretlenek
meghatarozésa most sem koénnyu feladat. Sokkal egyszerubb a megoldés arra az esetre,
mikor egy kompartment csak az 6t kdvetdnek szdllit anyagot, mint a 4.5. dbran, tehat
Ky = Kap Kpp =K o Ky = Ko

Rio Q, Koy Q, Kao Qj kj+1,j Qj+l Koni Q, Kon
—> 4 G > Gt |-—> 4 >
1 ) j i+1 %

45. dora

llyenkor az elsO kompartmentbe szoktdk a nyomjelzot fecskendezni, ezért
8,(0) =0 ésa,(0) =a,(0)=K =0.
sl -k leegyszerusodik:

[(s+kyp) 0 0 0
—ka  (s+ksp) 0 0
0 0 0 o (s+Kop) |

A =(s+Kky)(s+kg)(s+K)K (s+Kg,)
Ay = (st+Kkgy)(s+ KK (s+Kg,)
Ap = _[_k21(5+ ki)K (s+ kOn)]
Ags = KKy (S+Kgy )K (s+Kg,)
M
Ap = (_1)1+n (—k21)(—k32)(—k43)K (_kOn)
fgy A, (4.13) kifelyezésébe helyettesitve:

1
e (stky) 2(0)

_ Ky Q
A= o) (st k) Q, 2O

(4.26)
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Az elsd kompartmentbdl mintét véve Q, és k,, szamithaté. A masodik kompartment
még ismeretlen k,,, Q,-je ezek utén szintén meghatarozhaté és az ejérést igy
folytathatjuk tovébb.

4.1.3.2 Mammillary ( anya) rendszer

Ez arendszer egy kdzponti kompartmentet tartalmaz, melyet a tébbi kértlvesz.
Anyagcsere csak a kozponti és szélsd kompartmentek kozott folyik.

A 4.6. dbran lathaté az n kompartmentbdl allo zart mamillary rendszer elméleti
modellje. Ezt a rendszert gyakran hasznéljak a csak szovetkozi térbe és nem a szervek
sgjt-terébe bejutd anyag eloszl ésa kinetik§ anak vizsgélatéra.

A nyomjelz6t csak a kdzponti kompartmentbe szoktak fecskendezi. a,(0) =0 és
a,(0) =a,(0) =K =4a,(0) =0.
igy a(4.13) egyenlet:

A1J' Ql
A, AQ a,(0) (4.27)

Ebben az esetben mind a kdzponti, mind az 6t korllvevd kompartmentek egy
konstans és (n-1) exponencialis kifejezést tartalmaznak.

A rendszert leiro A, a(0), Q és A matrixok nem vatoznak, viszont k

egyszerubb lesz.

E I(21 k12 k13 kln ]
k21 - k12 0 e O
k=| ka 0 -k - 0 (4.28)
L knl O 0 e - kln_
Q2
9,

Q a, Qs
qr 93
n a
a k k 3

n K 21 12 k31
1n
Q
knl qi |(13
a;
k 1 kj 1

>

9

a:
J

4.6. dbra

Ezek utan vizsgdljuk meg a gyakorlatban leginkébb el 6fordul 6 eseteket.
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4.2 Néhany gyakorlati eset vizsgalata

KovetkezOkben olyan kompartment-rendszereket mutatunk be, amelyek
viszonylag egyszeruek, gyakorlati jelentdségik nagy. Ezek az egy-, két- és
harom-kompartment rendszerek és azok specidis esetei. Foglalkozunk tovébba az
inhomogenitas kérdésével is.

4.2.1 Egy-kompartment rendszer
Az eiméeti modell a4.7. abran lathato:

RlO Ql k01
9
a4
4.7. dora
A rendszer visd kedését a
d
O Ry ko, (429)

differencidl egyenlet irjale.
A rendszer dlanddsult alapotban van, ezért:
aQ,

dt

A rendszerbe t = 0-ban fecskendezett jelzbanyag viselkedését a kdvetkezd egyenletek
irak le:

0 & Ry=k,Q, (4.30)

dg, _

- _k01q1
at (431)
Q%= k,aQ
1 dt 01 1
Atrendezve ésintegrélva:
! % da
—Kkog |dt= [ =%
01J a0 A
a
—Kgt =Ina, —Inay(0) = In[ — 4.32
ot =Ina; —Inay (0) n(al(O)j ( )
ay = a,(0)e™*!

Vegylk ennek tizes alapu logaritmusat:
Iga, =1ga,(0) —0,4343k ,t

Tehdt, ha adatokat féllogaritmikus papiron &brézoljuk, egyenest kapunk, melynek
meredeksége:

—(lga,(t;) —1ga,(t,))
(tz _tl)

(4.33)
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Ezek utan akeresett értékek kénnyen szamithatok:
—meredekség

k. =
o 0,4343

az y tengellyel valo metszéspontja adja a kezdeti specifikus aktivitas értéket (1 a,(0) ).

Az izotophigitas elve alapjan

_ 80
O a,(0)

(4.34)

ahol g, a nyomjelz6 mennyisége és a, a specifikus aktivitésa volt a befecskendezés

elott.

4.2.2 Két-kompartment lanc rendszer

Az eméeti modell:

k02

—_—

R Q k Q
10 1 21 2
S 9 9,
a a
1 2
4.8. dbra
A rendszert leiré differencid egyenletek:
d
% = _k21q1
d
% = _k21q1 - kozqz
illetve
da
d_tl = _k21a1
da, Q
% _ k.o ™1g Kk
dt 21 Q2 ai 02a2
a, =a,(0)e™

(kZl - koz)Qz

— k21a1(0)Q1 (e—kozt_e—k21t)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

8,(0), Q, és k,, az €l6zd fejezet ejrarsava szamithatd. k,, és k,, egy késdbb
ismertetett gorbe analizélas eljarassal nyerhetd. Q,-t ezek utan konnyen megkaphatjuk

a, kifejezésebol.
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4.2.3 Egy-kompartment rendszer, melynek bemenete
allando forras

A 4.9.a. dboran |&thaté az elméleti modell:

R 0 k 3R Q k
01 1 01 _ 01 1 01
a4 q; — 9% F——
a a
1 1
a b.
4.9. dora

A differencid egyenlet, mely ezt a rendszert jellemzi, leirja az dland6 infuzid
estét is. Az dllandé infaziot a4.9.b. abra mutatja.
Tehat akét rendszert leirhatjuk a kovetkezd egyenletekkel :

Ry ko (4:38)
Allandosult dllapotban: R,, = k,,Q, .
Jelzbanyagra: % = Rp8, — d,Ko, (4.39)
Atirva: % =ky,(a,—-a,) (4.40)

A (4.40) egyenletet megkaphatjuk Laplace-transzformécioval, de egyszerubb, ha az
el6z0 fejezet specidlis esetének tekintjik. Ekkor a rendszer olyan két-kompartment
rendszer, ahol a 0. kompartment végtelen.

Ez alapjan:

k QOaO —Koat —Kqot
a, = 10 CREAET-R (4.41)
(klO - k01)
Az elsd kompartment &llanddsult &llapota miatt:

klOQO = k01Q1

igy
k01ao —Kot — kot
— — (@ " —g " 442
a1 (klo - k01) ( ) ( )
HaQ, > » ésk,, >0
a, =a,(1-e"") (4.43)

[1_ i} — g Kot
2h)

J kifejezést dbrazoljuk féllogaritmikus papiron, akkor

i1
3y ()

!imal(t) =g, . Tehd ha [1—

a paramétereket az €l6z6 modszerrel megallapithatjuk. Haszndlhatobb modszer késdbb
kerll ismertetésre.
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4.2.4 Tobbszoros dozis

A nyomjelzbt n egyenld dobzisban t egyenl6 iddkozonként adjuk egy
egy-kompartment rendszerbe. Egy-egy dozis nem zavarhatja meg az egyensulyi
allapotot.

A rendszerre, a nyomjelzbk beadasa koOzétti  idétartamban, igaz az
egy-kompartmentre korabban felirt differencid egyenlet, vagyis

d

% = _k01q1 (4.44)
t=0-ban a,(0) specifikus aktivitasi nyomjelzot juttatunk a rendszerbe. t1-ben a
specifikus aktivitasa a kovetkezo:

a,(t,) =a,(0)e™" (4.45)
Ekkor Ujabb dézist adunk be. A specifikus aktivitas nagyon kisidd (6t) malva:
a,(t, +8t) = a,(0)(1+e ™) (4.46)
Egy Ujabb intervallum elteltével:
a,(t,) = a,(0)(1+e ™')™ (4.47)

A harmadik befecskendezés utan:
a,(t, +8t) =a,(0)(L+e " )e ™ +a,(0) =

= a,(0)(1+e ™o + g2 at) (4.48)
Az n-endik befecskendezés utan:
a,(t, , +58t) =a,(0)(1+e ™ + g% 4K +g "Dty =
_a0)-e™ (4.49)
(1-e*)
Ha n— oo befecskendezés utan:
lima, (1) =% (450)

A hatasmechanizmus a 4.10. abran jol kdvetheto.

4.10. bra
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4.2.5 Két-kompartment zart rendszer
Az elméleti modell a4.11. &oran lathato:
k

Q 2 Q,
al o2
1 2
k12
4.11. dbra
A matematikai modell:
d
Ql = k12Q2 - I(21Q1 =0
dth (451)
dt2 = k21Ql - klez =0
A nyomjelzokre (q, + g, = dlando):
d
& = k12Q2 - k21q1
doc': (4.52)
d_t2 = k21(11 - k12Q2
A specifikus aktivitasokra:
da
d_tl = k12a2 %_ kZlal
g Ql (4.53)
d_atz = k21a1Q_z - k12a2

A megoldas példaul Laplace-transzformacioval torténhet. Ha Q,-be fecskendeziink
t = 0-ban nyomjelz6t, a ( 4.53) egyenletek megoldasa a kdvetkezo:

— klZal(O) + k21a1(0)
(k21+k12) (k21+k12)

= %“‘ el = X (1-e™)
21 12

a, és a, képét a4.12. abramutatja.

afO)

e—(k21+k12)t — XO + xle—kt

(4.54)

Specifikus
aktivitas
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Q. Q,, k, és k,-et tobbféle mbédon hatéarozhatjuk meg: vagy az un.
Bleehan-Fisher modszerével, vagy X, -& és X,-et valamilyen gorbeillesztéssel
meghatérozzuk és Q,-re felirjuk az izotdphigités aapegyenletét. Egy harmadik
modszert isismertetlink, e szerint:

Itimal(t) =X,

Ezért (4.54 )-et arendezve:

TR, St (4.55)
&, () Xo
A (4.55) egyenletet félogaritmikus papiron abrazoljuk és a paramétereket az
egyeneshdl meghatérozzuk. Ez azonban egy hosszabb kisérletsorozatna rendkivdl
bonyodal mas, féaradsagos kiértékel ési modszer.

4.2.6 Két-kompartment nyitott rendszer

A rendszer elméleti modellje a4.13. dbran lathato.
A rendszer differencia egyenlete:

d
% = k12q2 - k21ql - kOlal
dq (4.56)
d_t2 = k21Q1 - k12q2
J/Rlo
k
Q 2 Q,
al 22
1 2
k12
K 01
4.13. dbra
A specifikus aktivitasokkal felirva:
da
d_tl = k12a2 %_ k21a1 - k0131
g Ql (4.57)
d_at’Z = k21a1Q_l_ k12a2
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Ha az 1. kompartmentbe juttattuk a nyomjelzot, a fenti egyenletek megoldésa a
kovetkez0 lesz:

4O (7 ke + (k- A)e )

T (h-4)
al(o)kZIQl g it _ gt 458
a, = (A — i)Qz( ) (4.58)
g, =tk ko) £y (K + Koy + Ky)? — 4Ky,
2 2

Az egyenleteket |eirhatjuk

=X, e+ X e
%= (459)
a, = X,e' + X e
formaban is. A specifikus aktivités-idd fluggvényt a 4.14. dbrdn kovethetjuk. A
paramétereket a gorbe analizis segitségével hatarozhatjuk meg.

afO)

Specifikus
aktivitas

4.14. dbora

4.2.7 Kompartmentcsatolasok

4.2.7.1 El6recsatolas

Elképzelhetd, hogy egy kompartmentbe nem kertl be a felé iranyuld Osszes
anyag, hanem egy része kikerlli, és a kompartment utdn egyesil ismét a kiaramlo
anyaggal. llyenkor eldrecsatol&srdl beszéllink, mint azt a4.15. dbrais mutatja.

aRig Q \>< Q,
q; > q,
r ay c as
21
4.15. dbora

Vizsgdjuk meg, hogy egy el6recsatolt tag hogyan vatoztatja meg az 6t kovetd
- példaul egy gyujtd kompartment - bemenetét. A bemenet legyen allandé infazio és
ennek I -szerese jut az elsd kompartmentbe.

igy
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dq,

E = Rp8 — ;K5 (4.60)
Megoldva a ( 4.60 ) egyenletet:
(= RagBo (1 grkary (4.61)
k21

A mésik &gon az elrecsatolds nem véltoztatja meg az anyag menetét. igy a kovetkezd
kompartment bemenete:

W, Bacfo (1) 1 (1-1)Ryg, (462)
dt Ky

d )

dcil = Rj8, — rRy,a€ o (4.63)

4.2.7.2 Visszacsatolas
Az eiméeti modellt a4.16. dbran |éthatjuk:

aRig Y Q Q,
> 1 a2
1 k o T 2
4.16. dbora
Az elsd kompartmentet a kdvetkezd differencidl egyenlet irjale:
d
%: aoR10+(1_ r)kzl(h_ k21Q1 (4.64)
d
% =R, — rk21q1 (4.65)
Ennek megoldasa az el 6z6khoz hasonl 6an:
9, = —Rr;OaO (1-e™) (4.66)
21

Kérdés: milyen hatéssal van ez a kovetkezd kompartmentre? irjuk fel ennek a
differencidl egyenletét.

% — rk21 R1080

dt rk,,

(1-e ™) (4.67)

da,
dt
A visszacsatolas tehat megvaltoztatja a gorbe idéadllanddjét is. A visszacsatolas
miatt az anyag jobban keveredik a kompartmentben. Lényegében gy képzelhetjik el az
egesz folyamatot, mintha egy belsd "keverd késziiléket" adtunk volna a rendszerhez.

= R3, (1-e™) (4.68)
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Kompartmenteket parhuzamosan is csatolhatunk. Ekkor kimenetiik 6sszeadddik
és két exponencidlis gorbe 6sszege lesz.

4.2.8 Harom-kompartment rendszerek
Vizsgaljuk meg a4.17. dbran |&thatdé harom-kompartment rendszert.

N

ay
a;
k k
12 31
Ky Kig
k
Q, 32 Q,
k q
gz 23 e
2 3
Koo K
Ry 03 Ry
4.17. dbora

d
% = —(Kop + Ky +Kgp) Oy + K0, + Ky
da, _

Zlql

dat

d
94 _ Koy + K0, — (Kgs + Kia + Kys) 05

dt

(kOZ + k12 + k32)q2 + k23q3 ( 469)

Qs
Q

da, , Q Q
Iletve: =Kyt a, — (Ko + Ky + Kgp)a, + Ky 22, (4.70)
dt ZlQ2 02 12 32 23Q

Q,

da
d_tl:_(k01+k21+k31)a1+k12 Q a,

a,+kp ==

2

d
;3 31 81 a:l. + k32 82 a2 (kOS + k13 + k23)a3
3

A karakterisztikus polinom:

(Kop +Kp1 +Kgp +9) LT
0= -k (Kop +Kpp +kgp +9) —Kas
—K3 (Kog +kiz+Kaz+9)

(4.71)

- I(32
Ennek gyokei arendszer sajatértékei.

Vizsgdljuk meg alegfontosabb specidlis eseteket.
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4.2.8.1 Zart rendszer

Haky =ky, = ke =0, a(4.71) egyenlet akovetkezo alakra egyszerusodik:
S+ (Kyy + Kyg + Koy + Kog + Ky + Ky ) + (472)
+qKyg (K + Kpp + Ky ) + Koy (Kog + Kgp) + Ky (Ko + Ky + Kgp) + KoKy | = 0

A sgjatértékek: zérus ésa( 4.72 ) megmaradd masodfoku kifejezésének gyokei.

4.2.8.2 Nyitott rendszer

Tételezzik fel, hogy a (4.71) egyenletben minden k;=1. Ekkor a
karakterisztikus polinom a kdvetkezo:

S +95° +245+16=0 (4.73)
A sgjatértékek —A, =-1, —A, =—4 és —A, =-4, vagyis -\ =—-4 gyck multiplicitasa
kettd. Annak ellenére, hogy ez egy harom-kompartment rendszer, csak két kilonbozo
bomlas konstans van.
4.2.8.3 Lanc rendszer
Lanc rendszernél k., = k4, = ko, = ko, =0. Ujra megvizsgéljuk azt a specidlis
esetet, amikor k, =Kk, =k, =Kk, =k, =1. A saatértekek a kovetkezO egyenlet
gyokei:
4+4s”+3s+1=0 (4.74)
Ennek az egyenletnek harom kil 6nbdz6 negativ val 6s gyoke van.

4.2.8.4 Mammillary ( anya) rendszer

A harom-kompartmentu mammillary rendszerben k., = K5, = Ky, =Ky =0.
Ha k, =k, =k,=Ky =k, =1, a sgjatértékek az aabbi karakterisztikus polinom
gyokei:
S +65°+9s+3=0 (4.75)

Ujra harom kiil 6nbdz6 val 6s gyokot kapunk.

4.2.9 Inhomogenitas

lddig a kompartmenteket mindig homogéneknek feltételeztik. Ha egy
inhomogén kompartment is jelen van, akkor azt két al-kompartmenttel helyettesitjik.
Az egyik gyors anyagcserében van a rendszer tobbi részével, a masik pedig lassu
forgalmat bonyolit az el6z6vel.
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Egy ilyen példaa4.18. dbran |athato:

h
1
4.18. dbra
A nyomjelzd mennyisége az elsd kompartmentben:
g, =a,Q (4.76)
A nyomjelz0 teljes mennyisége a masodik kompartmentben:
0, =0Q,, + 0y, = 8,,Q,, +8,Q,, =38,Q, (4.77)

ahol 8, a2. kompartment specifikus aktivitasasnak atlaga.
Mivel Q, és Q, kozott gyors a kicserélddés, ezért a,, majdnem egyenld a,-gyel:
3,Q, =a,Q,, +a,,Q,
aZbQZb = ézQz - aina

Tételezzikk fel, hogy a nyomjelzot az elsd kompartmenthez adjuk, a, (0)=0. igy
t = 0-ban:

(4.78)

8,(0)Q, —8,(0)Q,, = 8,,(0)Q, =0
Q. _ 3,(0) (4.79)

Q &(0)

Az a-kompartmentek nagysdga teh& meghatarozhatd. Mas Udton is
megkozelithetjik az inhomogenitast. Feltétel ezhetlink az inhomogén kompartmentben
egy koncentrécio gradienst. Ekkor az inhomogén kompartmentet végtelen szamu
al-kompartmenttel helyettesitjUk.

4.3 Tranziens allapotban 1évé rendszerek

A gyakorlatban sokszor mertl fel a tranziens alapotu fizioldgiai folyamatok
leirésanak igénye.

4.3.1 Tranziens rendszer fogalma
A 4.7. dbran |athaté modellt leir6 egyenlet:

d

%: Rio —KauQ; (4.80)
Ha R, és k,, dlando, de R, # k,Q,, akkor Q,, vagyis a kompartment mérete valtozik
az i1dd fuggvényében. Ha nincs nyomjelz6 a rendszerben, akkor (4.80) linedris
differencial egyenletet - melynek fliggd vatozoja Q, - oldjuk meg. Ha van nyomjelzb a
rendszerben, akkor

h _k01Q1 (4.81)
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illetve

498 _ 4, (482)
fuggvényt kell megoldanunk, ahol Q, és a, isvaltozik az ido fliggvenyében.

A szerzbk olyan rendszereket is tanulményoztak, melyekben a normd
korulmenyek kozott allandosult alapotban 1évd anyagok egyensulyi koncentracioja
megbomlott, és/vagy Uj egyenstlyi alapotba kerlilt, vagy visszatért az €l6z6 allandosult
allapotba. Feltételezték, hogy a valtozas nem nagy, akinetikalinedris.

4.3.2 Idegen anyagok kinetikaja

Altaldban az idegen anyag kinetikgjanak vizsgdatandl az el6zohoz hasonld nem
dllandosult modellt hasznalnak. Az anyagcsere vizsgdatdban mar a radioktiv
nyomjelzok elbtt eredményesen hasznaltak az idegen anyagokat.

1920-ban Widmark acetont fecskendezett a nyulak bore ala és mérte a vérben az
aceton koncentracigjat. Kimutatta, hogy az adatokra illesztett gorbe exponencidlis.
Gehlen 1933-ban mé& néhany olyan elméleti kovetkeztetésre jutott, ami mar a
két-kompartment rendszerre utal.

Teorell 1937-ben magadta egy dlat szervel és szbvetei kozti gydgyszer
mozgasanak ( dtalakuldsanak ) kinetikai leirasat. A legtdbb rendszerben a gydgyszerek
kiaramlasi sebessége a kompartmentbdl egyenesen ardnyos a kompartmentben 1évo
gyogyszer koncentréacijaval.

Bray, Thorpe, White olyan idegen anyagot fecskendezett a kisérleti alatba, mely
részben vétozatlanul, részben kevéshé toxikus anyagkeént valik ki. A toluol kinetikgjét a
4.19. dbra mutatja.

k01 k21 k02

< 6@ >

Toluol Benzol-sav

4.19. dora

Az 1. kompartmentben 1évo toluol egy része vatozatlanul valt ki ( k,, ), més
része oxidalodott ( k,, ). igy a 2. kompartmentben benzol keletkezett, mely elhagyta a
rendszert ( kg, ). Ennek a kivalt benzolnak mérték a teljes mennyiségét. A 2.
kompartmentet gyujtd kompartmentnek tekintették.
Egyenleteik:

d
= (karko)a, (483)

d
% — K, (4.84)

Egy adott pillanatban a kivat benzol teljes mennyisége q,(t), a veégsd 6sszes kivalt
benzol mennyisége q,(«). A t idopontban visszamaradd toluol g,(t), a beadott toluol
0,(0).
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igy akét egyenletet el osztva egyméssal:

a9, Kz (4.85)
dql k21+ kOl

A (4.85) egyenletet megoldva:

QZ(OO)_qZ — k21 (486)
ql k21 + kOl
t = 0-ban
qz(oo) — k21 (487)

ql(o) k21+ kOl
Legyen q,(«) —q,(t) = B. Ekkor

— (k21 + kOl) B

K,, = T (4.88)
1
Ezt ( 4.84 )-be helyettesitve:
% = (K, + Kyy)B (4.89)

Tehat, ha IgB-t idb grafikonon abrézoljuk, az egyenes meredeksége (K, + K, ) -t
adja. q,(«) és q,(0) ismeretében (4.87) felhaszndlasaval k,, €s k,, kiszamithato. Ez
azt jelenti, hogy a nyulbdl kivald tuluol sebesseg konstansa felbonthatd a benzolla valas
oxidal 6dasanak és a valtozatlanul kival 6 anyagnak a sebesség konstansara.

4.3.3 Nyomjelzovel jeldlt rendszerek

Vizsgajuk meg azt az esetet, amikor nem csak a nyomjelzd mennyisége ( q; ),
hanem a kompartment anyaganak a mennyisege ( Q, ) is valtozik az ido fliggvényében.
A modell az altalanos n-kompartment rendszer. Az i-edik kompartmentbe araml6 anyag
teljes mennyisége:

n

i (4.90)
=1
J#i
A kompartmentbdl val6 kidramlés sebessége:
Zl: R; (4.91)

i#]
Az ered6 sebesség, mellyel az anyag az i-edik kompartmentben felhalmozédik, e
sebesség kil onbsége:

ﬁ:ZRU—ZRJi (4.92)
= =
J#i JEl

A nyomjelzd6 mozgasét |eirja a kdvetkezd egyenlet:
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4@Q) _ % _ar —a YR, (493)

dt dt j:]. j:l
J# J#
Mig (4.92)-t a,-vel megszorozva:
d ] n n
ai&:aw'zRij_aw'szi (4.94)
dt j=1 j=1
J#i J#i
(4.94) egyenletet ( 4.93 )-ba helyettesitve:
N _Sar, -aY R, g 3% (4.95)
a < pucy dt
J#i J#i
Mivel g, =8,Q,, ezért:
dg. dQ. da.
i _g 2,0 24 4.96
dt da 2 dt ( )
(4.95) és(4.96) egyenletekbdl:
d . n n n
Qi_alzzajRij_aizRij:ZRij(aj_ai) (4-97)
dt = =
J#i J#i J#i

4.4 Nemlinearis rendszerek

Nagyon sok, szdmunkra fontos rendszer nemlinearis. A koévetkezdkben a
nemlinearis rendszerek egy talanos megfogalmazésaval, valamint a perturbécios és
relaxécios modszerek ismertetésevel foglakozunk.

4.4.1 Altalanos modell
Altaldnos nemlinedris kompartment rendszerben az i-edik kompartmentbdl a
j-edikbe tortend anyagétvitel sebessege az dsszes Q,,Q, K ,Q,, mennyiségek és tobb
P, P,.K ,p, paraméter fliggvénye. igy a sebesség konstansok Q és P vektorok
flggveényei. Egy ilyen rendszer i-edik kompartmentjét mutatja a 4.20. abra.

i0 g :
E : <%______
k”(gf?
4.20. abra
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Sok esetben k; Q;,Q; és meg egy vagy tobb parameter flggvénye. R,y (t)
jelentheti a rendszerben szintetizalt anyagot éppugy, mint a kornyezetbdl belépdt. A
rendszer matematikai modellje:

aQ

- :—z k;Q, +Zk”Q +R,(1) (4.98)
j=0
J# J¢I
Legyen k, = Zk],.
Ekkor:
dd? -k, Q, +Zk”Q +R,, (1) (4.99)

J#»I

Altaldban keveset mondhatunk a megoldasrdl az &landdsult &lapot kivételével.

[lyenkor Q. aIIandoesdd% 0, minden R,,(t) bemenet dlandé R,. igy:

n ki' 1

Q=Y Q+ Ry (4.100)
=1 N ii
J#i

4.4.2 Perturbacios és relaxacios modszerek

Csak az dllandésult dlapotu rendszereket vizsgdljuk. Perturbacion az
allandosult alapotban 1évd rendszer kis valtozasat értjuk, mely egy vagy tdbb
kompartmentbe fecskendezett kis anyagmennyiség hatasara jon |étre. Ezutén a rendszer
visszatér ugyanabba az allandosult alapotba. A relaxacio az allapotvaltozok hirtelen kis
megvaltozasa (ezek az dlapotvatozdk nem a kilénbdzd kompartmentek
mennyiségei ), ilyen alapotvaltozok példaul a hdmérséklet és a nyomas. Az alandosult
allapot megszunik és egy Uj dlapot felé tart a rendszer, mely nem egyezik meg az
eredetivel.

4.4.2.1 Relaxacié
Viszsgéljuk meg a (4.100) egyenlettel megadott rendszerrel mi térténik, ha
példaul a homérséklet kissé megvdtozik. Q az Uj dlanddsult dlapotbeli érték, mely
felé a rendszer tart. AQ; legyen Q;-nek az dlanddsult alapotbeli ertektdl valo
pillanatnyi elmozdulésa.

Qj :Q‘;J’_AQJ- (4.101)

A rendszert, mint lattuk a (4.109) differencid egyenlet irja le. A bemenetek
megvaltoztathatdk az allapotvatozo ( hdmeérséklet ) eltolasaval. Feltételezzik, hogy igy
Uj allando értékhez tartanak és ekkor R,, isegy Uj allandd lesz. P paraméter vektor is U
P'-revéltozhat. k; igy k;(Q,P*) ésaz (j dlandésult dlapot ki =k (Q°,P") sebességi
allandokkal jellemezhetd.
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Ha az eltérések mar elég kicsik (10%-nd kisebbek ), k;-t Taylor-sorba
fejthetjuk ki Kkoril es az elsO derivaltaknd magasabbrendu kifejezéseket
elhanyagol hatjuk. Ekkor igy alakul a ( 4.109) egyenlet:

%?(K‘? +ki_1?§ AQKJ(Q:’ +AQ)+

(4.102)

+ZH Z % AQkJ(Q +AQ, )}Ro
H
okj; , — e ;
ahol aQ] az alandosult alapotra kiszamitott parcidlis derivaltat jelenti. Allandosult
k

alapotra:

0= —KiQ + Y KIQS +Ro(0) (4.108)

J#i

Ezt felhasznalva és a magasabbrendu tagokat € hagyva:

d(? — kO + a"kQ JZ;;;AQ AQ+Z 2‘Q+KK+Z—Q AQ, (4.104)

j#i k;el j#i

AQ, és AQ, egyltthatéi konstansok, igy az Uj alandosult dlapothoz tartozo relaxacio
egy alando egytthatdju linearis differencial egyenletrendszer.

4.4.2.2 Perturbéci6

A rendszer egy Q. kompartmentjébe fecskendezett kis AQ,(0O)
anyagmennyiséggel kimozdithaté az allandosult dlapotbdl. Ezutan magara hagyjuk,
hogy visszatérhessen eredeti dlanddsult alapotaba. AQ, most se legyen nagyobb az
Alandosult dlapotbeli AQ? érték 10 %-anal.

A (4.104) egyenletet most is tudjuk hasznélni azzal az eltéréssel, hogy most P
paraméterek nem valtoznak meg és kezdeti eltérés csak Q, kompartmentben van.
Gyakran még jobban leegyszerUsithetbk az egyenletek. Ha a (4.104) egyenletek
egyUtthatd métrixa diagonalisan dominans, akkor egy kompartmentben bekovetkez6 kis
valtozés barmely més kompartmentben csak magasabbrendu vatozésra vezet. |lyenkor
mar a kbvetkezb egyenlet isj6 kozelitést ad:

dAQ; _ | KO akﬁ . kij
dt - ii an QI ;an

j#i

Qf [AQ; =-K;AQ (4.105)

ahol K, a(4.104) egyenlet foétlobeli egyitthatoja. igy:
AQ, =Q, —Q’ = AQ,(0)e e ! (4.106)

Ekkor az elsd megkozelitésben Q, az dlanddsult dlapotba exponencidlisan tér vissza és
atobbi kompartmentben csak méasodrendu hullamzés ( | Uktetés ) van.



5. SZAMITOGEPES SZIMULACIO

Az €l6z0 fejezetekben tégyalt, elsdsorban éettani folyamatok ( rendszerek )
leiraséra alkalmas matematikai modellek megoldasaval sokan foglalkoztak, de még
napjainkban is szamos Uj kézlemény jelenik meg, foleg egy Uj feladat vagy specidlis
alkalmazés esetén. Tény azonban, hogy kompartment analizissel leirt éettani
folyamatok analitikus megoldasa harom kompartmentszamig éattekinthetd. Ha ennél
tébb kompartmentel irhatok csak le a vizsgalni kivant folyamatok, akkor szamitogépes
megoldasi modszereket kell alkalmazni.

A fentiek figyelembevételével a Budapesti Muszaki  Egyetem
Folyamatszabalyozasi Tanszékén folyd tudomanyos kutatdsok eredményeként tobb
szamitogépes szimulécids program rendszer kerdilt kifejlesztésre és a gyakorlatba valo
bevezetésre. Ezen programrendszerek segitségével tetszbleges felépitésu éettani
rendszer vagy folyamat szamitdgépes vizsgdata elvégezhetd, a kompartmentek szama
nincs korld&ozva. A rendszer lehet zart vagy nyitott. A kezdeti paraméterek
megadéasakor a program automatikusan doént abban a kérdésben, hogy milyen redszerrol
( lanc rendszer, Mamillary rendszer, stb. ) van sz6. A program menu-vezérelt, IBM PC
kompatibilis szamitogépeken futtathatd, az eredmeényeket tablazatosan és grafikusan is
szolgéltatja, ezzel is segitve a gyakorlati hasznal hatosagot.

A kovetkezokben - a teljesseg igénye nélkll - bemutatunk néhany példat a
KOMPART szdmitogépes szimul acios program alkal mazésara.

5.1 Lanc rendszer modellje

k21 k32 k43 k54

Ko K Kay 1\ Kys
94

5.1. dbra

A viszonylag nagy témegu 1-es kompartmentbdl nagy sebességu aramlas zgjlik
a 2-es kompartment felé. A nyomjelzét a 4-es kompartmentbe adjuk, mely a 3-as és az
5-0s kompartment felé trdl ki.

A rendszer a kdvetkezd matematikai modellel irhaté le:

aQ _

dt - k21Q1 + k12Q2
d
% =k Q, — (K, + Ky ) Q, + KysQy
d
% = k32Q2 - (kzs + k43)Q3 + k34Q4
d
% = Ky3Qs — (Kgy +Ksy) Q, +KysQs

(5.1)
dQ; _ B
e = Ky Qy —KysQs
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A szamitogeépes kiértékel éshez a kdvetkezd adatokat hasznéltuk:
Q,=500; Q,=100; Q,=100; Q,=100; Q,=100
k,=5 Kk, =20, k,=10; kg, =15 Kk, =10, k, =10
ks=5 k=10, qg,=30

Az egyes kompartmentek anyaganak és nyomjelzdinek idobeli vatozasat az
5.2-5.5 dbrék szemléltetik.

5.2 dbra

5.3 dora
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5.4 dbra

5.5 dbra

Ahogy vérhat6 volt, a nyomjelz6 mennyisége leggyorsabban a 3-as és az 5-0s
kompartmentben kezd valtozni, s csak ez utan a 2-es és az 1-es kompartmentben.

Lathaté tehét, hogy egy tetszoleges fizioldgiai folyamat egyszeruen értékel hetd,
hatdsmechani zmusa pontrél-pontra nyomonkovethetd.
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5.2 Enterohepatikus keringés modellezése

A m§ a szervezet fontos kivdlasztd szerve, amely nélkilozhetetlen szerepet
jétszik abban, hogy a szervezet a felesleges anyagcseretermékektdl megszabaduljon. Az
eliminéci6s mukodeés érinthet kivilrél bejutd anyagokat ( pl. gyogyszerek, mérgek ) ésa
szervezetben keletkez6 anyagcseretermékeket. Rendszerint inkabb lipofil vegyUletekrol
van sz0, melyek elimindcidja a vesében korldtozott. A mégsegitekben lgatsz6do
atalakulasok kovetkeztében a kérdéses molekula polérisabb, hidrofilebb természetuvé
valik, és igy az epébe, vérbe kivalasztodhat. Az eliminécids mukodés szempontjabol a
bélcsatorna mintegy a "kdlvilag" folytatdsaként foghatd fel: az epével torténd
kivilasztés tehat azt jelentené, hogy a szervezet az illetd anyagtdl megszabadult. A
val ésagban azonban ez a "kilvilag" rendkivil szoros kapcsolatban van szervezettel, ésa
kivilasztott, a béllumenbe jutott vegylletek a hamsejtek és a baktériumok hatésara
atalakulhatnak, a bélhamon keresztil visszakerllhetnek a keringésbe. Szamos olyan
vegyuletet ismerink, ami ezen "enterohepatikus korforgalom" révén Gjbdl és Ujbdl
visszajut a szervezetbe, és igy az endogén szintézisét a szervezet részben
megtakarithatja. Természetesen ennek biologiai célszerusége csak olyan anyagok
esetében van, amelyek a szervezet szamara fontosak lehetnek ( epesavak, koleszterin),
és a korforgalom rendkivil hatrdnyosnak bizonyul olyan anyagok esetében, melyek
karosak ebben a vonatkozasban.

Az enterohepatikus keringés modellezhetd a két kompartmentes holtidos taggal
rendelkez6 modellel, mely az 5.6. abran | athato.

21
dozis T
—>1. kompartment 2. kompartment
k
12
\l/ k01 \l/ k02
5.6. &ra

Az 1. kompartment a testet ( pontosabban a m§jat ), a 2. kompartment pedig az
emésztési csatornat jelenti. A gyégyszer ( nyomjelz6 ) intavénas befecskendezés Utjan
kerll a szervezetbe t = 0 idopillanatban az 1. kompartmentbe ( D dézisban ). Mind a két
kompartment tdmege kezdetben 0. A nyomjelz6 molelkuldk at idépillanatban elhagyva
az 1. kompartmentet csak (t+1t) idoben érik el a 2. kompartmentet. Az aramlas

nagysagat a k; egyltthatdk szabjak meg (k, a nem epével kivaasztott
anyageliminacio mértékét, k,, a belekbdl eltavolitott anyag mennyisegeét, k,, az epével
torténd kiurités nagysagét, k,, pedig areabszorpcié mertekét jeldli ).

A modell leirhatd a kovetkezd differencidl egyenletrendszerrel:

M = —(kol + k21)q1(t) + k12q2(t) + DS(t)
d . (5.2)
q#(t) = —(koz + klz)qz(t) + k21U(t — T)ql(t _ ‘E)
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ahol

Oha0<t<r

U(t-r7)=
t=7) {1hat>r

d(t) pedig a Dirac-delta flggveny.

A differencid egyenletrendszer megoldhaté valamelyik numerikus modszerrel
( Euler algoritmus, Runge-Kutta moddszer). Az inverz Laplace-tramszforméciét
hasznalva ki tudjuk feezni a q,(t)-t az id6 fuggvenyében a holtidd (t)
figyelembevétel ével.
Pl.:

ha 0<t < rq(t) = De™

—a(t-r)
ha 7 <t<2r:q(t)=De™ + chl:e i +(tfije_b(t_r)} (53)

a-b a-b

A fenti modell szamitogépes szimulécidjat az aldbbi hdrom szamszeru példa
szemlélteti. (A k,, ertékét célszeru minél kisebbre valasztani, mert az enterohepatikus
keringés meérteke k, = 0 esetén maximalis. )

Az dbrak vilagosan mutatjak, hogy mind a holt ido, mind a k;; ertekek erosen
befolyasoljék a nyomjelzd ( gyogyszer ) idobeli eloszlasanak ajellegét is. gy akisérleti
adatok alapjan konnyen modellezhetové és elemezhetévé vaik a gyogyszer
szétterjedése a szervezetben.

~ky;=0.9 Kk, =05 k,=01 k,=08 r=1 D=40

5.7 dbra

-39-



Ky, =09 k,=05 k,=01 k,=08 r=3 D=40

5.8 dbra

k=09 ky=4 k,=01 k,=19 r=1 D=40

5.9 dbra
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5.3 Oldott allapotu anyagok tarolasa polietilén
konténerekben

Amikor valamilyen anyagot raktarozunk ( muanyag csomagolasban, fém
dobozban, konténerekben), akkor az id6 mulasaval az anyag kdlcsonhatasba 1€p a
doboz, illetve a konténer faldval, és ezen keresztill a kdrnyezetével is. Szamos kutatoi
munka folyik ezen atertileten vllaszt keresve arra a kérdésre, hogy milyen mértéku ez a
kolcsonhatas, hogyan fligg a kiilsb tényezoktdl, és mely elemek hajlamosak a leginkabb
az aramlasra. E jelenségek vizsgdlata rendkivil fontos technoldgiai, fizikai, vegyi és
egészségligyi szempontbadl.

Ezen folyamatok vizsgdlatéra, az anyagéramlasok megfigyelésére az 5.10. bran
lathat6 két kompartmentes modell hasznal haté.

k21 K
Q Q 02
1 A e
k12
5.10. dbra

Az &orén az 1. kompartment az anyagot, a 2. pedig a konténer falét jelenti. A
0-&s kompartment a kornyezet.
A modell leirhato a kovetkezb egyenl etrendszerrel:

d
thl =—k»Q, +k,Q,
do (54)
dt2 = k21Q1 - (k12 + koz)Qz
Illetve a specifikus aktivitasokrafelirva:
da
d_'[l = _k21a1 + k12a2 &
Q
do, o (5.5)
E = k21a1Q_:_ (klz + koz)Qz

A megoldés pl. Laplace-transzformacioval torténhet, a k és Q paraméterek
tobbféle médon meghatarozhatok ( pl. a gérbeanalizis segitségével ).

A Tasmaniai Egyetemen a Gyogyszertan Tanszéken végzett kisérletsorozat sok
hasznos informéciét adott a polietilén konténerek szivargasanak mértekérdl és a
konténerekben térolt oldott &lapoti anyag aramlés&rdl. A Kisérleteket kilonféle
vegyUletekkel és olddszerekkel végezték: nitrobenzollal, acetofenonnal, klorokrezollal,
benzil akohollal, fenil etanollal. A polietilén tipusi anyagok esetében az aramlas
(szivargas) biexponencidis jellegu, mig a polietiléntdl téavolabb alo anyagoknal
monoexponencidlis.

Példaként vizsgdjuk meg a KOMPART program segitsegével a nitrobenzol
aramlasét a konténer falan kereszt(l.
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Q =1(100%t=0)Q, =0
ky, = 0.577;k,, = 0.885,k,, = 0.154

5.11 dbra

A nitrobenzol polietilén tipusi anyag, az aramlasi gorbée erbsen exponencidlis
jellegu. A szivargas szintén exponencidlis, s a mértéke erdsen fligg a kulsd tényezoktol
( pl. alevegb homeérséklete, nedvességtartalma, stb. ).

A szivérgas vizsgdaténak jelentdsége a gyakorlatban is bebizonyosodott. igy
példaul a gyogyszergyartok -felhaszndlva a kisérletek eredményeit - a gyogyszer
hatdanyagéval eldzetesen impregndlt anyagba csomagoljak a gydgyszert, és igy

s A s 7

5.4 A pajzsmirigy jodfelvételi folyamatanak
modellezése

A folyamat a kovetkezd harom-kompartmentes modellel irhato le:

k31

2 Q Q

21
Kis
izotop

5.12. dbra
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Az dbran az 1. kompartment a vért, a 2. a vizeletet, mig a 3. a pajzsmirigyet
jeldli. Q; amegfelel6 kompartmentek jodtartalmat adja, k;; aj-edik kompartmentbdl az
i-edik be val 6 atmenet sebességi dlanddjét jelenti.

A folyamat a kovetkez6 differencial egyenletekkel irhat6 le:

d
% = _k21Q1 - k31Q1 + k13Q3

Q_y o
dt - k31Q1 k13Q3 ( 56 )

Az dsszes j6dtartalom megmaradésa miatt pedig minden idépontban:

Ql(o) = Ql +Q2 +Q3

5.13 dbra

5.14 dbra
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A kezdeti feltételek:
Qz (O) = Qg(o) =0

A megfelel6 kompartmentek (vér, vizelet és pajzsmirigy ) jodtartalmanak
Véltozasit az aldbbi abrék mutatjak. Lathato, hogy a vérbe injektalt jédmennyiség végll
a vizeletben halmozodik fel, mig a pajzsmirigy jodtartalma a kezdeti zérus értékrol
indulva egy révid ideig ndvekszik, majd Ujra zérusra csokken.

5.5 Tobbsz6ros doézis ( Atkins kisérlete )

Ebben az esetben egy egyetlen kompartmentbdl alé rendszert vizsgaunk,
melynek elméleti modellje az 5.15. &brén lathato.

RlO Ql k01
—> 4 >
1
5.15. dbra
A rendszer visd kedését a
d
thl = Ry —KpQ (5.7)

differenciél egyenlet irjale.
A rendszerbe t = 0-ban befecskendezett jelz6anyag viselkedését a kdvetkezd egyenletek
irak le

do, _

- _k01Q1
ot 0, (5.8)
QlE = —Kua,Q,
Az egyenlet megoldasa:
a, = a,(0)e™" (5.9)

A rendszerbe n egyenl6 ddzisban t egyenl iddkdzonként nyomjelzét adunk. ( Atkins a
kisérletében nagy mennyiségu aszkorbint adott, 13C oxdsavval jeldlte a vizsgdlt
személy aszkorbinsavat, és tobb héten & figyelte a kilrllést.) A rendszerre a
nyomjelz6k beadéasa kdzotti idétartamban a kdvetkezd differencialegyenlet irhato fel:

da, _
dt
A t=0 idopillanatban a,(0) specifikus aktivitasi nyomjelzot juttatunk a rendszerbe,
akkor t,-ben a specifikus aktivitas:

a,(t,) =, (0)e ™"

_k01Q1



Ekkor Gjabb dozist adunk be. Egy nagyon kis id0 utan, (t,+dt)-ben a specifikus
aktivitas:

a,(t, +ot) = a,(0)(1+e ")
Egy Ujabb intervallum elteltével:

a,(t,) =a,(0)(1+e ")
A harmadik befecskendezés utan:

a,(t, +8t) = a,(0)(1+e o' + g 2at)
Az n-edik befecskendezés utan:
a, (t, +8t) =a, (0)(L+e ™ ' +K +e ("Vkat) =

3,(0)(1-e ™)
(1-e*)

Az n— wobefecskendezés utan:

8,(0)

LLrQai(tn) - (1_ e*kmt)

A hatasmechanizmus az dbran j6l kovetheto.

5.16 dbra
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6. INVERZ FELADAT MEGOLDASA

Inverz feladatnak nevezzilk a kompartment analizisben a megfelel6 modell,
illetve paraméterek meghat&rozésdt a rendelkezésinkre &l6 adatok ( mérések,
informéciok sth.) aapjan. Van, amikor nehezen kaphatok meg az analitikus
megoldasok, ilyenkor numerikus modszereket haszndlunk. A mérendd adatok
megval asztasa a kisérletezd koradbbi ismereteitdl isflgg.

El6fordulhat az, hogy nagyon keveset tudunk a rendszer szerkezetérdl, illetve a
rendszert leir6 matematikai modellrél. llyenkor a feladatot rendszer identifikacionak,
vagy specifikécidnak nevezzik.

A masik véglet, hogy van olyan informécionk, mely specifikdlja a modellt.
Ekkor a modell paramétereinek meghatarozasa a feladat.

Lehet, hogy e két sz8lsd eset kdzott van a probléma, tudunk valamit a rendszer
szerkezetérdl, de az nem teljesen specifikdlt. Az inverz feladat ekkor paraméter
maghatarozéas és rendszer specifikécio keveréke.

A fentiekbdl latszik, hogy az inverz feladat tobb szinten jelenhet meg. Az inverz
feladat megoldéséhoz kisérleti tervekre, becsléselméletre és statisztikus analizisre van
szukség.

A rendszer identifikécios feladatokndl fontos az egyértékuség. Altaldban ritkan
van lehetdség arra, hogy megmondjuk, a rendszer identifikaciot is tartalmazo feladat
megoldasa mennyire j6, mivel nem &l rendelkezésiinkre az Gsszes lehetdség, hogy
Osszehasonlitast tehessiink.

Gyakran taldhatunk egy rendszerre kompartment leirast. Hogy célszeru-e és
haszndlhato-e a kompartmenttel torténd leiras, az csak a rendszerr6l kapott més
informéciok segitségével dontheto el.

6.1 Inverz feladat megoldasanak grafikus
maodszerei

Az inverz feladat megoldasanak nagyon sok modszerét ismerjuk. Jelen esetben a
feladat fontos része az exponencidlis kitrilési gorbék paramétereinek meghatérozasa. A
paramétereket legpontosabban digitdlis szamitogéppel lehet meghatérozni, de méas
maodszerek is elterjedtek.

Modellezhetjik a rendszert anal6g szamitogéppel, és a paramétereket a modell
alapjan kaphatjuk meg az eredeti rendszer és az analdg modell értékeinek
Osszehasonlitasaval .

Az orvosi gyakorlatban ma még nagyon elterjedtek a grafikus eljarasok. Ezek
kozul most két modszert roviden ismertetiink.
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6.1.1 Bleehan-Fisher médszer

A modszerrel  y =p+e ™ aaki kifejezések paramétereit lehet meghatarozni,
ha egyenl6 idokozonként kaptuk az adatokat. (y At idokozonként mért értéke legyen
Y.,Y,,K Y, .) Az egymést kdvetod differenciék:

Al =YY
A, =y, -
2 . y2 y3 (6.1)
An—l = yn—l - yn
Ezért dtalanosan:
A' = y - y'+
AJ _ J —iji 1 —k(j+D)Aty _ 1 — KAt \ ~—KjAt (6'2)
| =q(e ™ — eIy - g-e e
Logaritmusét véve:
lgA; = lg(q(—e™)) — 0,4343KkAt] (6.3)

Tehat ha a kiilonbségek logaritmusét dorézoljuk az id6 fliggvényében, egyenest kapunk,
melynek meredeksége —0,4343k és az ordindtét 1g(q(1-e™ ")) -ben metszi. Ezekbdl k
és g kiszamithato.

6.1.2 Cohn-Brues moédszer

Az djasssal y=Y Xe"' daka fiiggvényt lehet kozeliteni. Legyen
j=1
n-1
A, >A, >K >A . Ekkor ij.e’kjt Osszeg elhanyagolhatd X e mellett, ha t elég
j=1

nagy. igy az utolso adatpontokra:
y, =X e’ (6.4)
Logaritmizalva:
lgy, =IgX, —0,4343) t (6.5)

Ha a kisérleti adatok logaritmusat &brazoljuk t fliggvényében, akkor (6.5) egyenese

illeszthetd az utolso adatokra. X, at = 0-ban 1évo metszéspontbdl, A, a meredekséghal

meghatérozhatd. Ezutan X e értékét kivonjuk minden adatbdl, és a még fel nem
n-1

hasznéltekra folytatjuk az eljarast. Most y',=> X,e™" gorbének keressik %,
=1

paraméterét. Az egyenesek illesztését addig folytatjuk, mig a kifejezéseket szét nem

véasztottuk.

Az djards meglehetbsen pontatlan és hosszl idét vesz igénybe, ezért
térekednunk kell, hogy felmentsiik az orvosokat a hosszadalmas és pontatlan eljaras
alkalmazasa al6l. Ez a megallapités az 0sszes grafikus €ljardsra érvényes.
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6.1.3 A modszerek pontossaga

Az inverz feladat megoldadsi mddszereinek pontossagat leginkdbb befolyésold
tényezok a kovetkezok:

1. exponencidlis kitevbk egymashoz val 6 viszonya,
2. mérési eredmények pontossaga,
3. mérési adtok szama.

Az 1.- 3. pontban felsorolt tényezbk mas-mas hatést fejtenek ki a pontossagre. Ezen
tényezok részletes analizisével most nem foglalkozunk.

6.2 Szamitdogépes paramétermeghatarozas

Elettani folyamatok dinamikus tulgjdonségainak matematikai leirésa
id6tartomanyban differencidlegyenlet, vagy differenciaegyenlet-rendszer segitségével
torténik. A rendszert leird differencidlegyenlet, illetve differencidegyenlet-rendszer
felirasat célzd eljarast identifikécionak nevezzik. A rendszerrdl szerzet elOzetes
ismeretek alapjan az identifikacio két szélsdséges esetét kilonboztetjik meg. Ha a
matematikai modell struktargét ismerjik, tehat tudjuk, hogy a fiziologiai rendszert
hany kompartmenttel modellezhetjik és ezek milyen kapcsolatban dlnak egymassal,
akkor paraméterbecslésrl beszéliink. Ha a vizsgalt rendszer struktUrgja ismeretlen,
akkor a megoldand6 feladatot rendszer-identifikécionak nevezzik. A gyakorlatban
el6fordul 6 feladatok altalaban e két sz8sb eset kdzé esnek.

Diagnosztikai vizsgdlatok esetén példaul az el6zetes orvosi kutatdsok tisztazzak
a modell struktargét, igy a mérési eredmények kiértékelése paraméterbecdésre
egyszerusodik. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy a mérési és kiértékelés
maodszerek fejl6dése nem vonhatja maga utan amodell struktiragjanak finomitasat.

Az identifikacios feladatok megoldéséra tobbféle matematikai modszer |étezik.
Ezek kozil az adott feladat megoldasdhoz eldnyeik, hatranyaik figyelembevételével kell
kivalasztani alegmegfeleldbbet.

6.2.1 Clearence-vizsgalatok mérési adatainak
szamitogépes kiértékelése
A Clearence vizsgdatok kompartment modelljének matematikai leirdsa

dtaldban linedris elsbrendu differencidlegyenlet-rendszer. A vizsgaat kiértékelése
tulajdonképpen az ilyen differencia egyenl et-rendszer megoldasat ado

yzz:xielit A,=0 (6.6)
i=1
egyenletben szerepld X, és A, paramétek meghatérozasabol al.

A feladat ezek utan az, hogy a vizsgdati eredményeket hordozO mérési
pontsorozatra egy exponencidlis tagok dsszegebdl allo gorbét illessziink, és miutan az
illesztés josaga ( pontossaga) egy adott értéket elért, kiirassuk az X, egyutthatok és A,
Kitevok értékét.

L egyenek adottak:

-48 -



— M ameérési adatok szama,
— k abecslilt paraméterek szama,
— t,,t,,...t,, mintavételi iddpontok ( fuggetlen valtozo ),

- Vi, Ya,--- Y, @mért adatok afenti idopontokban,
— 91,9,....9, becsilt értékek afenti idépontokban,
— By. 0y, .0, @becsiini kivant paraméterek kezdeti értéke

Feladat: meg kell hatarozni azokat a b,...b, paraméter értékeket, melyekre teljesil,
hogy a mét y adatok és a kiszamitott ¢ becsult értékek kilonbségének
négyzetosszege minimalis, azaz

®= (yi_yi)z (6-7)
i=1
minimalizal dsa.

Az . becsiilt érték meghatarozasahoz irjuk a a fenti egyenletet a kovetkez6
alakra:

k-1
V. =b + ZheXp(h+1't|) (6.8)
1=2,4,...

A (6.7) minimalizdésahoz valamilyen alkalmas stratégia szerint |épésenként
valtoztatnunk kell ab paramétervektort.

Iteracibs szamitést alkalmazunk, a szamités ledllitasénak feltételét megadhatjuk
egyrészt ugy, hogy a ® minimumra el6irunk egy meghatarozott értéket és ennek elérése
utan alunk le, masrészt figyelhetjik a konvergencia sebességét és ha ez egy bizonyos
érték ala csbkken, az eredményt efogadjuk. Az agoritmus konvergenciganak
sebessége ugyanis a kezdeti igen nagy értékrdl meredeken csokken.

Ha a konvergencia sebessége egy bizonyos érték ala csokken, akkor a
kiértékelés pontossaganak a novekedése nem all aranyban a raforditott futasi idével.
Mivel a diagnosztikai vizsgaatokbdl szarmazo mérési eredmenyek kozott sok ajelentds
hibaval terhelt (mé& aranylag nagy hibanégyzet Osszegnél erbsen cstkken a
konvergencia sebessége ), ezért célszerubb a konvergencia sebesseg adott értékének
elérésével |edllitani az iteréciot.

6.2.2 198Au kolloiddal végzett majaramlas vizsgalatok
kiértékelése

Az IBM PC személyi szadmitogépen Turbo Pascalban irt programot ttbbek
kozott rédioaktiv 198Au kolloiddal végzett méjaramlés vizsgdlatok kiértékelésére
hasznaltuk.

A vizsgdat alapja, hogy a bizonyos szemcsenagysagu kolloidokat a plazmabdl a
szervezet RES (reticuloendothelialis rendszer) sejtjel szurik ki. Ezen sgtek
legnagyobb szdmban a mgban taldhatdk, de el6fordulnak a Iépben és a csontvel 6ben
is.

A mérés menete:

A betegnek beadjék a 198Au kolloidot. A jelzett anyag elkeveredése utan mérik
az agy felett a plazma aktivitésat ( percenkénti belitésszamot ).
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A mérési pontok elméletileg egy multiexponencidlis jelleggel csokkend gorbén
helyezkednek €.

A vizsgdlatnak megfelel® matematikai modell stuktirgja 4 kompartmentbdl alo

an. anya-rendszer.
J/Nyomjelzé

M4j Plazma Lép

Csontveld

6.1 dbra

A 198Au kolloid oldatot ( nyomjelzd ) a plazméba adjuk be intravénas injekcio
formé aban.

A program a mért adatok beaddsa utan kiszamitja a matematikai modell
paramétereit, majd ezekbdl az orvos szdméara sokkal informativabb fiziol 6giés adatokat
(majra, Iépre, csontvelbre vonatkozo bioldgiai felezési idoket és a mg vérdramlését a
keringd perctérfogat szézal ékaban ).
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ADAPTIV SZABALYOZASOK



1. BEVEZETES

Adaptacio, az alkalmazkodas, az €106 szervezetek alapvetd tulgjdonsaga.
Adaptacionak nevezzik a vatozd kilsd és belsd korilményekhez valé igazodast,
athangol 6dést.

K 6ztudott, hogy az emberi szervezet egy olyan komplex szabdyozasi rendszert
tartalmaz, amely képes biztositani a belsd kornyezeti jellemzok (testhomeérséklet,
vérnyomas, anyagcsere, sth.) allanddsagéat a kilonbtzo behatasokkal ( zavarasokkal )
szemben. Ezt a komplex iranyitési feladatot nagyrészt a kozpnti idegrendszer |&jael. A
meérési érzekeldk, az un. receptorok a kornyezeti jellemzokrdl ( fény, hang, stb.),
valamint a szervezet sgjét alapotjellemzoirdl ( vérnyomas, vércukor-koncentracio, stb. )
szolgdtatnak informéciot. A receptorok idegszalakon keresztiil kapcsolatba kertilnek a
gerincvelovel, illetve az agyvelovel. Az itt feldolgozott informécio alapjan a kdzponti
idegrendszer egyrészt kdzvetlen szabalyozasi feladatot |&t el, mésrészt a szervezetben
levd "helyi" szabalyozok szamara adapjelet ("vezetdjelet" ) alit elo. Szervezetiink
legtobbszor optimélisan képes reagdlni a kornyezeti behatésokra, igénybevételekre. Ez
csak Ugy lehetséges, hogy a szervezetiinkben levd szabalyozok nem alandé atviteli
tulajdonsagu komponensekbdl épiilnek fel, hanem alkalmazkodo, adaptiv tulajdonsagu
szabdlyozasi korokbol. Ezen "osztott intelligencigu” adaptiv szabdlyozasi renszder
mukodési mechanizmusénak jobb megismerése az ipari iranyitd rendszereink
tokél etesitését is eredményezheti.

Az adaptacio, az adaptivitas fogalma a szabalyozéstechnikai irodalomban az
Otvenes évek kozepe kordl jelent meg el6szor, amikor Tsien (1955.) konyvében
ismertette Ashby-féle emberi agy modelljét. Korllbeltl ugyanebben az idoben Benner
és Drenick adaptiv jellegu szabdlyozo tervezését mutatta be.

Az Un. modell-referenciés adaptiv szabalyozasi rendszerek (MRASZ) Ljapunov
tervezésérol szol6 elsd eredmények egyike Parkstol szarmazik (1966.), és Hang és
Parks ( 1973. ) mutatta meg a mas modszerekhez viszonyitott megasabbrenduségét.

A MRASZ rendszerek globdlis stabilitdsi eredményei bizonytalannak tuntek,
mig Morse (1980.) és Narendra és munkatérsai (1980.) egymastdl flggetlendl
kidolgoztak a stabilitas bizonyitasokat. Azok a feltételezések, amelyeket az ismeretlen
szabdlyozott szakaszra vonatkozéan meg kell tennink, nagyon szigoriak, és
valészinutlen, hogy ezek a gyakorlatban teljesiinének. Ezért Petersen és Narendra
(1982.) és Kreisselmeier és Narendra ( 1982. ) tanulményoztak a MRASZ rendszerek
tervezéset korlatos zavarasok esetén, megengedve, hogy a modell és a rendszer kdzotti
hiha korlatos legyen, aszimptotikusan csokkend jelleg helyett.

A MRASZ-ok gyakorlati alkamazasaival Narendra és Monopoli (1980.),
valamint Harris és Billings ( 1981. ) foglalkozott.

A Kkovetkezd fejezetekben - elsdsorban irodalomra vald hivatkozéssa- a

MRASZ rendszer tervezésével, paraméter identifikacio, valamint adaptiv megfigyelés
kérdésével foglalkozunk.
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2. ADAPTIV SZABALYOZAS

2.1 Modell-referencias adaptiv szabalyozok
( MRASZ) Ljapunov tervezese

Alapvetd gondolat a modell-referencias szabalyozéknd (MRASZ ) az, hogy a
szabdyoz6 u' jelét (2.1.ébra) az

%, = Ax; + B (x, e R",u' e R") (21)
egyenlettel leirhat6 valodi rendszerben
u' = Q(u + Fxp)
alakura valasztjuk, igy a kapott rendszer
%, = (A, +B,QF)x, + (B,Q (22)
alaku lesz, amely alehetd legjobban kbveti a
X = AX,+B,X (23)

egyenlettel leirt modellt ( |d. Narenda és Kudva, 1974.).

X

U m Q u X =A X +B U P
/>< Rendszer
e F ) > < Hiba:a
i) K

M

X =A X +B U
m mm m

M

Modell

SzervorendszerQ,F
megvalasztasara

N

2.1.8bra
Modell-referenciés adaptiv rendszer
A "lehetd legjobban koveto" aatt azt értjlk, hogy az e=x,, — X, hibavektor
aszimptotikusan 0-hoz tart. A modell-referencids adaptiv rendszer blokksémga a
Jd.abrén lathato. Mint |athatd, a cél a Q és F szabdlyozd matrixok paramétereinek
valtoztatasa Ggy, hogy

imjelt) <0

t>w

legyen.
A legegyszerubb feltételezés - amit tehetlink annak érdekében, hogy a fenti,

aszimptotikusan csokkend hiba adaptiv tulajdonsagu legyen - az, hogy a szabalyozott
berendezés szabdlyozoit Ugy lehet megvllasztani, hogy a kapott zért hurk( rendszer
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pontosan megfelelljen a modellnek. Ebben az esetben egyértelmuen talahatunk olyan
Q" és F* métrixokat, hogy

BpQ*:Bm } (2.4)

A +B.F = A,

Pontos megfelelés feltételezése mellett a hibavektor kielégiti a kovetkezo
egyenletet:

e=Ae+(A, - A -B,QF)x, +(B, - B,Qu=

25
— A,e+B,@x, + B ¥Q(u+Fx) (23)

ahol:

def
®=F" - F(t)
def ~
v -9
(Megjegyezzik, hogy B, €s B, nulla elem nélkdli matrix, igy Q" nem
szinguléris. )
A (25) aszimptotikus stabilitdsdnak megmutatasara megfeleld @ és ¥

valasztassal tekintsik € 6szor a kovetkezd rendszert
e= Ae+ D=z(t) (26)
E=-TD"Pez (t) '

ahol z(t) korldtos vektorértéku fiiggvény, T'=T'" >0, D egy nxm-es nulla elem
nékuli métrix és P pozitiv definit matrix, amely kielégiti a Ljapunov egyenletet
valamely R matrixra:

ATP+PA=-R  R=R">0

Ez a rendszer aszimptotikusan stabil (azaz |et)| >0, ha t—0 ), mint az a
kovetkezokbdl 1&thatd. Legyen

V= % [eT Pe+ tr(ETF’lE)]
ekkor V pozitiv definit és
V= %eT Re+ € PDEz + tr(2r'E)

=-—¢€' Re+tr [(DT Pez" + F’lé)T E] (2.7)

ésigy V negativ definit.



Visszatérve a ( 2.5) egyenletre, a hibaegyenletet a kovetkezd formaba irhatjuk:

. Xp
e=Ae+ B’“[CD\P{Q(U . Fxp)}

éshaigy definidjuk a = = [®¥] és T = diag|[,T, ] métrixokat, akkor
= =|ow]= —FB;Pe[x; (u+ Fxp)T QT]

afenti megdllapitasok alapjan: e(t)] — 0.
A fenti jel6lésekkel az adaptiv irdnyités torvenye a kdvetkezb aakba irhato:

e= X, - X,
F =TI,B, Pex;

| (28)
Q= Qr,BlPe(u+Fx,J Q"Q

valamely T,,I, >0 és AP+ PA = -R-et kielégitd P-re. A gyakorlati megvaldsitas
blokkséméja a 2.2. dbrén lathato.

Q F
X
¢ P
e
-
X< @ rBP
>< u+FxP - e
A l"zBmP
Vi .
Q Q
1 E
u
2.2. dbra
F,Q elddllitasa

Megjegyezzilk, hogy csak a (2.6) Osszefliiggés aapjan vizsgdtuk et)
aszimptotikus stabilitésat. A = globdlis aszimptotikus stabilitédsa ( 2.6 )-ban ( és ugyan
igy F-€és Q-é( 2.8)-ban) nem kovetkezik ( 2.7 )-bdl.
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2.2 Paraméter identifikacio MRASZ hasznalataval

A MRASZ djarédsait felhaszndhatjuk szakaszok ismeretlen paramétereinek
meghatarozéséra. A szakasz egyenlete:
Xp=Ap X, +Byu
Ebben az esetben a szakasz és a modell (2.1)-beli szerepe felcserélddik és a
kovetkezd model It valasztjuk:

%, = Cx, + [An(t) - Clx, + B, (t)u

Az egyenletben szerepld C egy alandd elemu matrix, A, B, elemei
valtoztathatdk. Ha tudunk olyan rendszert tervezni, melyre

limA,(t)=A,

ym@ﬁpsp

lim{x, (t)- x,(t)]=lime(t) =0
akkor a modellparaméterek aszimptotikusan megkozelitik a valddi  rendszer
paramétereit, igy azokra becslést adnak. Most ugyanugy, mint el6z6leg

&t)=Celt) + dx, + Pu

ahol
D=A,-A
¥ =B,-B,

Az eldzoekkel megegyezd maodon léthatjuk, hogy az adaptécios torvény a
kovetkezo:

® =T, Pex;
. (29)
¥ =-T,Peu’
ahol P pozitiv definit és kielégiti a kovetkezb tsszefliggest:
C'P+PC=- =Q'>0
Q Q=Q (2.10)
r,=I; >0 TI,=0,>0
igy avégeredmény:
A, (t)= -T,Pex;
B, (t)=-T,Peu’ (2.11)

Mint az el6z6ekben is, ennek az adaptiv elképzel ésnek ( sémanak ) a stabilitasat
a(2.6) rendszer hasznalataval vizsgalhatjuk. Most szikkseg van arra, hogy €-en tul @
és ¥ is aszimptotikusan stabil legyen. Igy a (2.6 )-ot a (e,=) térben kell vizsgdnunk.
Ebben az esetben a (2.7 )-bdl kapott v csak negativ szemidefinit, de az aszimptotikus
stabilitas bizonyitasara alkalmazhatjuk a La Salle invariancia elvét. Tulgdonképpen az
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invariancia elv szerint a ( 2.6 ) megoldésai a tébbszords M = {(e,=): e= 0}-hoz tartoznak
t — oo esetén. igy
limZ = lim(- 'D"Pez" )=0 (212)

t—oow t—o>ow

Mivel V>0 és v<0 korlatos. Tegyik fel, hogy z rdarab elembdl al, amelyek
mindegyike egyméstdl eltérd frekvenciajelet tartalmaz. igy mivel = korlétos, és (2.6)
periddikus egyltthatéju differencidlegyenlet, (2.12) szerint @(t) t—>o esetén
konstans matrixhoz tart. M -en

D=z =0(e=0)

ésmivel D invertdhatd

r

> éz(t)

i=1

0

ahol & a = oszlopai. Mivel z linearisan figgetlen frekvenciadsszetevoket tartalmaz,
&, =0 és E=0. Az aszimptotikus stabilitds most kdvetkezik az invariancia elvbol. Ezt
az eredményt a (2.11) rendszerre akamazva z' =(xguT)-t kapjuk, igy még ha u
periodikus is, x, nem feltétlendl az. De ha a rendszer egységesen aszimptotikusan
stabilis, akkor x, akdvetkezd alaku:

X, =X +&(t)

ahol x, periodikusés e — 0, hat — oo.
Megmutathatd (Id. Narenda és Kudva, 1974.), hogy ha ug>(n+1)/2 kilonb6zo
frekvencit tartalmaz, akkor Z[xTu]=0Z = 0-t jelent és ismét aszimptotikus stabilitast

kapunk. gy azt mondhatjuk, hogy a rendszer adaptivan identifiké hat6, ha a bemeneti
gerjesztések megfelel6ek arendszerben.

2.3 MRASZ tervezése hiperstabilitassal

Adaptiv rendszereket tervezhatlink a hiperstabilités-elmélet aapjan is ( Landau
és Courtiol, 1974. ). Szoritkozzunk az alaprendszerre:

%y = A, + Byl (213)
X, = AX, + By, (2.14)

ahol x,, eR" amodell, x, e R™ arendszer egyenlete, és avalddi rendszer bemenetét
u, = —Kx, + Kox, + K,u, (215)

formaban hatarozzuk meg, ahol K, K, K, valtozo, a tervezés soran meghatarozando

métri2. Mint a 2.1 fejezetben, itt is tokéletes modell megfeleltetést feltételezink. A
(2.13)-( 2.15) Osszefuiggések aapjan irhatjuk:

0= A~ A+ By (K, Ko x, + (B~ BK,
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ha x,, = x,. Mivel ennek minden x, és u,-re igaznak kell lennie, fenn kell alnia a
kovetkezb Gsszefliggeseknek:

A,—A +B,(K,-K,)=0 (2.16)

B,—B,K, =0 (2.17)

A tokéletes modell megfeleltetés miatt kell, hogy a fenti egyenleteknek

(K, —K,)-re és K,-ra legyen megoldésa. Tekintsik (2.17)-et és definidjuk B,
M oore-Penrose-féle pszeudoinverzét B/ -t (1d. Boulljon, 1971. ) akovetkezd modon:

Bg - (B; B, )71 B;

feltéve, hogy (BIB, )" Iétezik. Ekkor a (2.17)-bol kovetkezik, hogy K, = B!B, Az
igy kapott K, azonban csak akkor elégiti ki a (217) Osszefliggést, ha
(I -B,B; )Bm =0. Hasonléan ugyanez vonatkozik a (2.16)-ra és a pontos modell

megfel eltetés feltétel e a kbvetkezo:

(1-8,B:)B,=0
(I_BDBEX'A\n_Ap):O (2.18)

Tudomasul vesszik, hogy a pontos modell azonosség megfelel annak, hogy az
eredeti rendszer dinamikganak szerkezetét ( azaz a differenciadoperatorok fokszamat )
ismerjuk. Abban az estben, ha a ( 2.18) feltételek nem teljesiilnek, Curran megmutatta,
hogy a modellt hogyan kell megvalasztani, hogy kielégitse ezeket az egyenl eteket.

Tegyik fel, hogy (2.15)-ben K, =K (t.e) és K, =K,(t.e) az e=x,-X,
hibatdl ( és az idotdl ) figgonek vannak valasztva. A K, és K, névleges értektdl valo
kis eltérésre irhato:

K,(t.e)=K,-AK,(te)
K,(t,e)= K, + AK,(t,e)
Ezutan arendszer bemenete a kovetkez6 a akban irhato fel:
U, =Uy + U,
ahol:
uy = —-Kox, + KX, + Ku,
u,, = AK,(t,e)x, + AK, (t,e)u,,
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Most a(2.13) és( 2.14)-bdl a kdvetkezot kapjuk:
e=AX,—AX,+Bu,-Bu, =
= A= AX, + AX = AXo + B — By (- K oxo + Kox, + Kou, ) -
- B,|AK, (t,e)x, + AK,(t,e)u, | =

= A+ (A, — A X, + Bty — BK Uy, — B,AK, (t €)u,, +
+ B, K X, — B,AK (t,e)x, — B,K, X, + B K x, - BK X, =

p T p°p p""m*p p""m"p
= (A, - B,K, Je+ B, [B:(A, — A ) K, + K, —AK (t, )}k, +
+B,[B;B, - K, - AK, (t.e)l,

felhaszndlvaa ( 2.18 )-at.
A hibaegyenletet ezért a kovetkezd aakba irhatjuk:

e=(A,-BK, Je+Bw (2.19)

ahol

—w, = [AK(t.6)- B (A, - A )+ K, — K, x,
+[AK, (&)~ BB, + K Ju,

Bevezethetjik a v transzformalt hiba fliggvényt is:

v=De (2.20)

A hiperstabilitashoz a kdvetkezokre van szikség:
t
jvT (tWw(t)dt = —y2t, >0 (2.21)
0

vaamely y2 konstansra, ahol w =-w,. Kénnyu beldni, hogy a (2.21) teljesil a
kovetkezb val asztas esetén:
t
AK,(t,v) = [Cv(Qx, [ dz + Lv(Qx, ] + 4K ,(0) (2.22)

0
t

AK,(t,v) = [Mv(Ru,)"d7 + Mv(Ru,)" + AK,(0) (2.23)

0

ahol [,Q,M és R pozitiv definit métrixok, L és M pedig nem negativ definit méatri2.
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Tovéabbiakban az aldbbi altalanos linearis rendszert vizsgaljuk:
X = Ax+ Bu
y =Cx
ahol (A,B) iranyithaté pér, és (C,A) megfigyelhetd par. Megmutathatd ( Anderson,
1976.), hogy arendszer C(sl — A) "B étviteli fiiggvénye akkor és csak akkor valds, ha
barmely pozitiv H métrixralétezik olyan P pozitiv definit matrix, melyre
PA+ AP =-H
B'P=C
A (2.20) és (2.21)-re alkamazva ezt és alkalmazva Popov tételét, miszerint

egy rendszer akkor, és csak akkor hiperstabilis, ha a lineéris rész pozitiv valés, latjuk,
hogy D-ta

D=BP (2.24)

eldiras szerint kell valasztanunk, ahol P aLjapunov egyenletnek a megol dasa:

(A, -B,K,J P+P(A,-B,K,)=-H (2.25)

tetszbleges pozitiv definit szimmetrikus H-ra.
( Megjegyezzik, hogy (A11 — Bme)-nek stabilis métrixnak kell lennie.

Vilagos, hogy (2.22) és (2.23) adaptiv szabdyozok Pl tipustak. A teljes
MRASZ ( mésnéven modellkovetd rendszer ) a 2.3. dboran lathatd. Meg kell tovébba
jegyezni, hogy ha (2.24) és (2.25) egyenletek teljesliinek, tetszOleges AK,, AK

valasztas, melyre a (2.21) feltétel igaz, garantdlni fogja a stabilitdst. Méasik ilyen
vélasztas arelé+integral 6 szabalyozés, melyet a

AK (t,v) = tj[v(pr)T dz+sgnv(Qx, | +AK ,(0) (2.26)

AR, (t,v) = [VV(Ry, ) dz -+ sgnv(Ru, ' + AK,(0) (227)

0

egyenletek hatéroznak meg, ahol
sgnv = (sgnv,,sgnvs,...,sgnv, )
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~n P Xp: Apo+Bp u
/><+ Rendszer \I/
Kp
m ><_
) O
Km
KU
i
( km: Amxm+Bm U| "
U Modell
W
NN B [ <m I?\e DY
S G = e O
Am_
Km
ya R
A
AK (0)+K;; B+me (Ry i
VD SRl v
K+ |
W ><+ |\/|
K+ €
AK JO)
p . N
N AK(0) + KK - B;(Am-Ap)
Yo 2. T
R4 <
.
: ] @Qx,)
*p Q
;s AK p(O) <
AN
2.3. dbra

Hiperstabilitas elvén mukddo szabadlyozés

-61-



A fentiek aapjan az MRASZ rendszer tervezéséhez szikseges |épéseket a
kovetkezoképpen foglal hatjuk ssze:
a Meghatérozzuk A ,, B, -et Ugy, hogy a( 2.18) teljestljon.
b. Megvélasztjuk K -et és K -t tgy, hogy
Kp_Km = B;(A}—Aﬂ)
és A, -BK, stabil. Megvdasztjuk a K, = B B, -et. Ha ezek a feltételek nem
alnak fenn, véltoztassuk meg az A, B, modellparamétereket.
c. Vdasszuk meg K, (0)-t, K,(0)-t és H-t (tetszlegesen) és oldjuk meg
(2.25)-06t. Természetesen

P=| lexp(a, - B,K,. T tH[exp(A, - B,K., Xt
0
d. Ellendrizzik azt, hogy ((A,-B,K,)B,) irdnyithaté par és (D,A,-B,K,)
megfigyelhet6 par.
Az elmondottakat jol nyomonkoévethetjik a kovetkezd példan.

Példa:
TegyUk fel, hogy mésodrendu rendszert vizsga unk:

X+a X+ bpx: u,

ahol a, és b az ismeretlen parameterek. Legyen X, = X, X, = %, ezzel arendszer:

od(x 0 1 0
X, = — = X, +| .U,
dtl %, -b, -a, 1

Most kézenfekvd a kovetkezd6 modell val asztasa:

[0 1) (9,
Xm__bm_amxm lm

ahol a,, és b, afenti a- d. feltételek alapjan hatarozhatd meg.
Mivel B, =(0 1), ezért B, =(0 1) ésigy

. (10
|-ByB; =|

(1 -B,8;)B, = (cl) SJ@ ) @

(1-8,8; XA, - A)=

Innen:



és igy a (2.18) feltétel teljesll és lehetseges a pontos modell megfeleltetés ( mint
természetesen, intuitive is nyilvanvald).

Most
0

K,=(0 1)( le
1

K -K,=(0 1 0 0 |
pom ~b,+b, -a,+a,)
:(_bp+bm _ap+am)
~a,)K,=(-b

Ezért természetesa K, = (- b, - ., —a,) vélasztés, és

S L g S S H

Deilyen K, és K, valasztassal nem kapunk stabilis A - B K matrixot, ezért
K,-t és K -et igy modositjuk, hogy

Ekkor

Ez barmely o, < 0 matrixra stabil. Ezenkivul

(8,A'B,)= (2 ﬂj

(24

ésigy (AB,) iranyithatd par barmely B =0 estén. Végill, ha az egyszeruséy kedvéért
H=1I, a=-3, B =-2-t vAasztunk, akkor

P= ?exp(ﬁt)exp(,&t)dt

ahol:

exp(At)
0

aﬁ¢q Ww%J
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a+lotrap)

A= > -1
21:05—(052;4,8)2:_2
Bl Bl
o[

A -4
gio|Bll=h) (L-4)
— Ao 2
B-24) (H-4)

Egy egyszeru dllités szerint:
1 1
2 2

(AT, D7) iranyithaté par és atervezést ezzel elvégeztilk.

Veégezetil megjegyezzik, hogy az MRASZ rendszerek Ljapunov- és
hiperstabilitas tervezési modszereinek 6sszehasonlitasat Narenda és Kudva elvégezték,
és azt talatak, hogy egyenletesen korlatos val6sagos jelek estén a két modszer azonos
eredményt ad. Ez persze nem jelenti azt, hogy a gyakorlati alkalmazdsoknd adott
esetben az egyik modszer ne |ehetne kényelmesebb a masiknal.

ésakkor D :(-% 1).

2

2.4 Adaptiv megfigyelés

A fenti MRASZ tervezésndl felteteleztik, hogy minden X,

rendszerdllapotvaltozo rendelkezésre all az adptiv szabdyoz6 szamara. Ez nem teljesll,
ha csak bemenet-kimenet méréseink vannak, és ekkor az adaptiv tervezést valamilyen
megfigyel éshbl szarmazd dlapotvaltozo-becs ésekre kell alapoznunk.

Az irodalomban ma eléfordul6 ilyen tervezések Carrol és Lindorff (1973.)
Carrol (1974.), Kundra és Narenda ( 1973.) és Liders és Narenda ( 1974.) révén
adottak. Bemenet-kimeneti adatok alapjan végzett identifikaciés mddszerek szintén
ismertek Lion (1967.) és Anderson (1974.) révén. Mi most Kreisselmeier ( 1977.)
modszerét fogjuk kovetni, amely Luenberger-féle megfigyelések egy struktiragjdban
masfajta, adaptiv megfigyel ésre alkalmas formaba irésa.

Vizsgaljuk ismét a szokésos SISO rendszert

%(t)= Ax(t)+ bu(t),x(0) = xo}

y(t)=c"x(t)

ahol arendszer minimalisleirasat jelentd "n" élapotvaltozot ismertnek feltételezzik.

(2.28)



Mivel A, b és c ismeretlen és a minimdlis leirast alkamazzuk, A-t, b-t, és c-t a
kovetkezb alakra hozhatjuk

- 10 .. 0

& b, 1
-a, 01 ...0

. . . b, 0

A= : : . b=| “lc=|. (2.29)

-a,, 00 .. 1

b, 0
-a, 00 .. 0

Megjegyezzik, hogy az an. Luenberger-féle megfigyeldé szabvany alakja a
kovetkez0:

%= FX(t)+ gy(t)+ hu(t), (0) = %, (2.30)
ahol

~f, 10 ..0

-f, 01 ..0 % 21
T e T

— f 1 '

90 g.) h
~f, 00 .. 0

ahol f,-ket GOgy vdasztjak, hogy F sajatértdkei kivant negativ valés részuek
legyenek, — a(a > 0). Szokas szerint az alapotmegfigyelési hibat
et) = X(t)- x(t)-vel
definidljuk. Ekkor € exponencidlisan csokken, ha g és h kielégiti a kovetkezO
Osszefliggést:
gc' =A-F,h=b (2.31)
Ebben az esetben
eft) = exp(Ft)e,
A (231) egyenlet alapjan g-t és h-t az aldbbiaknak megfeleléen kellene
vélasztanunk:
g ="f-a,h=b (2.32)
Mivel a, és b, ismeretlen, adaptiv megfigyel6 meghatarozasara van sziksegunk,
agy, hogy g és h paraméterek exponencidlisan konvergdljanak a ( 2.32) dsszefliggések
altal meghatérozott értékekhez. A g és h valodi (ismeretlen) értékét, amely a ( 2.32)-t
kielégiti, g* és h™-gal fogjuk jeldlni.
A megfigyel6 méas forméba irasahoz definialjuk a 2n vatozos rendszert
&(t)=F&t)+eylt)£(0)=0
fH—n( ) F§|+n( )+eiu(t)’§i+n(o):0
aholg=(0 0 ... 1 0 ... 0)i-edik egységvektor.

(2.33)
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A (2.30) és(2.33)-bdl kovetkezik:

W)=140) &) - Sub]p+enFL (2.34)
ahol p=(g"h'J .
Most
(8l -F")'q =det™(sl -F)s"* s ... s 1]
Viszont

(s —F")g = det(sl - F)P(s)

valamely n-nél alacsonyabb rendu P polinom métrixra.
Mivel

P(s)=T[s"* s ... s 1f
valamely konstans T. métrixra, és
(sl ~-F' )_lei =T, (sl ~-F' )_lel,lsi <n
A (2.33) egyenletek igy egy egyenlet parra egyszerusddnek:

:1(t): FTé/l(t)"' ely(t)vé/l(o): 0
&)= FT&,(t)+eu(t)¢,(0)=0 (2.35)

ahol
&M=T& W6, O)=TdM1<i<n
Vegylk észre, hogy pontos p* paraméterekkel ( 2.34 )-bol
xt)=[&0) ... &O)]p" +exp(Ft)x, (2:36)
adodik, mert ekkor x(t) = (t)— exp(Ft)e, -
igy (2.34)-bdl és(2.36)-bdl
dt)=[50) .. &.0)p-p)+exnl(Fi)e, (237)

kapj uk.

A (2.37) egyenlet azt mutatja, hogy a megfigyelési hiba egy paramétere meg
nem felelésébdl és egy kezdeti feltétel meg nem felelésébdl adddo részre oszthato.

Most definialjuk a kdvetkezd flggvényt:

2(t)=[¢7 (07 O]
c'(sl -F)'g = qT(sl - FT)_lel

azonossaghdl ésa(2.33) és(2.35)-bdl kovetkezik, hogy
c’ [fl(t) §2n(t)]= ZT(t)
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ésigy ( 2.34)-bdl amegfigyel6 kimenete
§(t) = 2(t)p+ " exp(FL)},
ésa( 2.37)-bol amegfigyelési hiba

def
n(t)= 9()- y(t) = 2" (t)\p- p")+ " exp(Fte,
Most p-re adaptacios torvenyt (szabdyt) kell véasztanunk, melynél
p(t) > p*, hat— . Kézenfekvd gondolat a 7°(t)-nek p(t) szerinti minimalizédlasara
kell torekedni. n°-nek p szerinti derivétja

24(t)n(t)

igy hakielégitjuk a

plt) =Gt $(t) -yt (2.38)

egyenletet, ahol G pozitiv definit szimmetrikus erdsités métrix, akkor p az n?
minimalizél &séra vezetd legmeredekebb lgjtés felé mutat.
Megmutathato ( Kreisselmeier, 1977. ), hogy ha

t+T

0<kl < [2e)Z (r)dr <kl (2.39)

minden t > O-ravalamely k,, k,, T konstansra, akkor az adaptiv szabalyozd globdisan
exponencidisan stabil, azaz p(t) > p° é €t) > 0 exponencidis gyorsasdggal.
Ezenkivil a stabilitas exponencidlis foka nem kisebb, mint

- {G,[ it (G) }

1+ nk,4,. (G)f

ahol 1,.(G) és 4, (G) aG legkisebb és legnagyobb sajétértékei. Vegyik észre, hogy
z-re (k,-gyel kapcsolatban) tett (2.39) feltétel tulajdonléppen a z(t) elemeinek
linedris fliggetlenségét biztositja. Lathatd, hogy  z(t),...z,,(t) linedrisan fiiggetlenek
(mint "t" fuggvényei ), ha az u(t) bemenet legaldbb n kiilonbozd frekvenciét
tartalmaz. Itt ismét |&thatd, hogy adaptiv rendszer gerjesztési foka dontd jel entbsegu.

M asfajta adaptaci s szabayt kaphatunk a koltsegfliggveny minimalizalésaval.

30)= [l @)p(0)+ " exp(Fe)%, - y(O)F expl- qlt - o =

_ [l 0plt)+ & expFele expl-att e

a(2.36)-bdl, ahol Ap=p-p*. Akkor

ahol
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R(t) = IZ(T)ZT (r)exp[- alt - 7)ldz (2.40)

r(t)= ]Z(f)[CT exp(F )%, - Y(r)Jexpl-qt - )Jdz (241)

0

Mint fent, az adaptéci 6s szaba yt a kdvetkezOképpen vél asztjuk:

p(t)=-G[R(t)p(t) + r(t)] (2.42)

valamely pozitiv definit szimmetrikus erésités G-re. Vegyik észre, hogy R-et és r -et
megkapjuk a

R(t) = —qR(t)+ z(t)2" (1), R(0)= 0

f(t)=—ar (t)+ z(t)c" exp(Ft)%, — y(t)}r(0)=0
differencidlegyenletekbdl. Kimutathato,hogy ha z(t) korlétos, és létezik olyan k, T,
hogy

(2.43)

t+T
IZ(T)ZT (r)dzr >kl >0,t>0

t

minden t>0-ra, akkor az adaptiv megfigyeldé globdlisan exponencidlisan stabil,
legalabb

min[o,d, k., (G)exp(- qT )] (244)
gyorsan. A ( 2.42 ) adaptiv megfigyel 6 hatasvazlata a 2.4.4brén |athato.
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R(t)
2.4.8bra
Adaptiv megfigyel6
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A fenti adptiv megfigyelét a kovetkezd mddon haszndhatjuk adaptiv
szabdlyozas esetén ( Kreisselmeier, 1982.). A pillanatnyi paramétert ( nevezzik

p-nak) p= [QTFIT]T adjameg, és definidljuk

Legyen P(s) tetszbleges n-edrendu polinom baloldali félsikra esd
zérushelyekkel ((azaz Hurwitz polinom ). Definidljuk

i = -6[67 - e, }i(0) =7,
- p(a ) (2.45)

It P(AT) egyszeruen az a méatrix, melyet P(s)-be AT-nek "s" helyébe
helyettesitéssel kapunk. Most az adaptiv irdnyités térvenye:

u=Kk's+u,

(2.46)

ahol u, egy kilsd jel, anelynek megfelel® gerjesztést ( végrehajtast ) kell biztositani a
rendszerre, hogy a megfeleld adaptécio |étrejohessen. Ha X,-t zérusnak véasztjuk a
(2.34)-bdl

ahol

ésigy a(2.46) akdvetkezd alaku:
u=Kk'Mp+u, (2.47)
Errdl az iranyitas torvényrdl beldthatd, hogy lokalisan stabil, ha u, =0 és
globdlisan stabil (azaz p— p',x—>0) ha u, elegendd gerjesztést jelent. Sot
Kreisselmeier (1982.) kimutatja, hogy €z a szabdlyozas eredményes hizonyos

id6invarians ( valtozo paraméteru ) rendszereknél és kiilsb zavarasok esetén is. A teljes
adaptiv szabalyozas rendszer a 2.5.4brén lathato.
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2.5.8bra
Adaptiv szabdyozas megfigyeldvel
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3. ONHANGOLO ( SELF-TUNING )
SZABALYOZAS

3.1 Minimalis varianciaju szabalyozas

Az onhangold ( self-tuning) szabalyozés fogamé Astrom és Wittenmark
(1973.) vezette be, és a MRASZ-tdl az kulonbdzteti meg, hogy a rendszer
paramétereket most dlandonak, de ismeretlennek tételezzik fel. Az ©6nhangol6
szabdlyozas célja olyan szabalyozas stratégialétrehozésa és tervezése, amely konvergdl
ahhoz az optimdlis stratégidhoz, amelyet akkor kapnéank, ha ismernénk a rendszer
paramétereit. A legegyszerubb optimdkritérium az, hogy az U szabalyozést gy
vdasztjiuk, hogy a rendszer E(y?) varianciga minimdis legyen. Ennek a

minbdsegszabalyozasnal van nagy gyakorlati jelentdsége, ahol kivanalom a termék
azonos jellemzbinek biztositasa.

Q) S|
A(9)
Szabalyozéu \+><
22aDay0z0U | zoH sA) B y®
exp(-s )A(S) e Mintavételezett kimenet

3.1.8bra
Zajos mintavétel ezett rendszer

Tekintslk a 3.1.abran lathatd rendszert, ahol a zavarast szurt fehér zajnak
vesszik és feltesszik, hogy C(z) minden gyoke az egységkéroén belil van.
Z-transzformécidval a szabalyozott szakasz impulzus-atviteli fliggvénye:

o by+bzt+ . +bz") Bz
G(z )_z =z A (31)

l+az'+...+az"

A zagjszurd impulzus-atviteli fliggvénye:
-1 —n -1
H(z‘l): - 1+ clz_1+...+ an—n - C z_l (32)
l+az " +...+a,z A=z :
ahol k >1 és b, # 0. Legyen a zgjszekvenciavarianciga o ( dlando).
A rendszer bemenete és kimenete kdzotti 6sszefliggés ekkor:

y<t>:%§—j§u<t—k>+%j—j§g<t>

Ay(t+ k)= Bu(t)+ CZ(t + k) (3.3)

vagy

ahol elhagytuk a z™* inverz differencid operdtorra valé utalést. A szabdlyozo6
u-vektorat a"koltség" minimalizal asdhoz val asztjuk.
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igy

| = E[y*(t+K)

ahol t diszkrét idot jeldl.
A (3.3)-bdl lathat6, hogy

%;%?(t +k)=[ct+Kk)+nc(t+k-D)+...+n_(t+1)]+
+[ng®)+n.,St-2)+..] (34)
= At +k)+ At + k)
ahol n, konstansokat C/A polinomosztéssal kapjuk. Ezért

2 2
- E{{%u(tﬁ At + k) + At + k)} }: E{%u(tp A+ k)} St k)}
mivel A(t+k) és [u(t),At + k)] korreldatlanok. Most
di B
——=2E{| —u(t)+Alt+k =0
)~ 2= A0
ésigy aminimalis variancigju szabalyozas
u(t) = —gﬁ(t +k) (3.5)
Felhaszndlva a ( 3.3)-( 3.5) Osszefliggéseket, 1athato, hogy ezt a szabdlyozést
hasznalva, a kimenet
y(t + k)= At +k)

Megjegyezzik, hogy # ajoésolt zavaras, és a szabalyozo kiszuri ezt a zavarast
ﬁ(t + k) hibd hagyva. A zajrél nyerhet6 informacio felbonthaté a t idopillanatig
meglévo ésat ést+k idopont kozott predikdhato részre az E és F bevezetésevel.

A ( 3.5) szabdlyozés hasznd hat6 forméba irasahoz definidljuk a z*-beli E és F
polinomokat

€ Eirvk (36)
A A
azonossaggal, ahol
E(zY)=1+gz"+...+ ¢ ,z*"
F(z‘l) =fo+ fzt+...+f 2"
Ekkor

5 _F ..\ F| Ayt)-z*Bult)
n<t+k>-xg<t>-x[ o)z }
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ésigy (3.5) szerint

B C
vagy
C-z*F FA
=— t
0[S 2F )
A (3.6)-bol
C-z*F=AE
igy avégeredmény a kovetkezb:
F
t)=———ylt 37
u(t) = -5 vt) (37)

A (3.7 ) a minimdis variancig( visszacsatolas értékét adja. Egy adott w(t)
alapjel esetén |étrehozhatjuk a 3.2.abran lathaté visszacsatolt rendszert.

() C
A
w(t) {/? w [ e <% y(t)
‘ F
BE
3.2.8bra

Minimalis variancigju visszacstolt szabalyozasi rendszer
A zéarthurku étviteli fuggveny
B F C BE
t)=z —| Wt)———=y(t) [+ —<(t) = 2 —wt)+ EC(t
1= 28 ) £ )]+ S0 -7 Bt ety
a (3.6)-bdl. Megjegyezzik, hogy a rendszer minimafézisi és a szabalyozas
struktrgjat pontosan ismerjik. Ha a renszer paraméterek ismeretlenek, elészor

identifikdlnunk kell a folyamat modellt a legkisebb négyzetek maodszerének
alkalmazésaval. Ez egy 6nhangol 6 szabdlyozohoz vezet.

3.2 Minimalis varianciaju énhangol6 szabalyozé

Vizsgdjuk ismét a ( 3.3) folyamatot, ahol kezdetben feltételezzik, hogy C=1,
azaz

Ay(t) = Bu(t — k) + £(t) (3.8)

Ha a ...a,,h,...b, paraméterek ismeretlenek, meg kell becstini oket, példaul az
€l 6z0 fejezetben megadott rekurziv legkisebb négyzet modszerével. Legyen
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t)=[a0)..... 4,0,6,¢).... 6,0

abecslilt paramétervektor a t idépillanatban. Ekkor a hiba

£(t)= y(t)- 7' (t)pt-1)

ahol

Z'(t)=[- y(t-1)....,~y{t = n)u(t = k),...,u(t =k —n)]

az Un. szituaciovektor, amely a bemené jelrél és a kimend jelrdl téarolt informéciokat
tartalmazza.

E(gz) minimalizdldsa elvezet a rekurziv legkisebb négyzetek maodszeréhez.
Minden |épésnél meg tudjuk oldani a kvetkezb egyenletet (1d. (3.6 )-t)

1= AE+Z"F (39)

E-re és F-re, amelyeket a szabalyozés ( 3.7) Osszefliggésébe kell behelyettesitentink.
Ez vezet az explicit 6nhangold ( self-tuning) agoritmushoz, ahol a szabdlyozas a
becslilt folyamat modell paramétereken alapszik.

Az explici algoritmusnak megvan az a hatranya, hogy minden |épésnél meg kell
oldani a (3.9) egyenletet. Létrehozhatunk implicit algoritmust is, amely kdzvetlendl
becslili meg a szabadlyozés paramétereket a kovetkezoképpen. A ( 3.8 )-bdl

EAy(t) = EBu(t - k)+ E<(t)

1=EA+Z"F
egyenlet felhasznal asaval
y(t) = Fy(t —k)+ Gu(t — k)+ EC(t)
ahol
Glz*)=E(z*)B(z?)
Innen:
y(t)=(f,+ fz+.. 2™yt —k)+
+ (go +QZ ... gn+k_1z‘”"‘+1)u(t —k)+ E(z‘l)((t) =
=Z'(t)pt-1)+n(t)
ahol
Z'(t)=[y(t—k), (t— k-1),...,yt—k-n+1)u(t—k),...,ut - 2k —n+1)]
Alt=1)=(fo, frens 0000 Gy Gnrca)'

n(t)=c(t)= ¢t)+est-1)+...+ g Lt -k+1)

Az €t) folyamat fiiggetlen z(t) szituéciovektortdl és igy a rekurziv legkisebb
négyzetek médszere (algoritmusa) torzitatlan becslést ad F-re és G-re, amelyeket
minden |épésnél a (3.7 ) szabdlyozésndl haszndhatunk fel. Igy

ut) =~ y) =~y

G
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azaz

Gu(t)+ Fy(t)=0 (3.10)

Ha C =1, akkor az derl ki, hogy a rekurziv legkisebb négyzetek algoritmusa
még mindig torzitatlan becslést ad és a fentiekkel megegyez6 levezetés vezet a ( 3.10)
implicit algoritmusra.  Fontos megjegyezni, hogy a fenti agoritmusokban a
paraméterbecsl 0k nem egyszeresek. Példaul tekinslink egy elsd rendu rendszert

y(t) = ay(t —1)+ bu(t —1)+ £(t)
u(t) = ky(t)
visszacstolassal. Ekkor tetszoleges A -ra
y(t)=(a-k)ylt—1)+ (b+ At —1)+ (t)
ésigy tetszbleges A -raaz
(a—ki,b+ 1)
paraméterek ugyanazt az értéket adjak a
2%

vesztesegfliggvényre. Mint a MRASZ-r6l szol6 fejtegetéseinkben is, egyszeres
paraméterbecslbket akkor kapunk, ha a rendszer bemenete &landbéan gerjesztett
allapotban van.

3.3 Altalanositott legkisebb variancia

Az el6z0 fejezetbe targyalt minimalis variancigu szabdyozdéban nem vettik
figyelembe a W(t) bemend jelet, s az u(t) szabdlyozo jelet sem sllyoztuk az |
koltsegfiggvényben. Ez  koénnyen megoldhatd, ha a koltsegfiggvényt a
kovetkezoképpen irjuk fel:

| = EfPy(t+k)- Ra(t)F +[Qut)F | (3.11)

ahol P, Q és R z*-ben étviteli fliggvények és a konstruktor ( tervezo ) ltal szabhatok
meg, p, pedig 1-nek vehetd. Mint fentebb feltételelzzlk, hogy arendszer modelltink

Ay(t) = Bu(t — k)+C£(t)
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Ekkor a
C=EA+Z*F
Oszefliggést is felhasznélva, kapjuk:
Cy(t)—- Fy(t — k) = Gu(t - k)+ ECZ(t)
ugyanazzal a megjegyzéssel, mint fent. igy

) - ARSI e 504

Behelyettesitve y(t)-t a(3.11) koltségfiiggvénybe, kapjuk:

- ( 9(t+k)+n(t+k)]- R\/\/(t)}+[QU(t)])=
= [PY(t + k) - Ruft)[’ + [Qut)f + o

ahol

- E{lPfi(t + K)F}
mivel Y(t+k),w(t) és u(t) ismertek és determinisztikusak és Pii(t+k) ezekkel a

mennyisegekkel korreldatlan.
Most

aup) = APVt ) - Ra(t, + 26,Qut)= 0 (312)
ahol

Q=0,+qz" +...
Vegyiik észre, hogy ¥(t +k)-nak u(t)-tdl val6 fiiggését

S B )= o a2+ sz )

adjameg valamely o, -re. Definiajuk

O (t+ k) = Pyt + k)+%u(t)— Rwt) (313)

Ekkor a( 3.12) altal adott szabdyozasi torvény:
O (t+k)=0

Ha szintén definidljuk
Ot + k) = Py(t+k)+%u(t)— Rw(t)
akkor

®(t+K) = P(9(t-+K)+ At + k))+%u(t)— Rw(t) =

=@ (t+k)+ et +k)
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ahol
e(t) = Pi(t).

Vilagos, hogy &(t+k) korreldatlan @*(t+k)-val, ami ®(t+k) legkisebb

négyzetek optimalis becsl§je.
A szabalyoz6 alkamazésdhoz figyeljik meg, hogy

& (t-+K) = p[ FV(t);G“(t)} +u()- R0

vagy
Co*(t+k)=FYy(t)+ Gu(t)+ Hwt)=0

ahol

F'=PF

G' = PG+CQ

H'=-CR

,_ 9Q
Q =<
by,

Az dtaanositott legkisebb variancigju szabalyozas rendszer hatésvazlata a 3.3.4brén
lathato.

()

ut) n é 1 v

e

Q-

w(t)
—> H >
K

=

3.3.8bra
Altalanositott minimalis variancigju szabalyozasi rendszer

Konnyu bel&tni, hogy a zért szabdlyozasi kor étviteli flggvénye:

. B PEB+QC
)= o B R P2 2 ()

A rendszer karakterisztikus egyenlete:

PB+QA=0 (3.14)

Ezt az egyenletet P és Q' megfeleld valasztasa modosithatja, ami kiilnb6zd

szabdyozasokra vezet, mivel U kifejezése:

CR PF
ut)= PBE + CQ' W) PBE + CQ' o) (3.15)
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Harom esetet vizsgalunk:
1. HaP=1 R=Q=0, akkor (3.15) a minimalis variancigju szabayozésra ( 3.7 )
reduké odik.
2. HaP=1 R=1, Q' =X, akkor az aviteli figgveény

EB+ AC z'B
V(t)= 5 ¢+ o—wit)
A =0-nd a szabdlyoz6 megprobdja "lengetni" a szabdlyozott szakaszt, ami
instabil rendszerhez vezet, ha a nyilthurki rendszer nem miniméfézisi. Ha
azonban a nyilthurkud rendszer stabilis (azaz a A(z‘l) =0 gyoOkei az egységsugaru
koéroén beltl vannak ), akkor megfelel6 értéket valasztva ( tuningolva=hangolva) a
zarthurkl  polusokat a nyilthurkihoz tetszblegesen kozel hozhatjuk.
Megjegyzendd, hogy a nagy A értékek a koltségfliggvénybeli szabalyozast a "set
point tracking" mindsegének rovéséra stlyozza.
3. Ha Q =0, akovetkez6 bemenet-kimenet tsszefliggest kapjuk a zart korre:

yit)= EC()+ 2" Sw()

gy a rendszer jol koveti R/P-t, kédeltetett bemenettel, igy ez egyfajta
modell-referencids szabalyozas. A (3.15)-bdl vilagos, hogy a karakterisztikus
polinom PBE, amelynek gytkei vannak az egységkoron Kivil nem-minimalfézisu
rendszerek esetén.
A Kkibbvitett minimdlis variancigu algoritmus haszndhaté ©nhangolé szabalyozo
kiterjesztésére ( 1d. Clarke és Gawthrop, 1975., 1979. ). Mint fentebb, u-t megkaphatjuk
az

Fy(t)+G'u(t)+ HWt)=0
egyenletbdl. De az F', G’ és H' ismeretlen paraméterek és ezért, mint az egyszeru
minimdlis variancigu esetben, rekurziv legkisebb négyzetes becslést hasznalhatunk
ezeknek a paramétereknek a megbecsiilésére. Ha C =1, akkor

CD(t+ k): CD*(t +k)+ g(t +k)=

= Fy(t)+ Gu(t)+ HWt)+ s(t+ k) =

=7 (1) -1)+&(t + k)
ahol

Z'(t)={y(t), yt-1),...,u(t), u(t -2),..., mt), Mt -2),...}

BTt-1)={f, f)...00, 0.0, ...}

Ezutéan g’(t+k) minimalizdlasival megkapjuk a B rekurziv legkisebb
négyzetes becslését (ahol f/, g/, h! az F', G’, H' polinomok egydtthatoi ). Ha C =1,
akkor ugyanezt az agoritmust haszndhatjuk az 6nhangolés el6dllitésasra abban az
esetben, haa 3 paraméterbecsl6 ap igazi értékéhez konvergdl. (I1d. Ljung, 1977.)

Ezt az 6nhangol0 szabalyozasrdl szOlo rovid bevezetbt azzal zérjuk, hogy
megemlitjik, hogy ©6nhangol6 szabdlyozot lehet tervezni "pdlusathelyez6 regulétor”
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alapjan is, ahol a szabdlyozaést ugy vaasztjak, hogy a zarthurka éatviteli fliggvénynek
adott poluskészlete legyen. Vizsgaljuk példaul az

Ay(t) = z*Bu(t)+ C<(t)

modellt, ahol A, B és C z*-ben n,, n, és n.-ed rendu polinomok és explicite k
|épésnyi késést foglal magaba. Ekkor, visszacsatolt szabdlyozast haszndlva

G(z‘l)l(t) =—F (z‘l)y(t)
Ezért
(AG + 2 *BF )y(t) = CG(t)
ésigy, ha F-et és G-t Ugy valasztjuk, hogy kielégitsék
AG+z*BF=CT
egyenletet, ahol T valamilyen kivant ( vagy adott ) polinom, akkor

NOREF0

Ugyhogy a zarthurku pélusok a T gyokei.
Ha
G=1+0Z" +..+9, 2™

-1 -n
F=fo+fz +...+f 7"

T=1+t,7" +...+t, Z"

akkor egyértelmuen megoldhaté a( 3.16 ), ha
N =Ny +k-1
ne=n,-1
N =n,+ng+k-1-n.
ahol az utolsd feltétel annak biztositésra szikséges, hogy a mintédk szamanak
novekedésével a szabalyozas ahhoz konvergdjon, amit a folyamat dinamikgjanak
ismeretében terveztiink volna.
A pbluskijeldlés dnhangol6 ( self-tuning) szabalyoz6 tervezéséhez (C=1)
rekurziv legkisebb négyzetek becsési modszerét alkalmazzuk az
AY(t)-z*Bult)= ¢ (t)
modellre, az A és B paraméterek becdésére, és a (3.16) megoldasara adott T
mintavételi idokozokre, G-re és F-re, éslétrehozzuk a
F

u=-—
Gy

szabdlyozast. A kibdvitett onhangolé szabdlyozéds C=1 esetében hasonl6 mdbdon
kovethetd ( 1d. Wellstead és Sanoff, 1981. ).
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