A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitokulcs

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tijékoztaté jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az
a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelelé részének végiggondolasa vildgosan
kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Aam a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen
kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldaso-
kért pedig az adtmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok
jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy ((%)) =3 ((Z) + (g)) teljesiil minden pozitiv egész n szamra.

A baloldalon &ll6 mennyiség azt szdmldlja le, hogy egy n csticsi (és ilyenformédn (Z) éllel rendelkez6) grafbél

hényféleképp lehet két kiilonbozé élt kivéalasztani. (2 pont)
Két kiilonbozé él dsszesen 3 vagy 4 kiilonboz6 végpontot hatdroz meg. (2 pont)
Ha 4 végpont adott, akkor ezeken 3-féleképp lehet 2 élt gy kivalasztani, hogy mind a 4 végpontot felhasznél-
juk. (2 pont)
Ha pedig 3 pont van megadva, akkor az azok kozott futé 3 élbol szintén 3-féleképp véalaszthatunk ki kettot.

(2 pont)
Ezek szerint a vizsgalt kifejezés jobboldala is éppen azt szdmolja meg, hogy hanyféleképp lehet a K,,-bol két
kiilonboz6 élt kivélasztani. Ezzel a feladat allitdsat igazoltuk. (2 pont)

Lehet persze favagéssal is.
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A baloldali kifejezést kifejtve kapjuk, hogy ((5)) =("z3 )= %"("71)-(M — 1) = ln(n—1)(n(n —1) - 2)
)
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(n? —=n)(n®* —n —2) = g(n* — 2n® —n? 4 2n). (4 pont
A jobboldali kifejezéssel is megkﬁzdﬁnk 3(0)+ (%) = (4,n n—1)(n—2)(n-3)+ ?},n( -1)(n-2)) =
3(1(71 —6n% 4+ 11n% — 6n) + £(n® — 3n* +2n)) = & (n? — 6n® + 11n? — 6n + 4(n® — 3n + 2n)) = L(n* —
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2n3 —n? + 2n) | (4 pont)
ami bamulatosan egyezik a kordbban kiszamolt kifejezéssel, igy a feladatbeli azonossdgot szerencsésen igazolja.

(2 pont)

2. Legyenek a G irdnyitatlan graf csucsai az 1,2, ...,100 szdmok, az i és j csucs kozott pedig akkor fusson él, ha

Jj < i estén az i — j szam 5-tel osztva 1-et ad maradékul. Paros-e a G graf?

Vildgos, hogy az 1 és 2, a2és3,a3és4,a4ésbh,azbés6,abés 7, valamint a 7 és 1 kozott él fut, a G graf

definiciéja alapjan. (3 pont)
Ezek az élek éppen egy 7 hosszu kort alkotnak G-ben, (3 pont)
marpedig azt tanultuk, hogy paros grafban nem létezhet paratlan kor. (3 pont)
Ezek szerint G nem péros graf. (1 pont)

3. Egy 12 egység hosszi drotbol szeretnénk elkésziteni egy egységkocka élvazat, ugy, hogy a kocka cstcsaindl
forrasztunk. Legkevesebb hany darabra kell felvagni ehhez az eredeti drétunkat? Mi a valasz akkor, ha a
testatléknak is benne kell lenniiik az élvazban, és persze a kiinduldsi drétunk is 4 testatlonyival hosszabb?

Feleljen meg a G graf az egységkocka (ill. a testatlékkal elldtott kocka) élhaldjanak. Ha valahogyan elkészitjiik
drotokbdl az élvazat, akkor minden dréotdarab a graf egy sétajanak felel meg gy, hogy G minden egyes éle
pontosan az egyik sétdhoz tartozik. Azt kell tehdt meghataroznunk, mi a legkisebb szamu séta, amire G

élhalmaza felbonthatd. (1 pont)
A G graf minden paratlan foku csticsaban véget kell érnie legalabb egy drétnak. (2 pont)
Ha G a kockénak felel meg, akkor mind a 8 csticsanak a foka 3, (1 pont)
igy legalabb 4 drétdarab kell, hogy legyen 8 drétvégiink. (1 pont)

Az is vildgos, hogy 4 drétdarab elég: pl a fedSlap egy fiiggéleges éllel, az alsé lap egy fiiggdleges éllel egy-egy
drétbol meghajthatd, és a maradék két fiiggdleges élhez is kell egy-egy egységnyi hossza drot. (
Ha G a testatlokat is tartalmazza, akkor mind a 8 cstics paros fokd. (
Réadasul G osszefluggt is, (1 pont)
ezért van Euler-korsétaja. (
A tanult tétel miatt tehdt vanz Euler korsétaja, és a drétot e mentén meghajogatva latjuk, hogy nincs sziikség
ebben az esetben daraboldsra. (1 pont)

4. Legyen G a (2,3,7,2,4,3,3,2) Priifer-kédu F' fa komplementere. Van-e G-nek Hamilton-kore?

Mivel a Priifer-kéd hossza 8, ezért F-nek 10 cstcsa van. (1 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden csiics eggyel kevesebbszer szerepel, a fokszamanal, (2 pont)
Ezek szerint F-ben a maximalis fokszdm a 4. (2 pont)

Mivel G az F komplementere, G-ben a minimalis fokszam 9—4 = 5 lesz, vagyis G barmely csicsanak fokszama




legalébb 5. (1 pont)
Dirac tétele szerint ha egy n csicsi grafban minden pont foka legaldbb %, akkor G-ben van Hamilton kér. (3
pont)

Ez a tulajdonsag fennall a feladatbeli G grafra n = 10-re, tehat a Dirac tétel szerint annak van Hamilton kore,
és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)

Lehet persze favigassal is.

Az 6ran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F fat a Priifer-kodjabdl. F-nek 10 pontja van, hisz a kod
hossza 8. A tablazat fels§ sora a letorolt leveleket mutatja:

(5 pont)
Az a kérdés, hogy az F fa 10 csicsdn van-e olyan kor, aminek egyik éle sem esik egybe F' valamelyik élével.

(2 pont)
Ha iigyesek vagyunk, konnyen taldlunk ilyen kort. Egyet pl szaggatott vonalakkal rajzoltunk az dbréba. (2 pont)
Az tehdt a vélasz, hogy a G grafnak van Hamilton kore. (1 pont)

. Hatarozzuk meg az dbran lathato grafban a legrovidebb Ut hosszat s-bol t-be a Dijkstra algoritmus segitségével,
és adjuk meg a csiicsoknak azt a sorrendjét, ahogyan megallapitjuk a tavolsagokat.
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A Dijkstra algoritmust a tanultak szerint végrehajtva
s,a,d,e, f,b,c,t sorrendben vessziik be a csucsokat az S
halmazba, aholis azok a csicsok vannak, amiknek a s-t6l vald
tavolsdgat mar megdllapitottuk. (Helyes az a sorrend is, ahol a
d, e vagy a b, ¢ pontok sorrendje forditott. (5 pont)
Az abran lathaté az algoritmus futdsa utdn kapott eredmény,
ahonnan az latszik, hogy ¢ tavolsdga s-t6] pontosan 21. (5 pont)

. A mellékelt abran lathaté halézatban a 12 kapacitasa df él elromlott, kapacitdsa 0 lett. Hatarozzuk meg a
kapott hélézatban a maximalis st folyam nagysagat. Kideriilt kozben, hogy a kiesett élt egy p kapacitasi
éllel tudjuk pétolni. Hatarozzuk meg, hogyan fiigg a maximalis nagysagu st folyam nagysdga a p paraméter
értékétol!

Az az els6 feladat, hogy p = O-ra hatarozzunk meg egy maximalis nagysagu folyamot. Ezt az 6ran tanultak
szerint végezziik, a folyam maximalitdsat egy folyamnagysdggal azonos kapacitdsi vagdssal igazoljuk. (3 pont)
Az 1. abrén lathaté a megoldds, egy 9 értékii folyam és egy ugyanilyen kapacitasa st-vagas, amit a jelolt X
halmaz hatdroz meg. (A kisebben szedett szdmok a folyam nagysdgat mutatjak az adott élen, ahol nincs ilyen

szam, ott nem folyik folyam. (3 pont)
Ebben a folyamban most elkezdiink a p kapacitasu él segitségével tovabbi novel6 utakat keresni. Talalunk is
egyet, amin novelve p < 8 esetén egy 9 + p nagysdgu folyamot kapunk. (2 pont)
Az Y éltal meghatarozott st-vagds mutatja, hogy ennél nagyobb folyam nem lehetséges. (1 pont)

Hétra van még a p > 8 eset. Ekkor az Y\ {d} olyan st vigast hatdroz meg, aminek a kapacitisa 17, azaz p > 8
esetén a 17 nagysagu folyam elérhetd, de ennél nagyobb nem lehetséges. (1 pont)




