8. Dinamikus hdlozatok analizise
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2021. mArcius 17.

A tisztan rezisztiv hal6ézatokrodl attériink a dinamikus elemeket is tar-
talmazo halézatok targyalasara. Megadjuk a legfontosabb dinamikus
komponensek karakterisztikajat, majd a dinamikus héalézatot repre-
zental6 rendszer lefrasara alkalmas differencidlegyenlet-rendszer, az
allapotvaltoz6s leirds normalalakjanak felirdsat targyaljuk.

A dinamikus hdlézatok komponensei

A kondenzitor

A kondenzator (1. dbra) két, szigetel6vel elvalasztott vezet6 elektréda
hal6zatelméleti modellje, ami a rajta felhalmozott, egyenl abszoltt-
értéki és ellentétes elgjelli villamos toltés révén elektromos energiat
térol. A linedris kondenzétor altal tarolt toltés ardnyos a kondenzator
fesziiltségével: qc = Cuc, ahol a C ardnyossagi tényez6 a kondenza-
tor kapacitdsa.

A toltést az drammal kifejezve a kondenzator fesziiltsége

t t
ue(t) = % [ ic(x)dr = % [ ic(wya,

vagy a kapcsolatot megforditva a karakterisztika

ic = CME.

A kapcsolat alakjabol kovetkezik, hogy a kondenzétor valéban di-
namikus komponens: az uc(ty)-beli értéke minden ic(t),t < tgy
id6pontbeli aramértéktol fiigg. Az integralis alak varidns (id6fiiggd)
kapacitasra is érvényes, a derivalt forma csak allandé C értékre.

A FELVETT TELJESITMENY kifejezése
) d (1
pc = ucic = ucCup = T (2C : u%) , (1)

ennek idébeli integrdlja a munkafiiggvény:

we(t) = /PC(T)dT,

ami alapjan, ha uc(—o0) = 0, az (1) egyenletben szerepls zardjeles
tagban felismerjiik a kondenzator munkafiiggvényét:

1
we = ECu%

1. dbra: A kondenzator

A kapacitas egysége [C| = F (farad). A
gyakorlatban pF (pikofarad, 1012 F),
s6t fF (femtofarad, 10715 F) egységekkel
is taldlkozunk, mig a felejt6 memoridk
tapldlasara szant ,szuperkondenzé-
torok” tobb ezer F kapacitdsuak is
lehetnek.

A tovébbiakban az id6 szerinti derivalt
mennyiségeket vessz&vel jeloljiik:

up(t) = dugt(t) .

uc
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Ezt a mennyiséget azonosithatjuk a kondenzatorban tarolt energiaval,
ha kézenfekvé médon az uc = 0 fesziiltséghez a we = 0 energiat
rendeljiikk. A munkafiiggvény mindig nemnegativ értékii, ezért a
kondenzator passziv komponens, annak ellenére, hogy a pillanatnyi
teljesitménye akar pozitiv (pl. kondenzator feltoltése egy fesziilt-
ségforrdssal), akar negativ (pl. feltoltott kondenzator kistitése egy
ellendllason keresztiil) is lehet; a kondenzator idélegesen lehet az
elektromos energia fogyasztdja és termeldje is, azonban (pl. egy for-
réassal ellentétben) mindig csak annyi teljesitményt adhat le, amennyit
korabban felvett.

A tekercs

A tekercs (2. dbra) egy drammal atjart vezet6 hal6zatelméleti modell-
je, amely a magneses tere formdjdban mégneses energiat tarol.

A tekercsben a magneses fluxus értéke aranyos a tekercs dramaval:
Y = Lip, az ardnyossagi tényez6 a tekercs induktivitdsa. Néha a
tekercset, mint elektronikai komponenst is induktivitdsnak nevezik.
A tekercs fesziiltsége a fluxus id6beli derivaltja, uy = ¥’ = Lij, a
tekercs karakterisztikdja tehat

A kapcsolat megforditdsaval, ip (—oo) = 0 mellett

A TEKERCS éltal felvett teljesitmény

. y da (1. .
pL =upip = LZILZL = at <2L : 1%) ’ (2)

ahol a zarGjeles tag a tekercs munkafiiggvénye. Ezt i (—o0) = 0
feltétel mellett a tekercsben tarolt energidval azonosithatjuk:

1

és a tekercs is passziv komponens, mert wy (t) > 0 biztosan igaz
tetsz6leges if (t) dramra. Az drammentes allapothoz rendeljiik az
energiamentes allapotot. A tekercs teljesitménye id6legesen lehet
negativ is: pr () > 0, amikor a magneses mez& felépiil, és pr(t) < 0,
amikor a mez6 lebomlik.

Idézziik fel, hogy egy kétpolus passziv,
ha a munkafiiggvénye nemnegativ.
Rezisztiv komponensek esetén ezzel ek-
vivalens kritérium az, hogy a kétpdlus
teljesitménye minden id6pillanatban
nemnegativ. Dinamikus komponensek
esetén azonban az eredeti definici6hoz
kell visszanytlnunk.

ir
—
ur,

2. dbra: A tekercs (induktivitds)

Az induktivitds egysége [L] = H
(henry).

Az integralis 0sszefliggés alapjan, ha
ismert a tekercs drama egy to id6-
pillanatban, akkor egy késtbbi t;
idopillanatban az dram

() = ilto) + 7 [ (v,
fo
amibdl az is kovetkezik, hogy a tekercs
dramdnak ugrasszerti megvaltoza-
sa nem lehetséges véges up értékek
mellett.
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A csatolt tekercspdr

Két olyan tekercs, amelyek egymads fizikai kozelségében, a masik te-
kercs magneses terével kapcsolatban vannak, egy csatolt tekercsparral
modellezhetd.

A csatolt tekercspar csatolt kétpolus (3. dbra), amelyben a két tekercs
az L1 = L1y, Ly = Lyp oninduktivitdsdval, valamint a csatolds mértékét
jellemz6 L1y = Ly; = M kolcsonos induktivitdsdval jellemezhets. A
csatolt tekercspar karakterisztikaja

./ -/

up, = Ly, +M1L2}
-/ -/

ur, = ]\/IZL1 + L21L2

A rajzjelen a pottydk az dramok referenciairdnyat jelolik ki az ide-
alis transzformatornal megismert konvenciéhoz hasonldan. A csa-
tolt tekercspar teljesitménye az alkot6 kétpolusok teljesitményeinek
Osszege:

p = upip, +up,ip, = iy, (Lyiy, + Mip,) +ig, (Mi} + Laif,)

d (1., 1., .
p= E (ZLllL] + ELzle +MZL]ZL2>,

w(t)
ahol a zaréjelben taldlhato kifejezés a munkafiiggvény. Fizikai szem-
lélettink alapjan két csatolt tekercsnek passzivnak kell lennie, azon-
ban harmadik tag el6jele negativ is lehet. Ezért a csatolt tekercspar
csak akkor passziv komponens, ha a kolcsonos induktivitasra teljesiil,

hogy
M < +/LiL,.

Ha a csatolt tekercspér a 4. dbrdn lathaté médon harompélust al-
kot, helyettesithetd a jobb oldalon lathato, csak csatolatlan tekercseket
tartalmazo6 T-helyettesit6képpel is, ami szdmitastechnikai szempont-
bol elényds lehet. A helyettesitd képben ugyanis az iy, 77, dramokat

ir, M iL, ir, ir,
¢ Li—M L,—M

Ur, = ur, M ur,

hurokdramként haszndlva a két hurokegyenlet

ur, = (Ly — M)ip, + M(ip, +ip,)
ur, = M(llLl + IILZ) + (Lz — M)i/Lz'

3. dbra: A csatolt tekercspar

Az Lip = Ly kikotés a valos csatolt
tekercspar fizikai reciprocitasabol
kovetkezik. Ez a kétkapukndl latott
reciprocitas-fogalom dltaldnositdsanak
tekinthetd, és az elektromdgnesesség
szamos jelenségére teljestil.

A csatolds mértékének leirdsdra haszna-
latos a kolcsonos induktivitds mellett a
k csatoldsi tényezd is, amelynek definicié-

ja
M2
kfﬁl—Lle <1,

ahol nagyobb k érték szorosabb csato-
last jelent.

4. dbra: A harompélust alkot6 csatolt
tekercspar T-helyettesitSképe, amely
csatolatlan tekercsekbdl all
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ami 0sszevonds utdn megegyezik az eredeti csatolt tekercspar karak-
terisztikdjaval.

Az dllapotvdltozés leirds (AVL)

A dinamikus elemeket tartalmazé hél6zat 4ltal reprezentalt rendszer
vélaszanak meghatdrozasa sokkal osszetettebb feladat, mint az al-
gebrai egyenletekkel leirhato, tisztan rezisztiv halézaté. A szamitasi
feladat célkittizése a kovetkez6képpen foglalhat6 Ossze. Adott a hé-
16zat strukttirdja és a benne taldlhaté komponensek karakterisztikdi,
valamint ismert a halézat ,el6élete” (a t < 0 id6re). Utébbit egy spe-
cidlis id6pillanatban, a kiinduldsi id0pillanatnak nevezett t = —0-ban
érvényes kiinduldsi értékekkel adjuk meg, ha a rendszer valaszjelé-
nek idéfiigguényét a t > 0 id6kre kivanjuk meghatdrozni. A keresett
idéfiiggvények kozonséges differencidlegyenlet(-rendszer) megolda-
saként adodnak.

Az ALLAPOTVALTOZOS LEIRAS a hal6zati egyenletek célszer(i alak-
ja, amely a differencidlegyenletek megoldasat a matematikaban jol
ismert médszerekkel lehet6vé teszi. Ezek a megoldasi médszerek
lehetnek zart alaku (analitikus) vagy szamitégépi, numerikus moéd-
szerek. Utébbiakkal a JR2-ben foglalkozunk majd. Az AVL véltozéi
a rendszer gerjesztése, u(t) és valasza, y(t). Ezek mellett szerepel a
rendszer N szamd, specidlis kritériumok alapjan vélaszthat6 belsd

vdltozdja is. Ezen véltozok neve az allapotvaltozé.

Az dllapotvdltozok definicidja

Az allapotvéltozok a rendszer, illetve a rendszert reprezentdl6 hal6zat
belsd valtozéinak azon minimdlis halmaza, amelyekre igaz, hogy egy
t, id6pillanatbeli értékiiket ismerve, adott gerjesztés mellett mind

az allapotvaltozok meghatarozhatok egy késébbi ¢, id6pillanatban,
mind a rendszer vélaszjele egyértelmiien megadhat6 a ¢, id6pillanat-
ban. A rendszer allapotvéltozéinak szama, N, a rendszer rendszama.
Az allapotvéltozok természetesen maguk is id6fliggvények, amelye-
ket egy oszlopvektorba foglalva adunk meg. Ennek a vektornak a

neve allapotvektor:

Az dllapotvdltozds leirds normdlalakja (AVLNA)

Az éllapotvéltozos leirds normadlalakja szigort alaki kovetelmények-
nek felel meg. All egyrészt N szamt differencidlegyenletb6l, minden

A tovébbiakban legtobbszor a t = 0

az a kitlintetett id6pillanat, amikor

a rendszer gerjesztésének a jellege
megviltozik (pl. be- vagy kikapcsoljuk
a gerjeszts forrast), és a megvaltozott
gerjesztés miatt egy tn. tranziens 1ép fel.
Gyakran maga a hél6zat topologidja is
véltozik a t = 0-ban, pl. egy kapcsoléval
beiktatunk vagy levélasztunk egy-

egy hélézatrészt. A tovabbiakban
feltételezziik, hogy a hélézat t > 0
id6kre linedris és invarians.

Formalisan:

x1(ta), ..., xn(ts) (ismert)
u(t) (adott)

ismeretében tetsz6leges t, > t, id6pilla-
natban meghatdrozhat6

Xl(tb),. . .,xN(tb) és y(tg).
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egyenlet bal oldaldan pontosan 1-1 dllapotvaltozé id6fliggvényének
derivaltja 4ll, a jobb oldalon pedig az 6sszes allapotvéltozo, vala-
mint a gerjesztés tetszbleges linedris kombinacidja 4ll. Ez az allapot-
egyenlet. Az N + 1. egyenlet pedig az dllapotvéltozok és a gerjesztés
linedris kombindcidjaként a valaszjel idofliggvényét fejezi ki. Az 4lla-
potegyenlet altalanos alakja:

N
xj(t) = Z;l Aqpxp(t) + Byu(t)
p—

3)
N
xy(t) = Y Anpxp(t) + Byu(t)
p=1
a vélasz kifejezése pedig
N
y(t) = ) Cpxp(t) + Du(t) (4)
p=1

A tovébbiakban az id6fiiggésre utalo (t) jelolést nem irjuk ki, de
tudjuk, hogy az egyenletekben idédfiiggvények szerepelnek. Az alla-
potegyenlet matematikai értelemben els6rendti differencidlegyenletek
rendszere, amelynek a megolddsai az x1(f),...xy(t) id6fuggvé-
nyek. Ezt az N + 1 egyenletet nevezziik az AVL normalalakjanak
(AVLNA). A normalalakhoz ragaszkodés a matematikai megoldést
konnyiti meg. Az egyenletekben szerepl6 Ay, B;, C;, D konstansok a
halézat struktiréjara és a benne levd komponensek karakterisztikaira
jellemzé allandok. Az AVLNA-t legtobbszor vektor-métrix alakban

roviditve adjuk meg. A (3) egyenletnek

x’l A11 AlN X1 Bl
=1 Sl W (5)
xf\] ANl ANN XN BN
—— —— N———
x/ A x B
a (4) egyenletnek pedig
X1
y=|c ... CN] . | +Du ©)
—_—
cT ~ XN
——

X

felel meg.
Az AVLNA tomor alakja ezekkel a jelolésekkel

x' = Ax + Bu
y=Clx+Du

Belathatjuk, hogy az AVLNA valéban
alkalmas mind az allapotvektor, mind a
vélasz egy késébbi idépillanatban vett
értékének a kiszdmitasdra. Az AVLNA
alapjan, ha ismert x(t,)-beli értéke,
akkor t, = t, + dt id6pillanatban

x(ta +dt) = x(ty) + &' (tg)dt =

= x(tq) + (Ax(ts) + Bu(ts)) dt,
a kifejezés jobb oldaldn csak ismert
mennyiségek allnak, igy a bal oldal
meghatarozhaté. Hasonléan a vélaszra
vonatkoz6 egyenlet:

y(ta) = CTx(t)) + Du(ty),

amelynek jobb oldaldn szintén minden
mennyiség ismert.
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Az N x N méretli A matrix neve rendszermatrix, amelynek ismere-
tében szdmos fontos rendszertulajdonsagra tudunk majd kévetkez-
tetni. Az allapotvéltozok elvileg tobbféleképpen is megvalaszthatok,
azonban a Kirchhoff-tipust halézatok analizise sordn altaldban koz-
vetleniil a kondenzatorok u - fesziiltségét, ill. a tekercsek i; dramat
valasztjuk allapotvéltozénak. Ez a vélasztds kézenfekvs, hiszen a
kondenzator ic = Cug, ill. a tekercs u; = Lij karakterisztikdja tar-
talmazza ezen véltozok derivaltjait. Kés6bb tovabbi megfontolasok
is igazoljak majd, hogy célszerti igy valasztani az dllapotvaltozokat.
Kirchhoff-tipusti hdlézatok altal reprezentalt rendszer gerjesztése to-
vébbra is a hdlozat egy forrasfesziiltsége vagy forrdsdrama: u = u;
vagy u = is, mig a rendszer y(t) vélaszjele a hdlozat egy tetszbleges
fesziiltsége vagy drama lehet.

Példa az AVLNA felirdsdra

Az AVLNA felirasét az 5. dbra hélézatan illusztraljuk. A halézat altal
reprezentalt rendszer gerjesztése u = u;, a valasz pedig a bejelolt
y = uj fesziiltség.

A megolddshoz a csoméponti potencidlok médszerét alkalmazzuk.

A halézat allapotvaltozoéi a kondenzator uc fesziiltsége és a tekercs if,
drama, az dbran bejelolt referenciairdnyokkal. Az allapotvektor tehdt

= 1]

A csoméponti potencidlok kifejezésében kozvetleniil felhasznaljuk
uc-t, valamint az uy, = Li} karakterisztika alapjan a tekercs dramat.
Ezért csak a két dllapotvaltozé ismeretlen (uc, ir), kifejezésiikhoz két
dramtorvényt irunk fel:

1!
— L1}

Uc
C/
+Cup + ==+

uc_us
Uuc: T

Lil —
J%J£+&=0
2

=0
Lip :

Rendezés utdn megkapjuk az dllapotegyenlet normalalakjat:
U = ———=lc —

i = ThC— fz'L,

a valaszra vonatkoz6 egyenlet pedig

Uy = Ug — Ug.

Utébbi szintén megfelel a normalalak kovetelményeinek, mert a jobb
oldalon a (nem derivalt) dllapotvaltozo, és a gerjesztés szerepelnek.

5. 4bra: Példahal6zat az AVL felirasara

Vektor-métrix alakban az dllapotegyen-

let
g _% _% uc B
R
=[5 4] [+ ] e
L T —T LT
M~ —— e
4 A x B

a valaszra vonatkoz6 egyenlet pedig

w =[-1 0] {MC} + 1 ug
——lit] T~
cr Y

alaka.
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Kezdeti és kiinduldsi értékek

A rendszer vélaszdnak szamitdsa sordn kitlintetett szerepet jatszik a

t = 0 id6pillanat, amikor az altalunk kit(izott feladatokban véltozik

a gerjesztés jellege, illetve a halézat struktardja. A t > 0-ra érvényes
valasz meghatarozdsahoz ismerniink kell a halézat t < 0-ra érvé-
nyes ,el6életét”, konkrétan a rendszer allapotvéltozéinak értékét. A
legtobb esetben azonban nem ismerjiik, és nem is sziikséges azokat
ismerntink a teljes t < 0 intervallumon, elegend6 a t = —0-beli, tin.
kiinduldsi értékiiket ismerntink. A rendszer kiindulasi allapota alatt
a

x(—0) = tlinjox(t) (kiindulési érték)

vektort értjiik, ami az dllapotvaltozok értékét hordozza kozvetlentil
azt megel6z6en, hogy a t = 0-ban a gerjesztés vagy a héldzat struk-
tardja valtozna. A gyakorlatban sokszor el6fordulnak tn. bekapcsoldsi
jelenségek, amelyekben a halézat t < O-ra energiamentes. Bekapcsolasi
folyamatokra nyilvdnval6an x(—0) = 0.

KoRLATOS GERJESZTES mellett az dllapotvaltozok idében folytono-
sak (az értékiik nem ugorhat). Az
x' = Ax+ Bu
allapotegyenlet alapjan ugyanis az allapotvaltozé derivéltja véges, ha
x' # 00 & |Ax + Bu| # .

Ezt az eredményt alkalmazhatjuk a rendszer allapotvaltozéinak a
kiindulasi, valamint a f = +0-ban értelmezett kezdeti értékének
Osszekotésére.

x(+0) = tlirﬂox(t) (kezdeti érték)

Ha a rendszer gerjesztése korlatos a t = 0-ban, akkor az allapotvalto-
z0k kezdeti értékei egyenldk a kiinduldsi értékeivel: A késSbbiekben olyan gerjesztéssel is

7

taldlkozunk majd, amely nem korldtos a

‘x(‘I'O) — x(_o), ha |u(0)‘ 75 oo‘ t = 0-ban (Dirac-delta).

Specialisan bekapcsoldsi folyamatndl x(4+0) = 0 (ha a gerjesztés korlatos
t = 0-ban).

KirRcHHOFF-TIPUSU héldzat altal reprezentalt rendszerekben az
dllapotvaltozok folytonossaga azt jelenti, hogy a kondenzator fesziilt-
sége, illetve a tekercs drama korlatos gerjesztés mellett folytonos,
kezdeti értékiik egyenld a kiindulési értékiikkel. A kondenzatorban
tarolt energia a fesziiltségének négyzetével, a tekercsben tarolt ener-
gia az dramanak négyzetével ardnyos. Ha az allapotvaltozék nem
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lennének folytonosak, ugrasuk egyben a tarolt energia ugrasat jelen-
tené, ami végtelen teljesitményfelvételt implikadlna. Véges gerjesztés
mellett végtelen teljesitmény nem léphet fel.

Kezdeti értékek kiolvasdsa a hil6zatbdl

P

Tekintstik az el6z6 példa hdlézatét (6. dbra), és vizsgaljuk egy olyan
ugrasszer(i gerjesztés hatdsat, amely

U, t<O0

Us(t) =
s() 2Uy, >0

alaku (Up konstans fesziiltség). A folyamat egy an. dtkapcsoldsi (nem
bekapcsolési) jelenség, mert a halézat t < 0-ra nem energiamen-
tes. Ezért kiilon meg kell vizsgdlnunk az allapotvaltozék kiindulési
értékeinek alakuldsat.

t < 0 IDOKRE a hélézat gerjesztése allando (us(t) = Up), tovabba fel-
tételezziik, hogy ez a gerjesztés olyan régen fennall, hogy barmilyen
esetleges tranziens lezajlott, mire t = —0-ban a halézatot vizsgaljuk.

Mivel a gerjesztés konstans, és minden tranziens lezajlott, ezért a
hél6zat minden bels6 valtozoja is konstans (idében allandé). Ennek
megfelelGen az Osszes id6 szerinti derivélt eltinik:

d
o= 0,

ami az ic = Cu karakterisztikdju kondenzator esetén ic = 0, az
up, = Lij karakterisztikdju kondenzator esetén 1 = 0 mennyi-
ségeket eredményez. A kondenzator tehat szakadasként, a tekercs
rovidzarként viselkedik a halézatban, ahogy az a komponensek fizi-
kai képébdl is kovetkezik: a kondenzédtoron nem folyik egyendram, a
tekercs pedig ,egy darab drét”. A dinamikus elemeket révidzérral,
ill. szakaddssal helyettesitve el6all a t = —0-ban érvényes rezisztiv
helyettesit6 kép (7. dbra), amibdl a kiinduldsi értékek egyszertien

kiolvashatok:

, Uop
ir(=0) = 5——-,
L0 = R Ry
R
uc(=0) = Ur g, +2R2
a valaszra pedig
Rq
u1(—0) = Up5——-
1(=0) = Uo e

vonatkozik.

6. dbra: Példa kiindulési és kezdeti
értékek kiolvasaséara
Ry

EEr—

u1(—0)

)

7. abra: A t = —0-ban érvényes rezisztiv
helyettesit6 kép
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At = 0 IDOPILLANATBAN az allapotvéltozokra korlatos gerjesztés
mellett érvényes folytonossagi feltétel alapjan

uc(+0) = uc(-0),

amibdl az kovetkezik, hogy kifejezetten (és kizardlag) a t = +0-ban
a kondenzétor egy uc(—0) fesziiltségti fesziiltségforrassal helyette-
sithet6. Mivel ez egy adott pillanatban érvényes rezisztiv helyettesitd
kép, és a hdlézatban valdjdban egy kondenzétor taldlhato, ez egy
fiktiv forrds. Hasonl6an, a tekercs drama nem ugrik, ezért

ir(+0) =irL(-0),

és a tekercs a t = +0-ban egy iy (—0) fesziiltségti fiktiv aramforrassal
helyettesithet6 (8. abra).

At = +0-ban érvényes helyettesitd képbdl kiolvashaté a valasz
kezdeti értéke is:

u1(4+0) = 2Up — uc(+0) = Uy (2 - Rllj—sz) .
A vélaszjel értéke tehat ebben az esetben ugrdsszeriien valtozik a
t = 0-ban, azonban az ellenallds fesziiltsége nem éallapotvaltozo, arra
nem vonatkozik folytonossagi feltétel. Altalanosan elmondhaté, hogy
a folytonosségi feltételek kihasznéldsaval kaphatjuk a halézat kiindu-
lasi dllapota alapjan a kezdeti értékeket. Utébbiakra van sziikségiink
az allapotvaltozok id6fiiggvényének a teljes t > 0 intervallumban
érvényes formuldjanak meghatdrozdsahoz, amellyel a kovetkez el6-
adasban fogunk foglalkozni.

A dinamikus hdlozat regularitdsa

A hélézatot regularisnak nevezziik, ha a halézategyenletek minden
valtozojukra egyértelmtien megoldhatdk tetszleges forrasmennyisé-
gek esetén. A haldzat regularitasanak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy eléallithat6 az allapotvaltozos leirds normalalakja, amelyben a
kondenzatorok fesziiltségét és a tekercsek aramaét tekintjiik dllapot-
véltozénak. Nemregularis egy olyan hédl6zat, amelyben kondenzéto-
rokbol és fesziiltségforrasokbol 4ll6 hurok taldlhato (pl. egy fesziilt-
ségforras és egy kondenzétor parhuzamosan kapcsolédik), hiszen a
forras fesziiltsége ugorhat, a kondenzatoré viszont nem. Hasonléan
az dramforrasokbol és tekercsekbdl all6 vagatot (pl. d&ramforrés és
tekercs soros kapcsoldsat) tartalmazé hal6zat sem reguldris.

Egy érdekes, de a gyakorlatban kevéssé fontos specidlis eset a kon-
denzatorokbdl all6 hurok, ill. a tekercsekbdl all6 vagat problémaéja. A
9. abran egy hélozat részlete lathatd. A két parhuzamosan kapcsolt
kondenzator fesziiltsége nyilvanvaléan egyenld kell, hogy legyen.

—_»
1y (+0)

zuoi QDL 1e(+0)

8. dbra: At = 40-ban érvényes helyet-
tesitd kép. A forrasfesziiltség felvette Gj
értékeét (2U).

i (+0)

b

— % —————> ———
Uc
i
@)

9. dbra: Példa kvaziregularitdst okozo
halézatrészre
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Ezért a kozos uc fesziiltség valasztando allapotvéltozonak, emiatt
azonban a hédlézat N rendszdma (az allapotvaltozék szdma) ebben

az esetben kisebb lesz, mint a hal6zatban taldlhaté kondenzatorok és
tekercsek szdmanak az 6sszege. Ilyenkor is problémat okoz az iy és i
dramok egyértelm@ meghatarozasa. Az ilyen hal6zatot kvaziregula-
risnak tekintjiik.

10
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Az els6rendii rendszer dllapotvdltozds leirdsa

Az elsérendii Kirchhoff-tipust halézat altal reprezentélt rendszer
elsérendti (N = 1), az allapotvaltozods leirds normalalakja egyet-
len els6rendii differencidlegyenlet (az dllapotegyenlet) és a valaszra
vonatkoz6 egyenlet 0sszessége:

x'(t) = Ax(t) + Bu(t)}
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Az egyenletekben az u(t) gerjesztés és az y(t) valasz mellett egyetlen
allapotvéltozo, x(t) szerepel. Az allapotvéltozo6 a kondenzétor uc
fesziiltsége, vagy a tekercs ij drama lehet. Az allapotvaltozos leirds
megoldédsanak célkitizése tovébbra is az, hogy megtalaljuk az y(t)
vélaszjel iddfiigguényét t > 0-ra, ha adott a gerjesztés idéfiiggvénye
t > 0-ra, valamint ismert a rendszer kiinduldsi dllapotinak megfelels
x(—0) = tlirgox(t)
érték. A megoldds két 1épésben torténik: el6szor megoldjuk az alla-
potegyenletet, amelybdl megkapjuk az x(t) allapotvéltozé iddfiiggueé-
nyét t > 0-ra, majd a mésodik 1épésben ezt a fliggvényt behelyettesit-
jik a valaszra vonatkozo egyenletbe. Az dllapotegyenlet megoldéséra
az osszetevlkre bontds mddszerét haszndljuk. A masodik 1épés maga
trivialis, az els 1épés pedig — annak ellenére, hogy éaltaldban differen-
cidlegyenletekrél nem tanultunk — szisztematikusan végrehajthato.

Az 0sszetevbkre bontds mddszere

A normalalakjaval adott differencidlegyenlet megolddsat olyan moé-
don keresstiik, hogy a megoldast két 6sszetevd 0sszegeként keresstik:

x(t) = x¢(t) + xg(t)

ahol x¢(t) a megoldas szabad 6sszetevje, xq(t) pedig a megoldas

gerjesztett sszetevije. A megoldas fizikai tartalmara utalva x(t)-t
tranziens dsszetevdnek, x4 (t)-t dllanddsult Osszetevdnek is nevezziik. Ma-
tematikai értelemben x¢(t) a homogén differencidlegyenlet megolddsa,
x¢(t) pedig az inhomogén differencidlegyenlet egy tn. partikularis

Teljes rendszertani nevén kozonséges,
lineédris, dlland6 egytitthatos differenci-
dlegyenlet.
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megoldasa. Az Osszetevékre bontds maga is harom 1épés végrehajta-
sat igényli. Ezek az alabbiak.

1. A szabad 0sszetevd meghatdrozdsa

A szabad 0sszetev) az

Xy (t) = Axg(t)

un. homogén (a gerjesztést reprezentdld tag elhagyasaval el6allo) dif-
ferencidlegyenlet (HDE) dltalanos megoldasa: keresstik azt az x¢(f)
fuggvényt, amelynek els6 id6 szerinti derivaltja onmaganak a kons-
tansszorosa. Tudjuk, hogy az exponenciilis fliggvény rendelkezik
ezzel a tulajdonsédggal, ezért a szabad Osszetevé mindig

xp(t) = MeM

alaku (¢ > 0), ahol M # 0 egy valés konstans, amelynek minden érté-
ke mellett teljesiil a homogén differencidlegyenletet. Az M értékének
konkretizélédsa a 3. 1épésben torténik. A

konstans érték neve sajatérték, ami a rendszerre jellemz6 szam (az
1x1-es ,rendszermdtrix”). A szabad 0sszetevo fizikai jelentése a nyu-
galmi helyzetébdl kitéritett, majd ,,magéra hagyott” (gerjesztetlen,
u(t) = 0) dinamikus rendszer sajdtvdlasza. Ha a rendszer gerjeszté-
sének jellege (vagy maga a rendszer) véltozik, tranziens 1ép fel. Ez a
tranziens mindig exponencidlis id6fiiggést mutat, a rendszerre jellem-
z6 lecsengési id6vel.

2. A gerjesztett dsszetevd meghatdrozdsa

A masodik 1épésben sziikségiink van az eredeti (inhomogén) alla-
potegyenletnek a konkrét u(t) gerjesztés mellett érvényes, egyetlen
tetsz6leges megolddséra, amit x¢-vel jeloliink. Keressiik tehat az

xo(t) = Axg(t) + Bu(t)

egy ilyen (an. partikuldris) megoldasat, amelyet az allapotvaltozo ger-
jesztett (a gerjesztd jel altal kikényszeritett) OsszetevSjeként fogunk
azonositani. Latszélag ennek a megolddsnak a meghatarozasa sem-
miben nem kiilonbozik a teljes megoldédsétol, ez azonban nem igy
van. Egy partikuldris megolddst altalaban konnyen taldlhatunk, akar
a rendszert reprezental6 Kirchhoff-halézat vizsgélataval, akér tisztan
matematikai médszerrel. A gerjesztett 6sszetevd alakja ugyanis kove-
ti a gerjesztés id6fliggvényének az alakjat. Ha a gerjesztés konstans,

Az x¢(t) = MeM alakt megoldas
derivaltja
(Me/\t)l — )\MEM,

amit a HDE-be helyettesitve azonossa-
got kapunk:

AMeM = AMeM
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akkor a gerjesztett Gsszetevét is konstans alakban keresstik:
M(t) = Uy = alland6 = Xg(t) = Xg = &llando,

és a feladat ennek az allandénak a meghatarozasara egyszertisodik.
Marpedig az elmult el6adédsban is lattuk, hogy konstans gerjesztésre
a dinamikus halézat egyszerti rezisztiv helyettesité képekkel helyette-
sithets. Altalanossdgban a médszer neve a prébafiiggvények modszere,
és alapotlete, hogy a A < 0 feltétel teljestilése esetén a rendszer sza-
bad valaszédban az exponencialis kifejezés el6bb-utébb lecseng, ezért

xp(t) =0, x(t) = xg(t), hat — co.

Az 4llitas fizikai értelme, hogy A < 0 mellett a tranziens Osszetevé el-
tlinése utdn az allapotvéltoz6 alakja koveti a gerjesztés alakjat, amibdl
az is kovetkezik, hogy a rendszer 6sszes bels6 véltozéja és a valasza
is ugyanigy viselkedik. A két legfontosabb gyakorlati eset: dllandé
gerjesztés dllando6 gerjesztett Osszetevét, szinuszos gerjesztés szinu-
szos gerjesztett Gsszetev6t implikél. Utobbi esetben x,(t) frekvencidja
megegyezik a gerjesztés frekvencidjaval, amplitiddja és kezdfézisa
azonban eltérhet a gerjesztésétol.

3. A kezdeti feltételek érvényesitése

Az els6 két 1épésben kapott eredmények alapjan a keresett idoéfiigg-
vény

x(t) = xp(t) + x4 (t) = MeM + xg(t), +>0
alakd, ahol x¢(t) ismert (pl. dllandé Xg), azonban M értéke isme-
retlen. Matematikai értelemben tetszleges M # 0 érték érvényes
megoldasa az dllapotegyenletnek, azonban ezek koziil csak egyetlen
M érték irja le a fizikai valésdgot. Ennek meghatarozasa a kezdeti fel-
tételek illesztése alapjan végezhet6 el. Lattuk, hogy véges gerjesztés
mellett az 4llapotvaltozék biztosan folytonosak. Tovabbra is azt felté-
telezziik, hogy a t = 0 id6pillanattél kezdve keressiik a megoldast,
ezért a folytonossagi feltételt erre az id6pillanatra érvényesitjiikk. A
teljes megoldasnak folytonosnak kell lennie a f = 0-ban (a kiinduldsi
és a kezdeti értékek egyenlek):

x(+0) = x(—0).
A feladat kittizéséb6l az x(—0) kiindulasi érték kikovetkeztethetd, az
x(40) kezdeti érték pedig a megoldas alapjan
x(+0) = x7(40) + x4 (+0) = Me? + x4 (+0),
amely egy algebrai egyenlet, amib&l M egyértelm{ien meghatarozha-
to:
M = x(4+0) — x¢(4+0) = x(—0) — x¢(—0).

3
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Ezzel megkaptuk x(t) kifejezését. Innen az is lathato, hogy a tranzi-
ens anndl nagyobb, minél inkabb eltér a kiinduldsi érték és a gerjesz-
tett Osszetevs kezdeti értéke.

Az y(t) valasz kifejezését a valaszra vonatkozé egyenletbe helyet-
tesitve kapjuk.

Bekapcsoldsi jelenségek

Az aldbbiakban példdkon keresztiil illusztrdljuk a médszert. Bekap-
csolasi jelenségnek neveztiik az olyan folyamatot, amelyben a hal6zat
t < 0-ra energiamentes, ezért a rendszer kiinduldsi dllapota zérus,
x(—0) = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy t = 0-ban véges gerjesztés mellett
a kezdeti allapot is zérus:

x(+0) =0 (<= |u(0)] < o)

R
A soros RC-TAG egyenfesziiltségre kapcsoldsdnak folyamatat az 1.
dbra hél6zata alapjan vizsgaljuk. A rendszer gerjesztése a forrasfe- u e
sziiltség (u = us), a valasz pedig az ellendllas bejelolt u fesziiltsége us(t) i() C—JKe
(y = u). Az allapotvaltozé a kondenzator uc fesziiltsége a bejeldlt,
onkényesen véalasztott referenciairdnnyal. A forras fesziiltségének
s 14 (e z 2 o4z . . us(t)
idoéftiggvénye t = 0-ban 0-rél Uy értékre ugrik. Ezzel ekvivalens fel- U
adatnak megfelel6 halozat lathat6 a 2. abran, amelyben a hél6zatra
t = 0-ban Uy fesziiltségli egyenfesziiltség-forrast kapcsolunk.
A hélozatra felirhat6 fesziiltségtorvény, tudva, hogy ic = Cug:
—us + RCup +uc =0, t
amelybsl az AVLNA
1 1 1. dbra: Példahalézat bekapcsolasi fo-
! z . 2z . . z
Up = ———=1c + —us lyamatra. A forrasfesziiltség kifejezése
RC RC
0, t<0
U= —uc+u s(H)=<¢"
e us(t) {uo, £>0
Az allapotegyenlet megolddsa az Osszetevkre bontassal torténik:
uc(t) = uclf(t) + uclg(t), t > 0. R
1. A homogén DE: —
1 1
L= u i C u
uclf RCuC’f’ 0 __l C
amelynek altalanos megolddsaa A = A = _RlT sajatértékkel kifejezve
1 2. dbra: Az 1. 4bra feladataval ekviva-
uclf(t) = MeM = Me™ e, lens feladatkittizés

az egyel6re ismeretlen M # 0 dlland6val. Az exponencidlis fliggvény
kitev&jében bevezethetjiik a
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idéallandét, amely a szabad Osszetevs lecsengésének titemét jellem-
zi (kizérdlag a A < 0 esetben van értelme a bevezetésének). Jelen
esetben T = —% = R - C, a szabad 6sszetev6 pedig

uc(t) = Me™*/T, 1 =RC. (1)

A szabad 0sszetev6 grafikonja a 3. abran lathato.
2. A gerjesztett Osszetevd meghatdrozdsa. A gerjesztés t > 0-ra
allando:

us(t) = Uy = allando, +> 0,

27z

ezért az allapotvéltoz6 gerjesztett Osszetevojét is allando alakban
keresstik:
uc,g = Uc,g = 4llandé.

Ennek értékét mind matematikai médszerrel, mind a hal6zat alapjan
meg tudjuk hatdrozzni. (a) A matematikai megoldasnal tudjuk, hogy
a gerjesztett Osszetevd is kielégiti az inhomogén differencidlegyenle-
tet. A konstans id6ftiggvényt és az adott gerjesztést az dllapotegyen-
letbe helyettesitve

1 1 1 1
r_ _ _
{Ueg) = ~getcs T gt = “reHes T re
=0

ahol a bal oldal nulla, mert konstans fliggvén derivéltja nulla. Ebb6l
adodik, hogy
Uc,g = Up.

(b) A halézatot tekintve, konstans gerjesztés mellett, ha a ¢ = 0-beli
tranziens lezajlik, a hdl6zat minden fesziiltsége és drama konstanssa
vélik t — co mellett. Allando fesziiltségen a kondenzator szakadéssa
valik, a korben foly6 dram nulldra csokken, és a teljes forrasfesziiltség
a kondenzétoron esik (4. dbra), ahogy az el6z6 el6addsban a rezisztiv
kép kapcséan targyaltuk. Ezzel a megfontolassal is

Ucg = Uy

adodik a gerjesztett megoldasra.
3. A kezdeti feltételek érvényesitése. Mivel bekapcsolasi folyamatrol
van sz0, az dllapotvaltozo kezdeti értéke zérus:

x(4+0) = uc(+0) = uc(—0) =0,

és a teljes megoldasnak is ezt kell titkkroznie a t = +0-ban érvényesit-
ve:
0= uc(+0) = uc f(+0) + ucg(+0) = Me" + Uy,

ahonnan
M = —Uy,

3. dbra: A szabad osszetevd id6fiigg-
vénye. (2) egyenlet, T = RC, a ha-
16zat id6alland6ja. Az exponencidlis
gorbe kezdeti meredeksége —M /7.

t = T1d0 elteltével a kezdeti érték

e~1 = 0,368-szorosara, t = 37 elteltével
e=3 = 0,05-szordsére, migt = 57
elteltével e=5 = 0,007-szeresére csdk-
ken, ami kevesebb, mint a kezdeti érték
1%-a. Ezért altaldban 57-ig dbrazoljuk a
gorbét.

@

4. dbra: A szabad sszetevd meghata-
rozésara szolgalo helyettesitd hal6zat
t — oco-re
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az allapotvaltozo kifejezése pedig
uc(t) = uc f(t) +ucg(t) = —Upe /T + Uy, t>0.
Osszefoglalva a t < 0-ra is érvényes alakkal (5. dbra) . uc(t)
DS
0, t<0

uc(t) = (2)
el Up(1—e /7, T=RC, t>0

Az ellenallas fesziiltsége, mint keresett valaszjel kifejezése ezek
utan

u(t) = —uc(t) + us(t) = Upe ™™ — Uy + Uy = Upe 7, > 0. ‘
5. dbra: A kondenzétor fesziiltségének
(2) idsfiiggvénye

wy=3" © C
erit/ L t>0
A valaszjel idoéfiiggvénye a 6. abran lathat6. A valaszjelnek ugrasa
van a t = 0-ban.
Az eredményt agy értelmezhetjiik, hogy a kondenzatort U fe-
sziiltségre feltoltd i > 0 dram id6fliggvénye

.oou Uy _
i=g=xe "
6. dbra: A valaszjel (3) idéfuggvénye

az ezen dram altal szallitott osszes toltés a kezdetben energiamentes

kondenzéatoron
. T TUy e Uy
tlgroloq(t)— / 1(t)dt—/ R =T% = ClUy
— 0

toltést halmoz fel, ami val6ban egy U fesziiltségre toltott, C kapaci-
tasd kondenzator toltése.

Példa dtkapcsoldsi folyamatra L

At < 0id6re nem energiamentes halézatok szamitasat a 7. dbra

halézatdn keresztiil targyaljuk. ()i Up  ul| |Rq Ry
At = (0 id&pillanatban a kordbban zart kapcsolét kinyitjuk. A ke-

resett valasz az R; ellendllds bejelolt u(t) fesziiltsége. A halozat altal
7. dbra: Példahalézat dtkapcsolasi

reprezentalt rendszer egyetlen 4llapotvaltozdja a tekercs i drama. folyamatra

A kiinduldsi értékek meghatdrozdsa

Elézetesen hatdrozzuk meg az allapotvaltoz6 kiindulasi (t = —0-
beli) értékét! t+ < O-ra a kapcsol6 zérva van. A gerjesztés dllando, és
feltehetjiik, hogy a t = —0-hoz érve mar minden esetleges tranziens
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lezajlott, a hdl6zat minden drama és fesziiltsége dllanddsult. Ezért i (—0)

minden id6 szerinti derivalt elt{inik, a tekercs az u; = Li’L =0

karakterisztika miatt rovidzarral helyettesithet6. At = —0-ban

érvényes rezisztiv helyettesit$ kép alapjan (8. abra) i to w1k Ry
. U .
IL(_O) - R4 XOR2 ’ 8. dbra: A 7. dbra hal6zatdnak t < 0-ra

érvényes rezisztiv helyettesit6 képe. A
tekercs rovidzérral helyettesithet6 az
tekercs drama nem ugrik, kezdeti értéke is up = Lij karakterisztika alapjan, ha
i =0.

Mivel a gerjesztés t = 0O-ban véges, a folytonossagi feltétel miatt a

Uy

iL(+0) =i (-0) = R xRy’

Az dllapotvdltozos leirds megolddsa

Ebben a példdban a hélézat kiilonbozik t < 0-ra és t > 0-ra. Mivel
a megoldést t > O-ra keressiik, az AVLNA-ta t > 0-ra érvényes iL
halézati struktirara (a kapcsold nyitott dlldsara) frjuk fel a 9. abra

szerint. ()i Up u Ry R,
A hélozatra felirhat6 fesziiltségtorvény

Us = Li/L + Ryip,

9. dbra: A 7. dbra hal6zata t > O-ra.

amib6l az AVLNA

i ——&i —|—lu
L — LL L°®
u:RliL

Az allapotegyenlet megolddasat osszetevikre bontédssal keressiik
ip = iL,f + iL,g

alakban. Az 1. 1épés a homogén DE megoldasa:

s Ry
lL,f - —TIL,f,
aminek az altalanos megolddsaa A = A = f% sajatértékkel kifejezve
R L
iLf= Me Tt=Me 7, 7= R
1

ahol bevezettiitk a T = L/R; id6allandét.

A 2. LEPES a gerjesztett Osszetev$ megkeresése. A gerjesztés dllando,
ezért a gerjesztett dsszetevét is konstans alakban keressiik.

us(t) = Uy — iL,g = IL,g = gllando
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Ennek értékét kiszamithatjuk az inhomogén rendszeregyenletbe

helyettesitéssel:
(L) =N 41y
Lg) = ——F lLg+ 7 Uo,
NG L L
=0
h
ahonnan . U
Lg — Rl .

Ugyanezt a halézatbdl is meghatarozhatjuk: t — co mellett a halo-
zatban a tranziens elttinik, minden fesziiltség és dram allandésul, a
tekercs pedig rovidzarral helyettesithet6 (10. dbra). A rezisztiv helyet-
tesité kép alapjan elemi titon ugyancsak

Uy
IL,g — E

adodik.

A 3. LEPES a kezdeti feltételek érvényesitése. El6zetesen megha-
tdroztuk a tekercs dramanak kiinduldsi értékét, ami a folytonossagi
feltételbdl kovetkez6en nem ugrik a kapcsold nyitdsa utdn sem. A
t > 0O-ra érvényes teljes megoldasnak ezt az értéket kell visszaadnia.
Egyrészt

Uo
- R1 X Rzl

masrészt a rendszeregyenlet teljes megoldésa

ir(+0) = i  (—0)

U
ip(t) = ZL,f(t) + lL,g(t) = Me T+ R71, t>0

ami t = +0-ra kiértékelve
. U
i (+0) = Me® + =2,
Rq

ahonnan
_ Uo

=%
A tekercs dramanak kifejezését az aldbbi formaban foglalhatjuk dssze:
Rt hat <0

in(t) = M
UO<R%€4/T+R%>, (t=L/Ry) hat>0

Végiil a keresett u vélaszt iy (t) kifejezésének a vélaszra vonatkozo
egyenletbe helyettesitésével kapjuk (11. dbra):

Uy, hat<0

(1) 1iL(t) uo(%e—t/r+1)’ (t=L/Ry) hat>0

Az ellenallas fesziiltsége ugrik ¢t = 0-ban.

iLrg

()L U Ry

10. dbra: A 7. dbra hal6zatdban t — co
mellett a gerjesztett 6sszetevé meghata-
rozéséra szolgalé rezisztiv helyettesité
kép

o (1+ )

11. dbra: A 7. dbra hél6zatdban az u
vélaszjel id6ftiggvénye. Figyeljiik meg,
hogy az u fesziiltség maximalis értéke
nagyobb, mint az Uy forrasfesziiltség.
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Az els6rend(i halézat altal reprezentélt rendszer valaszjele, kiillonosen
alland¢ gerjesztésre, az allapotegyenlet explicit megoldasa nélkiil is
egyszertien meghatdrozhat6. Levezetjiik a rendszer id6allandéja és

a dezaktivizalt halézat bels6 ellenéllasa kozotti kapesolatot. Végiil a
masodrendti rendszerek &ltalanos vizsgélatat targyaljuk.

Fesziiltségek és dramok elsérendii hdlézatokban

Lattuk, hogy az elsérendii (egy tarolos, egyetlen tekercset vagy kon-
denzétort tartalmazé halézatot reprezentél6) rendszer allapotvaltozés
leirasanak normalalakja

x'(t) = Ax(t) + Bu(t)}
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Az éllapotegyenlet egy els6rendti differencidlegyenlet, adott ger-
jesztés és ismert kezdeti értékek mellett megoldva megkapjuk az
allapotvaltozé idofliggvényét, amit a valaszegyenletbe helyettesitve
adodik a keresett valaszjel idéfliggvénye. Azt is lattuk, hogy a diffe-
rencidlegyenlet szabad 0sszetevsje mindig exponencidlis id6fiiggvény,
amelynek id6éalland6ja T = —1/A. Ha az els6rendti halézat ger-
jesztése szakaszonként dllando, a hdldzat tetsz6leges dramat vagy
fesziiltségét kifejezhetjiik anélkiil, hogy az allapotvaltozés leirdst
felirnank és megoldanank.

1. dbra: Els6rendfi hdlézatok vizsgalata.
; A forrést és a dinamikus komponenst
o o o .C kivessziik a hdlozatbol, a hal6zat mara-
dékat egy kétkapuval helyettesitjiik
g s ucl::C
o— ——wo o—
ir




10. ELSO- ES MASODRENDU HALOZATOK ANALIZISE AZ IDOTARTOMANYBAN

A MEGOLDAsHOZ gondolatban vegytik ki a kérdéses hal6zatbol a
gerjeszt fesziiltség- vagy dramforrést, és vegytik ki a dinamikus
elemet (a tekercset, ill. kondenzatort) is. Azt a péluspdrt, amire a
gerjeszt6 forras csatlakozik, egy kétkapu primer kapujanak, mig a di-
namikus elemre csatlakoz6 péluspart a kétkapu szekunder kapujanak
tekintjiik (1. dbra).

Ha a dinamikus elem egy C kapacitast kondenzator, akkor az alla-
potvaltoz6 a kondenzator uc fesziiltsége, az dllapotegyenlet pedig

ue = Auc + Bu

alakt, ahol u helyére a gerjeszté mennyiség, us vagy is frand6. Mind-
két oldalt C-vel szorozva
Cug = ACuc + BCu,
~
ic
ahol a bal oldalon felismerjiik a kondenzator daraméat. Ha a halézatot
dezaktivizaljuk (1 = 0), akkor a sajatérték

Luc 1

~ Cicl,y CRp’

ahol Rp a kérdéses kétkapu szekunder oldali bemeneti reziszten-
cidja (pontosan annak (—1)-szerese a feltiintetett referenciairdnyok
mellett). Ha a dinamikus elem egy L induktivitdst tekercs, akkor az
allapotegyenlet

iy = Aip + Bu
alakda. Mindkét oldalt L-el szorozva

Li; = LAiL + LBu,
~—~—
ur
amibdl a sajatérték kifejezhetd, ha a gerjeszt6 forrdst dezaktivizaljuk:
A
L ir u=0 B L’

Osszefoglalva, az allapotegyenlet sajatértéke

Az éltalanos megoldds targyaldsakor belattuk, hogy a szabad vélasz
kifejezésében szerepl6 T idéalland6 ennek a A = A sajatértéknek a
negativ reciproka. Ez alapjén a szabad 0sszetevSben szerepld expo-

s

nencidlis fliggvény idéallanddja kifejezhet az Ry bels6 ellenallassal:

l 1 RgC
A A L/Rg

i Up L U

i

2. dbra: Elsérend(i példahalézat. A
kapcsolét a t = 0 id6pillanatban
zarjuk. A keresett vélaszjel a bejelolt uy
fesziiltség. Az dllapotvéltoz6 a tekercs
i;, drama a bejelolt referenciairdnnyal.

Ry

L Ry

3. dbra: A 2. dbra héalézataban az id6al-
land6 meghatérozasdhoz a dinamikus
komponensre csatlakoz6 kétpolust
dezaktivizaljuk, majd meghatdrozzuk a
dezaktivizalt kétpolus belsd ellendllasat
a dinamikus komponens felél nézve. A
kétpolus a két ellendllds parhuzamos
kapcsolasa, az ered§ ellenéllas

RB :Rl ><R2,

a véalasz szabad Osszetevjében szerepld
idéalland6 pedig
oL L
- RB o R] X sz
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Az Rp belst ellendllds egyszertien Ggy hatdrozhaté meg, hogy a
dinamikus elemre csatlakozé hal6zat maradékat egy kétpolusnak
tekintve, a benne taldlhat6 fiiggetlen forrast dezaktivizaljuk, és meg-
hatdrozzuk ezen dezaktivizalt kétpolus bels) ellenélldsét a ,,dinami-
kus elem fel6l nézve”. Ez sok esetben elemi szdmitasi modszerekkel
(soros ill. parhuzamos ereddkre visszavezetéssel) elvégezhetd.

EzEX UTAN az allapotvéltoz6 id6fliggvénye az OsszetevSkre bontds
mobdszere alapjdn a szabad és a gerjesztett Osszetev$ 0sszegeként
irhato fel:

x(t) = xp(t) + x4 (t) = Me /T + xg(t),

az egyel6re ismeretlen M valds allandéval. Az allapotvéltozé kezdeti
értéke
x(4+0) = M + x¢(+0),

amibdl a kezdeti érték és a gerjesztett Osszetevd ismeretében M is
meghatdrozhaté:

Az allapotvaltoz6 id6fliggvénye tehat
x(t) = xg(t) + [x(40) — x4(+0)] e /T,

Lattuk korabban azt is, hogy konstans gerjesztés (u = Uy = &lL
fesziiltség vagy dram) esetén a gerjesztett Osszetevé maga is allando:

x¢(t) = X = allando,

vagyis
x(t) = Xg(t) + [x(+0) — Xg] e /T

Az allapotvéltoz6 id6fliggvényét a valaszra vonatkozé egyenletbe
helyettesitve kapjuk a valasz kifejezését:

y(t) = Cx(t) + Du(t) = Cx(t) + DUy, t>0,

y(t) = CXg + DUy + C [x(+0) — Xg] e /T

Yg y(+0)—Y

Ez alapjan a hél6zat tetsz6leges fesziiltségének vagy dramanak (bele-
értve természetesen magdanak az allapotvéltozénak) az idéfiiggvénye
allandé Uy gerjesztés mellett

y(t) = Yo + [y(+0) — Y] e T, (t>0). (1)

A formuldban Y, és y(+0) egyszerti rezisztiv helyettesit6 képek alap-

jan, T pedig az el6z6 szakaszban leirt kétpolus belsé ellenallasanak
szdmitaséval hatdrozhaté meg. A (1) egyenletet a 6. abra segitségével

Rq

Ry

Dl
1

4. dbra: A 2. dbra halézataban a vé-
laszjel kezdeti (t = +0-beli) értékének
meghatarozasara alkalmas rezisztiv
helyettesit6 kép. A halézat t < 0-ra
energiamentes, ezért az dllapotvéltozé
kiindulasi értéke zérus, i (—0) = 0.
A gerjesztés véges, ezért az éllapot-
véltoz6 folytonosan megy ét, kezdeti
értéke egyenld a kiinduldsi értékkel:
i, (+0) = 0. Ezért a tekercs a t = +0-
ban szakadassal helyettesithets. Az

uy valaszjel kezdeti értéke ezek utan

fesziiltségosztassal
Ry
0) = U,
uz(+0) ‘Rt R
Ry
| —
LI

Up LQD Ung!| |Re

5. dbra: A 2. dbra hédlézatdban a valasz
gerjesztett 6sszetevSjének meghataroza-
sdra alkalmas helyettesitt kép. t — co
mellett a szabad (tranziens) 9sszetevd
lecseng, a hdl6zat minden drama és fe-
sziiltsége dllando, a tekercs szakadassa
valik, és rovidre zérja a vele parhuza-
mos ellenallast, a rajta es6 fesziiltség
nullava valik. A gerjesztett 0sszetevs

”2,g = uZ,g =0.

Itt C mér a vélaszra vonatkozo egyen-
letbeli egytitthat6, nem a kapacités!

A képlet ,a magic formula” néven is
ismert. A 2. dbra példéjaban a korabban
kiszamolt értékek felhasznalasaval a
keresett u; fesziiltség t > 0-ra

up(t) = Ung + [u2(+0) — U] e™"/7

R
2T
Ry + Ry

uy(t) = U, = —
2(t) = Uo EaT
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értelmezhetjiik 4dlland¢ gerjesztésre, ami t = O-ban ugrik. A mddszer

nem csak allandd, hanem tetsz6leges, id6ben véltoz6 gerjesztésre is

PR

érvényes, ha nem kotjiik ki a gerjesztett dsszetevd allandé voltat:

y(t) = yg(t) + [y(+0) — yg(+0)] e /7, (£ >0). ()

Nem 4lland6 gerjesztés mellett azonban a gerjesztett sszetevd meg-

hatdrozasa nem trividlis feladat; ahogy emlitettiik, a prébaftiggvé-
nyek moédszerével végezhetd el. A (2) egyenlet alkalmazdsét szinu-
szos gerjesztésre a 7. dbran illusztraljuk.

y(+0) = yg(+0) 4

Magasabb rendii rendszerek vizsgdlata

A magasabb rendti (N > 1) rendszerek valaszat is 6sszetevékre
bontéssal hatdrozhatjuk meg. A szamitds technikailag valamivel bo-

6. dbra: A
y(t) =Yg + [y(+0) — Yg] e/

kifejezés illusztréacidja: elsérendii rend-
szer tetszbleges fesziiltsége vagy drama
konstans gerjesztés mellett dllando
értékhez tart (ha a sajatérték negativ!)
At = 0-ban a kezdeti- és a végérték
kozotti amplitddéval aranyos expo-
nencidlis tranziens 1ép fel, amelynek
idééllanddja a dinamikus elemre csat-
lakoz6 dezaktivizalt kétpolus bels6
ellendlldsa révén kiszdmithato.

7. dbra: A gyakorlatban kitiintetett je-
lent&sége van a szinuszos gerjesztésnek:
szinuszos gerjesztés esetén a linedris,
invaridns rendszer allapotvaltozéinak a
gerjesztett Osszetevje szintén szinuszos
jel, ugyanazzal a korfrekvencidval, mint
a gerjesztésé. A jel amplitudéja és kez-
dofazisa altaldban eltér a gerjesztésétsl.
Az amplitid6 és a fazis meghatarozasa
az impedancidk bevezetésével konnyen
elvégezhetd, de ezt a félév 3. harma-
déban fogjuk majd megismerni. Az
abran a piros szaggatott vonal a valasz
gerjesztett dsszetevdje (yg(t)), a zold

az exponencidlis tag, a kék folytonos
vonal pedig maga az y(t) valaszjel. Itt
is latszik, hogy a tranziens tag ampli-
tidodja annél nagyobb, minél nagyobb

a kiilonbség a gerjesztett Gsszetevs
+0-beli értéke és a teljes valasz +0-beli
értéke kozott.
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nyolultabb, mint az elsérend(i rendszerek esetén latottak. A masod-
vagy magasabb rend{i rendszerek azonban olyan jelenséget, konkré-
tan a szinuszosan rezgd sajtvalaszt, tudnak produkélni, amelyet az
els6rendi rendszerek nem képesek.

A PROBLEMA a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg. Adott az 4l-
lapotvaltozés leiras normalalakja, vektor-matrix alakban az aldbbi
differencidlegyenlet-rendszer és a valaszra vonatkoz6 algebrai egyen-
let 0sszessége:

'=Ax+B
X X u } (3)

y=Clx+Du
amelyben x az allapotvaltozdok id6fiiggvényeibdl képzett oszlopvek-
tor. Ismert tovabbd a kiinduldsi dllapot,

x(=0)

és az u(t) gerjesztés adott t > O-ra. Keressiik a valasz y(t) id6figgvé-
nyének t > 0-ra érvényes formuléjat. Az dsszetevikre bontds sordn
mind az N szdmu allapotvaltozot egy szabad és egy gerjesztett Ossze-
tevs Osszegeként keressiik:

xk(t) = xk,f(t) + Xk,g(f), k=1,2,...,N,
vagy
x(t) = x¢(t) + xg(t).
1. A szabad 0sszetevd
A szabad 0sszetevd, x¢(t) ebben az esetben is az
x./f - Axf/ (4)

homogén differencidlegyenlet-rendszer (HDER) altaldnos megoldasa,
fizikai értelemben a gerjesztetlen (,magéra hagyott”) rendszer sajat
valasza. Igazolhat6, hogy az ilyen alakti egyenletrendszer altalanos
megoldasa

xp(t) = meM (5)

alaku fliggvények szuperpozicidja. A (5) szerinti kifejezés id6 szerinti
derivéltja

xXp(t) = Ame™,
amit a (4) homogén egyenletbe helyettesitve

AmeM = Ame“,

azaz

®

5
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adodik. Itt felismerjiik a matematika targyban a linedris algebra
témakor keretében targyalt sajdtérték-problémdt: a HDER éltaldnos
megoldasaban az A rendszermdtrix A sajdtértékei és m sajdtvektorai
szerepelnek. Abban az esetben, amikor az A métrixnak N kiilonb6z6
sajatértéke és N linedrisan fliggetlen sajatvektora van, akkor mind-
egyik Ay, p = 1,2,..., N sajatértékhez tartozé fliggvény kiilon-kiilon
megoldasa a HDER-nek. A probléma lineritdsa miatt rdadédsul ezen
fuggvények tetszbleges linedris kombindcidja is megolddsa a HDER-
nek. A szabad valasz altaldnos alakja tehat

N
xp(t) = Y Kpympe'r!,
p=1
ahol a K, val6s konstansok tetszéleges értéke mellett érvényes meg-
oldast kapunk a HDER-re, de a fizikai értelemmel biré konkrét K,
értékek meghatarozasat a 3. l1épésben a kezdeti feltételek érvényesité-
sével tudjuk majd elvégezni.

2. A gerjesztett dsszetevd
Az x¢ gerjesztett Osszetevl az
xy = Axg + Bu (7)

inhomogén differencidlegyenlet-rendszer egy partikularis megoldésa.
(A (7) egyenletrendszer formailag ugyantgy néz ki, mint az eredeti,
(3) szerinti dllapotegyenlet. A két probléma kozott az a kiilonbség,
hogy a (7) egyenlet megolddsa sordn nem szabunk kezdeti feltételt).
Altaldban a prébafiiggvények moédszerével talédlhaté ilyen megoldds,
amely szerint a gerjesztett 6sszetevd alakja koveti az u(t) gerjesztés
alakjat. Ha példaul

u(t) = Up (dllando),
akkor a gerjesztett 6sszetevé is konstans (minden allapotvaltozé
egyenként 1-1 konstans érték):

xg = X (dllando).

A gerjesztett 0sszetevOnek fizikai értelmezés is adhato, illetve a ger-
jesztett Osszetevd egyes esetekben (pl. dllandé v. szakaszonként 4l-
land6 gerjesztés esetén) a halézati reprezentaciobdl egyszertien ki-
olvashat6. Ha ugyanis a rendszermétrix minden sajatértéke negativ
(komplex konjugélt sajatértékparok esetén a valésrészek negativak):

R{A,} <0,p=12,...N

akkor nyilvanvald, hogy t — co mellett a szabad dsszetevében talal-
hat6é minden exponencidlis tag (a tranziens) lecseng;:

lim xf(t) = lim (x(t) —x¢(t)) =0,

t—oo

Roviden 6sszefoglaljuk egy N x N mé-
retli négyzetes A matrix sajatértékeinek
és sajatvektorainak szamitdsat. Az m
sajatvektorok a

Am = Am

egyenlet megolddasai. Ekvivalens &tala-
kitdssal a

A—Am=Al—A)m=0

homoggén, linedris algebrai egyenlet-
rendszer adoédik, amelyben

1 0 0 --- O

o1 0 --- 0
I=

o o o --- 1

egy N x N méret{i egységmatrix, 0
pedig egy N elemfi oszlopvektor csupa
0 bejegyzésekkel. Az egyenletrend-
szernek akkor van nullatél kiilonb6z6
(nemtrividlis) megoldésa a keresett m
értékekre, ha az egyenlet egytitthato-
matrixanak determindnsa zérus:

det(AI-A)=0| < nemtriv. mo.

Ezt az egyenletet karakterisztikus egyen-
letnek nevezziik, kifejtve

AN L d AN o dy A+ dy =0

karakterisztikus polinom

Az N-edfokd, val6s egytitthatés poli-
nomnak N gyoke (nullhelye) van, ezek
a matrix sajatértékei:

A=A,A ..., AN,

amelyek vagy valdsak, vagy komplex
konjugalt parokat alkotnak (A; =

A%). A tovébbiakban csak azzal az
esettel foglalkozunk, amelyben minden
sajatérték kiilonbozé értékd. A valods
sajatértékek exponencidlisan lecseng6
(vagy exponencialisan novekvd) szabad
vélaszt, a komplex konjugalt par pedig
exponencialisan csillapodé (vagy
novekvd) koszinuszos rezgd dsszetevdt
eredményez a szabad vélaszban. Az m,
sajatvektorokat a

Ap-my =A-m,p
linearis egyenletrendszer megolddsa-
ként kapjuk. A sajatértékek és a sajét-
vektorok a Matlab eig fiiggvényével
szamolhat6k.
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a valasz pedig aszimptotikusan a gerjesztett 6sszetevéhoz tart:

x(t) = xg(t).

Ilyenkor azt mondjuk, hogy bedll az dllandésult dllapot.

3. A kezdeti feltételek érvényesitése

Az allapotegyenlet teljes megoldasa az elsé két 1épés alapjan

N
x(t) = xf(t) +xg(t) = Y Kpmpe’\r’t +x4(t), t > 0. 8)
p=1
Sziikség van még az ismeretlen K, egyiitthatok meghatarozésara,
amit a kezdeti feltételek illesztésével végziink el. A megoldashoz
ismerjiik az x(—0) kiinduldsi értékeket. Ezek alapjan kovetkeztetiink
az x(40) kezdeti értékekre: ha a gerjesztés véges a t = 0-ban, akkor

lattuk, hogy az allapotvaltozok is folytonosan mennek &t: Késobb taldlkozni fogunk nem vé-
ges gerjesztéssel is, amely mellett az
x(+0) = x(_o) P u(t)véges, allapotvaltozok ugorhatnak.

azaz a kezdeti és a kiindulési 4llapot megegyezik. A (8) egyenletet
t = 4-0-ban felirva

N
x(+0) = Y Kpmp + x(40)
p=1

vagy
N

p=1
ami egy N ismeretlenes linedris egyenletrendszer az N szdmu isme-
retlen K, dllandéra. Vektor-matrix alakban

Kq

K
[ml I my [ I mN} :2 ZX(+0) —Xg(+0)

M Ky
——
K

amelyben az M matrix az N sajatvektorbodl képzett matrix, az tn.
moddlis matrix. Ebb6l a kifejezésbdl a K, értékek az egyenletrendszer
megolddasa révén egyértelmtien meghatdrozhaték. A fenti harom
lépésben megkaptuk az N szamu dllapotvéltozé idéfliggvényét. Egy
utols6 1épésben ezeket az idofiiggvényeket behelyettesitjiik a vélaszra
vonatkoz6

y(t) = CTx(t) + Du(t)

egyenletbe, igy megkapjuk a rendszer keresett valaszjelét.
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Példa
Adott egy méasodrend(i rendszer allapotvéltozos leirdsdnak normdl-
alakja:
x/:Ax—l—Bu > A =[-23; 0.5 -1.5]
A =
y=Clx+ Du}
ahol -2.0000 3.0000
0.5000 -1.5000
-2 2 - [2: -
A= 3 1.B= ic"=1[5 o];p=4 >> B = [2; -2]
05 —-15 -2 B =
A rendszer gerjesztése 2
-2
M(t)—Uo—l,t>0 o> C = [5 0]
és a rendszer t < 0-ra energiamentes (bekapcsolasi folyamat), ezért a €=
kiindulési dllapot 0
x(fo) =0. >> D = 4;

Hatarozzuk meg a rendszer valaszjelét! Az adatok egy olyan kohe-
rens mértékegység-rendszerben adottak, amelyben az id6 egysége
ms. A jobb oldali hasdbban a matlabos szamitést is bemutatjuk.

1. A sZABAD 0sszETEVO meghatarozasdhoz oldjuk meg a sajatérték-
egyenletet:

A+2 =3
-05 A+15

det(AI — A) =0.

A métrix sajatértékeit és sajatvekto-
rait a Matlab/Octave eig fiiggvénye
szolgéltatja. [M,D] = eig(A) alakban
2 _ az M matrix az M modalis métrix (a
A"+35A+15=0, sajatvektorok egymads mellé ragasztasa-
val képzett matrix), a D matrix pedig
egy olyan diagonalis matrix, aminek
a féatléjaban a sajatértékek vannak.

A determindnst kifejtve a karakterisztikus egyenlet

amelynek megolddasa a két sajatérték

AM=-3 Ay=-05 A sajatvektorokat mindig gy kapjuk,
hogy a normajuk egységnyi legyen.
Az elst sajatértékhez tartozo sajatvektor az Kézi szamitasnal dltaldban nem erre to-

reksziink, hanem az egyik koordinatat

—342 -3 0 magét rogzitjiik egységnyi értékre. A

m; = fel. li értékekkel

—05 3415 1 eladatbeli értékekke
egyenlet megoldasa, ahol a sajatvektor két koordinétaja >> [M, lam] = eig(A)

M =
my = mi
= , ) )

iy 0.9487  -0.8944

0.3162  -0.4472
de mivel a sajatvektor konstansszorosa is sajatvektor, az m1; koor-

dinatat 1 értékiire valaszthatjuk. Az egyenletrendszer megoldasa lam =

mip = 3, a sajatvektor
1 -3.0000 0
m; = [ ] 0 -0.5000

-1/3
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Hasonléan kaphatjuk a masik sajatvektort is:

1
27 los]|”

Ezzel a szabad 0sszetev) éltaldnos alakja

1

M) =Ki) 4

‘| e*3t +K2

1
670’51‘,
0,5
az egyeldre ismeretlen Kj, K; 4llandékkal.

A GERJESZTETT OSSZETEVOT Ugy taldljuk meg, hogy az élland6
gerjesztéshez allando értékii gerjesztett osszetevd tartozik:
ami kielégiti az inhomogén differencidlegyenlet-rendszert:
(X,)' = AXg + BU,
——
=0

ahonnan (mivel a konstans derivéltja zérus)

_ -2
X;=-A 1Bu0:...:[ ] ©
Mindkét allapotvéltoz6 a —2 értékhez tart.

A KEZDETI FELTETELEK illesztése sordn a véges gerjesztés miatt
tudjuk, hogy a kezdeti allapot megegyezik a kiinduldsival, ami —
bekapcsoldsi folyamatrél 1évén sz6 — zérus:

x(+0) = x(—0) = 0.
Kifejtve

Kq

x(+0) = x¢(+0) + xg(+0) = Kymy + Komy + X = [ml | mz} K,

———
M

Az M moddlis matrix inverzével szorozva

IN| -1 —12
=M 0)—-X,|=---=
K, [x(+0) ~X;] l 32 ]
-0

Az allapotvéltozok idofiiggvénye

x(t) = K1m1e)‘1t + szze/\zt + Xg,

+ Xe

Ellendrizziik, hogy mindkét sajatérték
negativ, ezért a szabad Osszetevd
valoban lecsengg, és t — co mellett beall
az allandosult allapot: jelen esetben

az édllando6 gerjesztés hatdsdra minden
allapotvaltozo, és ezzel a rendszer
minden belsé valtozéja is dlland6
értékhez tart. A (9) szdmitas Matlabban:

>> Xg = -inv(A)*Bx1
Xg =

-2
-2

K = inv(M) * ([0; O] - Xg)

1.2649
-3.5777

Mivel a Matlab egységnyire normélt sa-
jatvektorokat hozott ki, a K konstansok
értéke is eltér a kézi szamolads eremé-
nyétdl, de a K,m, értékek biztosan
egyenl6ek. Kézi szamoldssal pl.

1 —12
Kymy = =12 {—1/3} - [ 04 }

a Matlab altal szdmolt értékekkel pedig

—09487]  [-1.2
03162 | ~ | 04

KM ™M — 12649 {

megegyez0 értékek.
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azaz
x(t)=—=12-1-e3432-1.¢70 2,

_ 1Y 3 1 o5t
xw(t)=-1,2 ( 3> et +32 ¢ 2,

a valaszjel pedig a valaszegyenletbe helyettesitve

y(t) = CTx(t) + Du(t)
y(t) = KiClmy M + KyClmy 1 4 CT X, + DUy
~——— N ——

~—_———

=6 =16 — 6

0, t<0
—6e 3t 16702 —6, +>0

A szamolas alapjan lathato, hogy a rendszermatrix két valds sajatérté-
ke megfeleltethetd két id6allandonak:

n=-t-_1 1

M (3 '
ill.

T——i——;—st

S P S

A rendszer szabad vélaszat (a tranziens id6tartamat) a nagyobbik
id6allando, 1, hatdrozza meg. Tudjuk, hogy az exponencialis jel 51
alatt maximumanak kevesebb, mint 1%-ra csokken, ezért a valaszban
10 ms utdn tekinthetjiik Ggy, hogy bedll az 4llandésult allapot.

16 T\y<t)

>> K(1) * C * M(:, 1)
ans =

-6.0000
>> K(2) * C = M(:, 2)
ans =

16.0000
>> Cx Xg+D %1

ans =

-6

10

8. dbra: A példabeli valaszjel grafikonja.

Kék: y(t), a zold szaggatott gorbék
pedig a vélaszjel hdrom Osszetevsjét

mutatjdk: a szabad valaszhoz tartoz6
két exponencialis komponenst (7; ill.

Ty id6éllandéval), valamint a valasz

gerjesztett dsszetevjét, ami a konstans

gerjesztés miatt szintén konstans,

Yy = —6. A valasz ugrik a t = 0-ban:

y(—0) =0, y(+0) = 4.



11. Mdsodrendii rendszerek analizise az idotarto-
mdnyban
Bilicz-Horvidth

2021. dprilis 23.

A soros rezgGkor

Vizsgéljuk meg az 1. dbrédn lathaté hal6ézatban, az an. soros rezg6-
korben, a kondenzétor fesziiltségének az id6fliggését, ha a gerjesztés
az us(t) forrasfesziiltség. A tovdbbiakban ugras jellegii gerjesztést
vizsgalunk, azaz

0, t<0
us(t) =
Uy, t>0.
A soros kapcsolds miatt
Cul. =iy, (1)
. 1. dbra: A fesziiltségforrassal gerjesztett
a hurokegyenlet pedig soros rezg6kor
Rip +uc + Li/L —us =0. (2)

Innen az allapotegyenlet normalalakja

- = li
©c 3)
i = —lu 5i + 1u
L — L C I L L s
A rendszermatrix:
0 1
A=1 _CR]'
L L

Az AVL megolddsa

Az éllapotegyenlet megoldasat 6sszetevOkre bontassal végezziik:
x(t) = x¢(t) + xg(t).

1. A sZABAD OSSZETEVO. A szabad megoldas a homogén diff.
egyenlet megolddsa. Ez
x} = Axy,
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aminek a megoldasat

Xf = meM

alakban keresstik, ahol A a sajatérték, m pedig a hozza tartoz6 sajat-
vektor.
A karakterisztikus egyenlet:

det(A — AT) =0,

kifejtve
-~ ¢ R 1/ 1
det(A —AI) = c =—A (__/\)_(_)
|i --2 L c\ L
@ﬂAfAD:A2+%A+i%:0

A karakterisztikus egyenlet megoldésa a két sajatérték,

R R\* 1
=—— /(=) - —.
M2 =7 (2L> LC

Vezessiik be az

természetes rezonancia-korfrekvencia és a { (zeta)

R /C

‘=avVt

un. relativ csillapitdsi tényez6 mennyiségeket. Utobbi elnevezés oka
késtébb nyilvanvaléva valik. Ezekkel a sajatértékek

e e R AN

alakban irhatok.
A szabad 0sszetevé a sajatértékekhez tartozo

_|mn
mi =
_mlz_
és o
m
my = |21
_m22_
sajatvektorokkal
U £t m m
Xf(t) = ‘C,f( ) =K 11 e)‘lt + Ky 21 e/\zt
iL,f(t) 112 M

lesz, egyel6re ismeretlen K és K, tényezékkel.
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2. A GERJESZTETT OSSZETEVO. A gerjesztett 0sszetev6 az inhomogén
differenciaegyenlet egy partikuldris megoldasa. Mivel a gerjesztés

t > O-ra konstans, ezért egy partikuldris megoldas hal6zatelméleti
megfontoldsokkal is megadhatd, de a prébafiiggvények moédszere is
ugyanazt a megoldast adja.

Halézati modell alapjan Nyilvanvald, hogy a t = 0-ban bekapcsolt
egyenfesziiltség a kondenzatort feltolti, igy hosszti id6 mulva (¢t —
o0) a kondenzator fesziiltsége Up-ra n6, a kondenzétor szakaddassa
valik. Ezzel nyilvanval6an a tekercs drama is nulldva valik. Ez az
dllandoésult dllapotbeli érték a diff. egyenletet ki kell, hogy elégitse,
annak egy partikuldris megoldasa.

xg(t) = [uc,g(t)] -

iL,g(t)

A prébafiiggvények médszerével: Ha a gerjesztés konstans, akkor

Uop
0

mindkét dllapotvaltozét konstans alakban kell keresntink:

xg(t) = luc'g(t)] —

iL,g(t)

A gerjesztett 0sszetevd is kielégiti az inhomogén differencidlegyenle-

U,
Iy,

tet. A konstans derivéltja nulla, ezért

o _|o ¢
o] = |-+ &

ami a két ismeretlen mennyiségre két fiiggetlen egyenletet jelent. Az

Ue

IL+

U,

0
1
L
egyenletrendszer megolddsaként az el6z6 pontban kitalalt U, = U,
I;, = 0 adodik.

3. A KEZDETI FELTETELEK ERVENYESITESE. Az dllapotegyenlet teljes
megolddasa t > 0-ra

x(t) = xp(t) + xg(t),

=[] = o

Mivel egy sajatvektor konstansszorosa is sajatvektor, rogzitsiik a

moq Up

Aot
e’ +
0

Mt + K3
mpp

sajatvektorok els6 koordinatait egységnyi értékfire:

x(t) = uc(t)
(f)—[. )

Véges gerjesztésrél 1évén szo, az allapotvaltozok a bekapcsolas

Uop

Aot
e’ +
0

MKy (5)

mip mpp

pillanatdban nem ugranak,

uc(+0) = u.(—0) =0,

3
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ir(+0) = i(=0) =0,

ahol egyben figyelembe vettiik, hogy bekapcsoldsi folyamatrdl van
sz0, a halézat t < O-ra energiamentes, az dllapotvaltozok kiinduldsi
értékei zérusok.

Jelen speciélis feladatban, ha valéban csak a kondenzator fesztiltsé-
gét kivanjuk kiszdmitani, mell6zhetjiik a sajatvektorok kiszamitasat,
ha figyelembe vessziik, hogy az AVL alapjan iy = Cul, vagyis a
kezdeti értékre vonatkozo 2. egyenlet

ir (+0) = Cul(4+0) = 0.
Emlékeztet6iil, (5) els6 sora azt jelenti, hogy
uc(t) = KyeMt + Kpet 4 Uy,

amib6l
ul(t) = KyAdeMt + Kodge?t

A kezdeti feltételek a t = +0-ban tehét
uc(—!—O) :0:K1'1+K2-1+UO,

ill.
iL(-i-O) = Cué(—l—O) =0=CKiA1 -1+ CKyA; - 1.

Utobbi két fliggetlen egyenletbdl K; és K; értéke meghatarozhato:

A teljes megoldds

A fentiek alapjan adédik a kondenzator fesziiltségének id6fiiggvénye,
ha t = 0-ban Uy egyenfesziiltségre kapcsoljuk a halézatot:

) 0 t <0,
uc(t) = A
2_ Mt M_ Aot
Uy {1+ PP " — prEy 2 } t>0
Az A matrix értékeitdl, konkrétan a { csillapitasi tényez6 értéké- Ha éppen nulla a diszkriminans, akkor

a két valos sajatérték egyenls. Ezt
L , . . , az esetet nem vizsgaljuk, hatdrérték-
sajatérték-par. Vizsgaljuk meg a két esetet! képzéssel kikovetkeztethet a masik két

esetbdl.

t6l fliggGen el6fordulhat két valds sajatérték, vagy egy konjugalt
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Val6s sajdtértékek

A
Ha a (4) karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa pozitiv, akkor két L
val6s sajatértéket kapunk. Ennek feltétele nyilvanval6an 2-1>0, ) c ] o
5 . mennyiség ellendllds dimenziéju, és
¢c > 1, vagyis gyakran vissza fog térni tanulmédnyaink
R>2 L soran.
\/ c

Ha tehat a korben kell6en nagy az ellenéllds a \/% mennyiséghez

képest, akkor két valos sajatértéket kapunk. Az ellendllas ,csillapitja”
a korben a rezgést, innen a csillapitasi tényezd elnevezés.

Példa: legyen Uy = 10V, R = 10k}, L = 1mH, C = 1/16 nF.
Legyen a koherens egységrendszer [V, mA, k), mH, nF, ps, Mrad/s].
Ekkor a karakterisztikus egyenlet

A2 4100 +16 =0,

a két sajatérték
AM = 72}15_1

Ay = 78}15_1.

Mivel valdsak a sajatértékek, és mindketté megjelenik egy-egy expo-
nencidlis kifejezés kitevsjében, az elsérendti hdlézatoknal megismert
id6alland6 analdgidjara bevezethet6k a

T = —/\—l = 0,5ps
1
T = A, = 0,125ps

7z

idéallandok. A kettd koziil a 0,5 ps érték domindl, ez fogja meghata-
rozni a fesziiltség lefolyasat.
A kondenzétor fesziiltségének idofiiggvénye ¢t > O-ra:

4 5 1
ue(t) =10 |1 ze 2t+§e 8t

Az idéfuiggvényt a 2. dbran dbrazoltuk.

Komplex konjugdlt sajdtértékek

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa negativ, akkor komp-
lex konjugélt sajatértékpart kapunk. Ennek feltétele a { < 1,

L
R<2y/=.
<2\Ve

Ebben az esetben célszerti a sajatértékeket az aldbbi formaban kifejez-
ni:
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Mo = wy <—C:|:\/§2—l> =4+ jw, (6)

ahol bevezettiik a
5 - gw;q

w =/1— 2wy,

roviditéseket. (0 a sajatértékek valosrészének (—1)-szerese, w a sajat-

és az

értékek képzetes része: Ay, = —6 £ jw.)
Ezzel a kondenzator fesziiltsége ¢ > O-ra

A gt M e/\zt:|

— 14 22 —
uc(t) = Uy [ + " _Aze N

Az Gjonnan bevezetett jelolésekkel

ue(t) = Uy {1 L T (ot _ We(éjw)t] .

2jw 2jw

A kitevSkbdl kiemelhets e %, amivel

—ot I . _ 1 .
we(t) = U {1 L7 <5]we+]wt _ ermﬂ .
2j w w

A bels6 zardjelben a két tag egymads konjugéltja. Ha egy komplex
szambol kivonjuk a konjugaltjat, akkor

(a+jb) = (a = jb) = 2jb,

2. dbra: Példa: az ugrdssal gerjesztett
soros rezg6korben a kondenzéator
fesziiltsége valds sajatértékek mellett.

A harom tagnak a zold szaggatott
vonalak, a kondenzator fesziiltségének
a kék gorbe felel meg. Azt is tudjuk,
hogy at = 0-ban a gorbe érintsje
vizszintes (derivaltja nulla), mert
u.(+0) = 0. Ez valdban jol lathat6 a kék
gorbén.
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a képzetes rész 2j-szeresét kapjuk. Mivel

S {_(S_JWEHW} =3 {_(S_]w (coswt+jsinwt)}
w w

= — sinwt — cos wt,
w

amivel

0 t <O,

uc(t) = Us {1 _ oot (% sin wt _|_cosa;t)} t>0.

A szabad valasz tehat exponencidlisan (1/¢ id6allandéval) lecsengd,
w korfrekvencidju szinuszos rezgés. Az w korfrekvencia a veszteség-
mentes (R = 0) rezgékor w,, természetes rezonanciafrekvencidjanal
valamivel alacsonyabb.

Példa: legyen Uy = 10V, R = 08k, L = 1mH,C = 1/16
nF. Legyen a koherens egységrendszer [V, mA, k), mH, nF, ps,
Mrad/s].Ezzel a rendszermatrix a koherens egységrendszerben

a_]o 16 1 ,
-1 -08
és Az L és C értékek megegyeznek az el6-
0 z6 példabeli értékekkel, az R ellenéllds
B = . azonban jéval kisebb, a rezg6kor csil-
1 lapitési tényez6je sokkal kisebb (j6sdgi

tényezdje sokkal nagyobb), mint az

Ekkor a karakterisztikus egyenlet 1626 példaban.

A2 4080 +16=0,
a két sajatérték
Ao = (—04+398j)us™?,

vagyis 6 = 0,4 ps~!, aminek a reciprokét ismét tekinthetjiik idéallan-
dénak, hiszen az exponencidlis lecsengést adja meg,

T = 2,5us.

A sa]étérték képzetes részét korfrekvencidnak tekmt]uk, w = 3,98
1 _
VLC

4 Mrad/s, a csillapitott rezgés korfrekvencidja ennél valamivel ki-

Mrad/s. A rezgtkor természetes rezonanciafrekvencidja w, =

sebb. (Minél kisebb a csillapitasi tényezd, tehat a rezgékorben levd
,terhel3” ellendllds, annél kozelebb van w az w;-hez.)
t > 0-ra

0,4
_ 04t s
uc(t) =10 [1 e (3,98 sin 3,98t + cos 3,98t>} ,

amit egy szinusz- és egy koszinusz 0sszege helyett egyetlen, fa-
zisban eltolt koszinuszos jelként szokds megadni. Kihasznaljuk,
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hogy A coswt + Bsinwt = Ccos(wt + p), ahol C = A2+ B2 és
B

p = —arctan 5. Ezzel az azonossaggal atirva végiil Ezt az azonossagot késébb kénnyen le
tudjuk majd vezetni, amikor bevezetjiik
_ f kat.
uc(t) = 10 [1 — 1,005¢ %4 cos(3,98 — 0,1)} . (;) ~ °fazoroka

A kondenzator (7) szerinti fesziiltségének idéfiiggvényét a 3. dbran
lathatjuk.

3. dbra: Példa: az ugrassal gerjesz-
20 Uc (t) [V] tett soros rezg6korben a kondenzator
* fesziiltsége komplex konjugalt sajatér-
tékek mellett. A szaggatott vonalak az
un. burkol6t mutatjék:

v(t) =10 [1 + 1,0056—0,415] )

amelyek az uc () minimumat, illetve
maximumat jelolik ki, hiszen a ko-
szinuszfiiggvény +1 értékek kozott
ingadozik.

A 4. dbran a { csillapitdsi tényezé fliggvényében dbrazoltuk az
ugrds gerjesztéshez tartoz6 kondenzator-fesziiltségek idofiiggvényét
tovabbi { értékekre. Zardjelben az adott csillapitasi értékhez tartozo
R ellendllast tiintettiik fel. A tekercs és a kondenzétor, valamint a ger-
jeszt6 fesziiltség megegyezik a kordbbi példdkban latott értékekkel.

Itt is j6l latszik, hogy kis csillapitasi tényez6 (kis ellenallds) mellett
a szabad véalaszban exponencidlisan csillapitott szinuszos dsszetevd
van, mig 1-nél nagyobb csillapitasi tényez8k mellett valds exponenci-
alis, nem rezg{ jellegii a szabad vélasz.
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—_————

——(=02(R=16kQ)

—— (=05 (R=4kQ)
{=07(R=72kQ)
C=1(R=8kQ)
C=141(R=113kQ)

—

\_/

4. dbra: A kondenzitor fesziiltsége kii-
16nb6z6 g értékekre. ¢ > 1 értékekre két
valds sajatértéket, a { < 1 értékek mel-
lett konjugalt komplex sajatértékpart
taldlunk. Az utébbi miatt a sajatvalasz
rezgd jellegli. Ez a rezgés azonban csak
akkor valik markéanssa (pl. a piros gor-
be), ha { szamottevGen kisebb 1-nél. Pl
a { = 0,7 esetén (z6ld gorbe) még nem
indokolt rezgésr6l beszélni, de minden
¢ < 1 érték mellett fellép a tallendiilés
jelensége: a jel az dllandésult dllapot
beallta el6tt egy vagy tobb alkalommal
atlépi az allandésult értéket. Ennek
els6sorban a szabalyozastechnikdban
van jelent6sége. A kisebb csillapitési
tényez0jti szabalyozott rendszer ha-
marabb eléri az dllandésult dllapotot,

a tallendtilés azonban éltaldban nem
kivanatos (gondoljunk példaul egy
felvoné vezérlésére).
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A rendszeranalizisben két un. vizsgaldjel, az egyégugras és a Dirac-
impulzus kitlintetett szerepet jatszik. Bevezetjiik a két vizsgaldjelre
adott valaszt, az ugrés- és impulzusvélaszt, valamint megvizsgél-
juk a jelek kozott fennallé dsszeftiggéseket, tovabba bevezetjiik az
altalanositott derivalt mtiveletét, amellyel szakadasos fliggvények is
derivalhatok.

Motivdcio

Az eddigiekben a linedris rendszer valaszjelét az allapotvaltozos le-
irds megolddsaval hatdroztuk meg. Ez egy két 1épéses folyamat: a
megoldas sordn el6szor az allapotvaltozok idéfliggvényét kell kifejez-
niink az Osszetevokre bontds mddszerével, majd az allapotvaltozok
ido6fliggvényét a valaszra vonatkozé egyenletbe kell helyettesitentink.
Az allapotvaltozok kifejezése egy differencidlegyenlet-rendszer meg-
oldasét igényli, ami j6 betekintést ad a rendszer bels6 , mtikddésébe”,
szamitastechnikailag egy hosszadalmas mfivelet.

A Vi1ZSGALOJELEK bevezetésével egy olyan lefrdsmddot kerestink,
amely a rendszer u(t) gerjesztése és az y(t) vélasza kozott egy koz-
vetlen, explicit kapcsolatot ad. Ahogy az elnevezés is sugallja, a vizs-
galdjelek moédszerének alkalmazasdhoz ismerntink kell a rendszer
valaszjelét egy vagy tobb nevezetes gerjesztd jelre. Linedris, invarians
rendszer tetsz6leges gerjesztésre adott vdlaszat ezen vizsgaldjelekre
adott védlasz ismeretében egyszertien meg lehet hatdrozni. A két leg-
fontosabb vizsgéléjel az egységugras és az un. Dirac-delta. A rend-
szernek a Dirac-delta gerjesztésre adott vélasza, az impulzusvalasz az
egyik legfontosabb tn. rendszerjellemzg fiigguvény.

Az egyséqugrds

Az egyik kitlintetett vizsgalojel az egyséqugrds (Heaviside-féle ugras-
fuggvény), amelynek definicidja (1. dbra):

0, t<0
1, t>0.

e(t) =

A t = 0 id6pillanatban a jel nem értelmezett.

1. dbra: Az egységugras

1 l<t)

2. dbra: Az fi(t)
vény

e(t) cos(wt) fiigg-



Az egységugrast haszndlhatjuk belép6 jelek (olyan jelek, amelyek
t < 0 id6kre azonosan zérus értéktiek) kifejezésére. Példdul az

0, t<0
coswt, t>0

fi(t) =

jel kifejezhet6
f1(t) = e(t) cos wt

alakban (2. 4bra).
Gyakran hasznalunk olyan dn. ablakfiiggvényeket, amelyek egy
T; < t < T, intervallumban vesznek fel nem nulla értéket. Példaul
egy Fy magassagu négyszogletes ablak (vagy négyszogimpulzus)
kifejezése
folt) = Fole(t — Th) — e(t — T2)]

(3. dbra).

Az ugrdsvilasz

Egy lindris, invaridns rendszernek az u(t) = ¢(t) egységugras gerjesz-
tésre adott valasz az y(t) = g(t) ugrdsvdlasz.

u(t) =e(t) | Linedris |y (1) = g(t)
——— | invaridns [—
rendszer

Linearis, invarians Kirchhoff-tipust hél6zatok éltal reprezentdlt
rendszerek ugrasvalasza (legaldbb kozelit6leg) meghatarozhato.
Ha példaul a hédlézat altal reprezentdlt rendszer gerjesztése egy fe-
sziiltségforrés us(t) fesziiltsége, a vélasz pedig a kondenzator uc(t)
fesziiltsége (5. dbra), akkor a rendszerre t = 0-ban Uy fesziiltségii
egyenfesziiltséget kapcsolva

us(t) = e(t)Uo,
a kondenzator fesziiltsége pedig
uc(t) = e(t)Uy (1 - e_t/T> , T=RC,

ahol az ¢(t) faktorral tomoren ki tudjuk fejezni, hogy t < 0-ra a
valasz azonosan nulla (bekapcsolasi folyamat). Ebb6l a rendszer
linearitdsa miatt az ugrdsvalasz

8(6) = e = elt) (1-¢77),
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T] Tz
3. dbra: Az
fo(t) = Role(t = Th) —&(t — T2)]

figgvény

Az ugrasvalaszt (angolul step response) a
rendszer dtmeneti fiiggvényének is szokds
nevezni.

4. abra: Linedris, invaridns rendszer
ugrasvalaszanak értelmezése

«\(D c::PC

5. dbra: A kondenzator kimenetti RC-
tag ugrasvéilaszdnak méréséhez. A
gyakorlatban egy fesziiltségforras, plL.
egy jelgenerator, csak véges meredek-
ségli (nem nulla felfutési idejti) ugrast
képes produkdlni. Amig a felfutdsi
id6 sokkal kisebb, mint a rendszer
idéallandéja (jelen esetben T = RC),
addig a mért vélasz jol kozeliti az elvi
ugrasvalaszt.




ami dimenzi6 nélkiili mennyiség, hiszen két fesziiltség hanyado-
saként kaptuk. A gerjesztés, ill. a vdlasz dimenzi6jatol fliggben az
ugrasvalasz lehetséges dimenzidit a kovetkezd tablazat foglalja ossze:

erjesztés
, ¢ fesziiltség dram
vélasz
fesziiltség 1 ellenallds
aram vezetés 1

Az ugrdsvdlasz szdmitdsa

A g(t) ugrasvélasz az éllapotvaltozos leirasbol szamithato, ha azt
u(t) = e(t) gerjesztésre oldjuk meg. A kezdeti értékek, bekapcsoldsi
folyamatrol 1évén sz6, x(+0) = 0:

x' = Ax + Bu
y=Clx+Du
u(t) =e(t)
x(+0) =0

Az dsszetevikre bontés soran, mivel u(t) = 1, ha t > 0, a gerjesztett
Osszetev6t konstans alakban kell keresntink:

x¢(t) = Xp (allando).

A feladat megoldasara korabban szamos példat lattunk.

A Dirac-impulzus

Az egyik legfontosabb vizsgaldjel a d(t) Dirac-impulzus (Dirac-delta),
amelynek definiciéjat az aldbbi két tulajdonsag adja meg:

5(t)=0,hat+#0

/ s(dt =1 @

A Dirac-impulzust a 6. dbran lathat6 nyillal jeloljiik. A Dirac-
impulzus matematikai értelemben nem fiiggvény, hanem egy dlta-
ldnositott fiigguény (disztribtici6). A Dirac-impulzus értelmezésébdl
kovetkezik, hogy egy tetsz6leges f(t) folytonos fiiggvényre és tetszs-
leges val6s t( id6pillanatra érvényes, hogy

f(#)o(t —to) = f(to)d(t — to), (2)
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6. abra: A Dirac-impulzus



hiszen 6(t — tg) csak a t = tp-ban vesz fel nullatél kiillonbdzs értéket.

Ezzel
/f(t)&(t—to)dt: /f(to)é(t—to)dt:f(to) /J(t—to)dt,
vagyis N
[ £t = )t = £(to). ©)

A Dirac-impulzus szdrmaztatdsa

A Dirac-impulzus tébbféle médon is szarmaztathat6. A mtiszaki gya-
korlatban egy ,nagyon” révid impulzus modellezésére hasznaljuk,
ezért kézenfekvs, hogy az impulzusbdl valé szarmaztatdst targyaljuk.
Jelolje 6(t, T) a T szélességti, % magassagl négyszogimpulzust (7.
dbra):

1
S(tt)=¢"
0, egyébként.

o<t<rT

A jelet egységugrasok segitségével is leirhatjuk:

5(t,7) = %[e(t) —e(t—T)].

Az impulzus teriilete (intenzitdsa) nyilvanval6éan egységnyi:
/ 5(t,T)dt = 1.

A 6(t, 7) impulzus a T impulzusszélességet minden hatdron tul csok-
kentve a Dirac-impulzusba megy at (8. abra). A Dirac-impulzusra
tehét egy , végteleniil” keskeny, egységnyi intenzitdsd impulzusként
gondolhatunk. Az 56(t) impulzus intenzitdsa pedig 5, amit a nyil
mellé irt szdmmal jeloliink.

Az impulzusvdlasz

A linedris, invaridns rendszernek az u(t) = 6(t) Dirac-impulzus ger-
jesztére adott y(t) = h(t) valaszjelét impulzusvdlasznak nevezziik. Egy
Kirchhoff-tipust rendszer impulzusvélasza kozelitéleg mérhet6 vagy
szimuldlhat6, ha a rendszert egy rovid impulzussal gerjesztjiik. A 5.
dbra RC-tagja esetén a gerjesztés fesziiltség. Legyen ez egy Uy amp-
litadéja, Ty szélességli négyszogimpulzus, ahol Ty elhanyagolhat6 a
rendszer idéallanddjdhoz, T = RC-hez képest:

us(t) = Uole(t) —e(t — To)] = UoTod(t, To).
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7. dbra: A 4(t, T) egységnyi intenzitdsu
ablakfiiggvény

6(t)

=

T T

8. dbra: A 4(t, T) egységnyi intenzitdsu
ablakfiiggvény T — 0 hatarértékben
Dirac-impulzusba megy 4t

Az impulzusvélasz (angolul impulse res-
ponse) mellett a siilyfiiggvény elnevezés
is hasznélatos, amelynek az értelmét a
vélasz szamitdsanal fogjuk latni.



u(t) = o(t) | Linedris 1 y(t) = h(t)
—— | invaridns [—
rendszer

A rendszer linearitasabol kovetkezik, hogy az impulzusvélasz a rend-
szer uc(t) valaszjelébdl

1
h(t) ~ e (®)

forméban szamithat6. Ebben az esetben az impulzusvélasz nyilvan-
val6an reciprok idédimenziéju.

Az impulzusvdlasz kozvetlen szdmitdsa

Az impulzusvélasz szintén meghatdrozhaté az allapotvaltozos leirds
megolddsaval. A gerjesztés u(t) = 6(t), és tudjuk, hogy a kiinduldsi
allapot zérus, mert bekapcsolasi folyamatr6l van sz6, a rendszer

t < 0-ra energiamentes. Osszefoglalva a megoldandé problémét,

x' = Ax + Bu
y=Clx+Du
u(t) =e(t)
x(—0)=0
y(t) = ht) =2

Lattuk, hogy korlatos gerjesztés mellett az allapotvaltozok folyto-
nosak (nem ugranak). A Dirac-impulzus azonban nem korlatos a

t = 0-ban, ezért meg kell vizsgdlnunk, hogy mi az 6sszefiiggés az al-
lapotvaltozok kiinduldsi és kezdeti értéke kozott. Az allapotvaltozok
ugrasa a t = 0-ban

+0 +0
Ax = x(+0) — x(—0) = /x’dt - /(Ax+Bu)dt.
~0 ~0

Mivel x(t) allapotvéltozo (energidval kapcsolatos mennyiségek, pl.
kondenzator fesziiltsége vagy tekercs arama szerepel benne), x(t)
maga biztosan korldtos. Az integrandus elsd tagja tehat korlatos. Ha
u(t) is korlétos az integrandus mdsodik tagjaban, akkor az integral
értéke nulla, az allapotvéltozok nem ugranak. Az u(t) = 6(t) gerjesz-
tés azonban nem korlatos a t = 0-ban. Az integral értéke

+0 +0
Ax = / BS(t)dt = B / 5(t)dt = B.
~0 ~0
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9. dbra: Linearis, invarians rendszer
impulzusvalaszanak értelmezése

A JR2 targyban kozvetlen moédszereket
is megismeriink majd, amelyek lehet6vé
teszik, hogy pl. a haldzati leirdsbdl,

az allapotvéltozos leiras kikertilésével
szamoljunk impulzus- és ugrasvalaszt.
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Ebbél a kezdeti értékekre a
x(+0) =x(-0)+B =B

osszefiiggés adodik. Dirac-impulzus gerjesztés mellett tehat az 4lla-
potvéltozék ugranak, az ugrds mértéke megegyezik az AVL B vekto-
réval.

Az OsSZETEVOKRE bontés sordn az

x(t) = x¢(t) + xg(t)

alakban keressiik a megoldést. Azonban a Dirac-impulzus csak f =
0-ban vesz fel nem nulla értéket, t > 0-ra u(t) = 0 (a rendszer
gerjesztetlen, magdara hagyott), ezért nincs gerjesztett dsszetevd,

Az allapotvéltozok idéfliggvényében csak a szabad Osszetevd jelenik
meg. Arra az esetre szoritkozunk, amelyben az A rendszermatrixnak
egyszeres sajatértékei vannak (A, # Ay, p # q):

N
x(t) = x¢(t) = ) Kymper".
p=1
Az ismeretlen K, dllandokat a kezdeti feltételeket t = +0-ban érvé-
nyesitve kapjuk: az

N
x(+0) = ) Kym, =B
p=1

egyenletrendszer megoldésaval kell a K, értékeket kifejezni. Végeze-
tiil az allapotvaltozokat a valaszegyenletbe helyettesitve az impulzus-
vélasz formuléjara

N
h(t) = C'x+Du =Y K,CTmpe™" + Dé(t), t>0, (1)
p=1

vagy egységugrassal kifejezve

N
h(t) =e(t) Y K,CTmpe! + Dé(t) (5)
p=1

alaku dsszefiiggést kapunk. Tudjuk, hogy linedris, invarians és ka-
uzalis rendszernek van dllapotvéltozos lefrdsa. Egy ilyen rendszer
impulzusvélasza a (5) alapjan belépé jel: belépd exponencidlis tago-
kat, és a t = 0-ban Dirac-6sszetev6t tartalmazhat.
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Késtbb latni fogjuk, hogy nem kauzalis,
de linedris és invaridns rendszereknek
is van impulzusvalasza, de annak nem
kell belépének lennie.
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Kapcsolat a vizsgdldjelek kozott

A Dirac-impulzust definidl6 két tulajdonsag (6(f) = 0,t # 0és

f fooo 5(1’ )d‘l’ = 1) alapjan vizsgdaljuk az aldbbi integralt: A 1 valtoz6t értelemszertien nem
idéallandoként, hanem integralasi
véltozoként hasznaljuk, a t véltozo

0, t<0

t
,helyén”.

o(T)dt = =¢g(t),

L() MRPETC

mert az integrandusban csak T = 0-nél szerepel nem nulla érték,
ami ¢t > 0 fels6 hatdr mellett 1ép fel. Az egységugras tehat a Dirac-
impulzus integralja:

t
e(t) = / 5(7)dr. ©)
—0o0
Az (6) egyenlet megforditdsa adja a két vizsgaldjel kozotti masik
Osszeftiggést:
; A 5(t) = € (t) bsszefliggést ugy

‘S(t) =¢ (t)/ (7) értelmezhetjiik, hogy az egységugras

] a t = 0id6pillanaton kiviil konstans,
ami egy un. dltaldnositott derivdlt kapcsolatot takar, ugyanis érvényes aminek nulla a derivaltja. A t = 0-ban,
at = 0-beli szakadési helyen is, ahol a k6zonséges derivalt nem a szakadasi helyen a valtozds sebessége
, végtelen nagy.
értelmezett.

f(t)
Az dltaldnositott derivdlt

Az altalanositott derivalt értelmezését szakaddasos fliggvényekre egy
példan keresztiil mutatjuk be. Vizsgdaljuk az aldbbi jelet:

£(6) = [e(t) et = D sin 7,

ami egy szinuszjel negyed periédusa. A jel derivéltja a szorzat deri- T
valasi tétele alapjan ((uv) = uv’' 4+ u'v) 10. 4bra: Az
t
1Y — e E) — e (1 TV i L T T s T £8) = [e(t) —e(t = T)]sin
fi(t) =[e(t) —€(t—T)]sin 57 T [e(t) —e(t —T)] T €08 o N
5(H)—3(t-T) J
Az els6 zardjelet felbontva a (2) tulajdonsag alapjan 10
Tt
8(t) sin T = 0
t
és
Tt . T
o(t— T)smﬁ =0(t— T)smﬁ =1-6(t—-T),
az altalanositott derivélt pedig
—1
/ U it ,
fi(t) =[e(t) —e(t—T)] - T cos T 1-6(t—T). 11. dbra: Az f(t) jel 4ltalanositott

derivaltja
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Az altalanositott derivalt a fiiggvény szakadasi helyein annyi Dirac-
Osszetevét tartalmaz, amekkora a jel ugrdsa a szakaddsi helyen. A T
helyen lev6 szakadds esetén az altalanositott derivaltban szerepel egy

[f(T+0) = f(T-0)]-6(t-T)

tag. A targyban gyakran taldlkozunk olyan jelekkel, amelyek a t = 0-
ban 1épnek be, és a t > 0-ra egy v(t) folytonos figgvénnyel jellemez-
het6k, azaz

f(t) =e(t)v(t)
alakaak. Az f(t) ugrésa t = 0-ban Af = f(40) — f(—0) = v(+0). Az
altalanositott derivélt ebben az esetben

f'(t) = e(t)'(t) + 6(t)v(+0) ®)

alakt: a t = 0-ban annyi Dirac-9sszetevét tartalmaz, amekkora f/(t)

ugrdsaat = 0O-ban, det > 0-ra v(t) derivaltjat a hagyomdnyos
értelemben szamolhatjuk.

Az impulzus- és az ugrdsvdlasz kapcsolata Vi
A vizsgdlojelekre adott vélaszok kozotti kapcsolatot egyszerti gon- o
dolatmenettel megsejthetjiik. Legyen a linedris, invaridns rendszer u(t) .I_|nea.r1|s y(t) =
explicit gerjesztés-valasz kapcsolatat leir6 operator V- merens v {u®}
p &1 p p ) rendszer
]/(t) =) {u (t) }r 12. dbra: Linedris, invarians rendszer
gerjesztés-véalasz kapcsolatat leird

amit a vizsgal6jelekre gerjesztésre alkalmazva

g(t) =V{e(t)}; € h(t) =V{é(t)}.

Kihaszndlva a rendszer linearitdsat és invaridns tulajdonsagat, az

operéator

id6ben eltolt és skaldzott egységugrasra adott vdlasz az ugrdsvalasz
eltolt és skalazott megfelelSje lesz:

Y { let — et =Tl p = -ls() — (e = o).

0

~g' (1)
A megadott gerjesztés a Ty — 0 hatdrdtmenetben Dirac-impulzusba
megy at,
y{a(n)} =g't),
vagyis
h(t) = g'(t)
kapcsolatot ad: az impulzusvalasz az ugrasvélasz altalanositott deri-
valtja. Formalisan

t
g(t) =V{e(t)} =Y { / 5(T)dT}



Az integralas és az operator felcserélhet6ek, ezért

t
s = [ Yy,

T p(r)

a két valaszjel kozott az

t
g = [ ndr, wt) =g

Osszeftiggések teremtenek kapcsolatot. Az impulzusvélasz kozvetet-
ten kiszdmithat6 ugy, hogy az AVL-b6l kiszamitjuk az ugrasvalaszt,
majd annak (4ltaldnositott) derivaldsaval nyerjiik az impulzusva-
laszt. A szamitast a 13. dbran illusztraljuk: az RC-tagot reprezentélé
rendszer véalaszjele legyen most a korben foly6 i dram!

Az i dramra vonatkoz6 ugrdsvélaszt az elsérendi hal6zatokra
vonatkoz6 0sszefliggés alapjan konnyen felirhatjuk. A gerjesztés
us(t) = e(t), vagyis u(t) = 1,t > 0. Az dram kezdeti értéke, mivel a
kondenzétor a t = 40-ban rovidzér,

1
(10) = L
i(+0) =
a végértéke pedig o, hiszen a kondenzator szakaddassd valik. Az ug-
rasvalasz

g(t) =e(t)—=e /T, T=RC.
Az ugrésvalasz g(t) = v(t)e(t) alaku, ezért az 4ltaldnositott derivalt
(8) értelmében
/ / 1 —t/T 1
h(t) = g'(t) =v'(t)e(t) + v(+0)d(t) = Rl e(t) + E(S(t),

az id6éllando6t behelyettesitve

_ _L —t/T . l _
h(t) = r2ce e(t) + Ré(t), T = RC.
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13. dbra: Példa az impulzusvalasz
indirekt meghatdrozésara




13. Az impulzusvdlasz alkalmazdsa
Bilicz-Horvdth

2021. mdjus 4.

A konvoliicié

A linedris, invaridns rendszer h(t) impulzusvélasza a (t) Dirac-
impulzusra, mint vizsgaldjelre adott valasz. El6szor intuitivan, majd
formalisan is levezetjiik, hogy a rendszer valasza tetsz6leges gerjesz-
tésre meghatdrozhaté az impulzusvalasz ismeretében a konvoliicié
miiveletével.

Tetszbleges u(t) gerjesztéshez tartozo valasz meghatarozéasahoz
kozelitstik az u(t) fiiggvényt rovid, AT hossztsédgu konstans szaka-
szokbol 4ll6 fiiggvénnyel. Emlékezziink a 6(t, AT) egységnyi intenzi-
tasa ablakfiiggvény definicidjara (1. dbra):

1
AT’ 0<t<AT

5(t,AT) = .
0, egyébként.

Ilyen impulzusok id6ben eltolt és skaldzott verzi6it hasznaljuk u(t)
kozelits elballitasara (2. dbra):

u(t) ~ i 5(t — kAT, AT)u(kAT)AT.

k=—c0

Jelolje a rendszer 6(t,AT) jelre adott vélaszat h(t, AT):
h(t,At) = Y{6(t,AT)}.

Kihasznéalva a rendszer linedris és invaridns tulajdonsédgat, az eltolt
és skélazott impulzusokra adott vilaszok szuperpondlhaték:

y(t)~ Y h(t—kAtT, AT)u(kAT)AT,
k=—c0

aminek az alakja olyan, mint egy integralkozelit6 ¢sszeg (téglany-
Osszeg). Ha a At értékét minden hatdron til csokkentjiik, akkor a
kAT diszkrét 1épések egy, az id6tengely mentén folytonosan val-
toz6 T mennyiségbe mennek at. A 6(t, At) ablakfiiggvény Dirac-
impulzushoz, a rendszer h(t, AT) valasza a h(t) impulzusvélaszhoz
tart:

kAT — 1, AT —dt, 6(t,AT) — 6(t), h(t,AT) — h(t).

—terllet = 1

AT

1. abra: Az 6(t, AT) egységnyi intenzité-
st négyszogimpulzus

AT 2AT 7T kA"r ‘

2. dbra: Az u(t) gerjesztés szakaszon-
kénti kozelitése eltolt és skaldzott

5(t, AT) négyszdgimpulzusok dsszege-
ként. A zolddel kiemelt impulzus a kAT
idépillanatban belép6

O(t — kAT, AT)u(kAT)AT

impulzus.

1
At

5(t,AT)

h(t, AT)

AT

3. dbra: A 4(t, AT) négyszogimpulzusra
adott hi(t, AT) vélasz (példa)
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Igy az integralkozelit 6sszeg az aldbbi integralba megy at:

y(t) = / h(t — T)u(t)dt = h(t) * u(t) (1)

A (1) mtivelet neve konvoliicid, és a tovdbbiakban a * operatorral
jeloljuk. Az 6sszefiiggés formadlisan is beldthaté. Jelolje a lineéris,
invaridns rendszer gerjesztés-valasz kapcsolatat ):

y(t) = Y{u(t)}.
Egy tetszOleges, folytonos u(t) jelre igaz, hogy

u(t) = / S(t —T)u(t)dr, (2)
ugyanis (2) egyenletben az integrandus csak ott vesz fel nem nulla

értéket, ahol a Dirac-impulzus argumentuma zérus, azaz a T = t-ben.
Ennek megfelel6en az integraldsi hatdrokat is médosithatjuk, és

o t+0 t+0
S(t—7tu(t)dt= | 6(t—t)u(t)dt =u(t) | 6(t—1)dTt = u(t),
! / /

ahol az utols6 két 1épésben kihasznéltuk a Dirac-impulzus két, korab-
ban megismert tulajdonsagat, amit a széljegyzetben megismételtiink.
Az 0sszefliggést kihaszndlva a vélasz irhatjuk

y(t) = Y /5(t—T)u(T)dT - /y{é(t—r)u(T)}dT

h(t—7)u(T)

alakban, amelyben a linedris operdtort az integralassal felcserélve a
konvoltcié miiveletét kapjuk. A konvoltcié szemléletes értelmezését
a 4-6. abrakon lathatjuk.

A konvoliicié tulajdonsdgai

A konvolucié kommuntativ, az

dx = —dt

x=t—r1,

valtozéceserével ugyanis
y(t) = /h(t—r)u(r)d’r: /h(x)u(t—x)(—dx) - /h(x)u(t—x)dx

vagyis

y(t) = h(t) = u(t) = u(t) « h(t),
az operandusok szerepe felcserélhets. A két alak koziil szabadon

kivalaszthatjuk a kevésbé szamolasigényeset.

Emlékezziink, hogy

/OOJ(t)dt =1,

tovébb4, a jelolésekkel visszaélve, T
véltoz6t folytonos idévaltozoénak, t-
t pedig egy konkrét id6pillanatnak
tekintve

u(t)é(t—7) =u(t)é(t—1)
A (2) dsszefiiggés u(t) és §(t) konvola-

cidja:
u(t) = u(t) «5(t),
tetsz6leges folytonos jelet Dirac-

impulzussal konvolvélva 6nmagét
kapjuk vissza.

4. dbra: A konvoltci6 szemléltetésére
hasznélt h(t) és u(t) jelek
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BELEPO JELEK esetén az integraldsi hatarok sztikithet6k. Ha a ger-
jesztés belépd (u(t) =0, hat < 0):

y(t) = / h(t — Tyu(t)dt = /h(t —Du(t)dt < u(f)=0,t<0.

—o0 -0
Az integralas als6 hatdra —0, hogy a gerjesztésben esetleg szerepld
O(t) Osszetevét is figyelembe vegye. Ha a szoban forgé rendszer
kauzdlis, akkor az impulzusvalasza belépd. Az allitas kézenfekvd, mert
kauzalis rendszer vélasza nem el6zheti meg a gerjesztést, azonban
kés6bb be is latjuk majd azt. Kauzalis rendszerre h(t) = 0, hat < 0,
és a konvoltcié
t+0

y(t) = 7h(t—T)M(T)dT: /

—00

h(t—t)u(t)dt < h(t)=0,t<0,

mert T > t értékekre a h(t) argumentumdban negativ értékek éllnak.
A t + 0 hatar az impulzusvalaszban lev esetleges 6(t) komponens

miatt sziikséges. Végiil, ha a gerjesztés is belépd, és a rendszer is
kauzalis, akkor

£+0
y(t) = / h(t—T)u(t)dt < h(t) = 0,u(t) =0, t < 0.
-0

Példik a konvoliicié szdmitdsdra

Legyenek

u(t) = e(t)e™, h(t) = e(t)e.
A h(t) impulzusvalasz egy elsérendi rendszer jellegzetes impulzus-
valasza, a gerjesztés pedig szintén belépd exponencidlis. A vélasz,
mivel mindkét jel belépé,

t t
y(t) — / E(t _ T)e/\(t_T)e(T)eMdT — s(t) /eAte(oc—A)rdT _
0 0

o]
y(t) = e(t)eM [DC — 1 0 = s(t)ﬁ (e”‘t - e/\t> .

Az y(t) vélasz minden hatéron tul névekszik A > 0, illetve &« > 0
esetben is.

A KOVETKEZO példaban a gerjesztés allando, az impulzusvélasz
pedig exponencidlis tagot és Dirac-0sszetevét tartalmaz, szintén egy
elsdérendti rendszert reprezentalva:

u(t) =Uy, h(t) =0o(t)+e(t)eM,

5. dbra: A konvolucids integralban
szerepl6 integrandus értelmezése.

Az id6tengelyen t helyett T valtozot
tiintettiik fel. A két operandus koziil
az egyiket (jelen esetben &(7)-t) idében
megforditjuk, ezzel h(—1)-t kapjuk.

u(r) 1 h(tl —T)

> .

6. abra: A konvoluciés integralt a t = f;
fix id6pillanatban tgy értékeljiik ki,
hogy az id6ben megforditott operan-
dust (itt h(—7)-t) a t = t1-el a T tengely
mentén eltoljuk. A konvoltci6 ered-
ménye a t; id6pillanatban a T szerinti
integral, ami a zolddel jelolt teriilet:

y(t) = / h(ty — t)u(t)dt

A teljes y(t) fiiggvényt tgy kapjuk,
hogy az id6ben megforditott h(7)-t
,végigestsztatjuk” t = —coést =
oo kozott, majd minden pozicidban
selvégezziik” az integralast.
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a vélasz kifejezésében célszertien az dsszetettebb kifejezésben (h(t)-
ben) hagyjuk meg a T argumentumot:

[e9)

y(t) = / h(t)u(t — t)dt = /°° [5(1’) + s(r)e“} Updt = Uy + Uy
-0

—00

1
A’

a rendszer tehat nem belép6 konstans gerjesztésre konstans valaszje-
let produkal.

Rendszerek stabilitdsa

Az altalunk vizsgalt rendszerek stabilitdsa mind elméleti, mind gya-
korlati szempontbdl 1ényeges kérdés. Az altalunk megvaldsithaté
rendszerek soha sem linedrisak tetszélegesen nagy értékii gerjesztés-
re. Ha egy rendszer bels¢ véltozéja vagy valaszjele minden hatdron
tal novekedne, akkor eldbb-utébb elérjiik a linedris miikodési tarto-
many hatérat: az elektronikus dramkorok talvezérlédnek, telitésbe
mennek; a digitalis algoritmusoknal tllépjiik a szdmdbrazolas ha-
tarat, stb. Az instabil rendszer gyakran ,rossz” modellje egy fizikai
objektumnak, amit el akarunk kertilni.

A gerjesztés-vdlasz stabilitds

A linedris, invaridns rendszer gerjesztés-valasz stabil (GV-stabil), ha
tetsz6leges korlatos gerjesztésre adott vélasza korlatos. Képlettel
kifejezve

Vu(t) : [u(t)] < M < 00 = |y(t)] < L < oo

Ha tudunk taldlni akar egyetlen olyan korlatos gerjesztést, amelyre a
valasz nem korlatos, akkor a rendszer instabil. A stabilitdst azonban
nehezebb kozvetleniil bizonyitani. A GV-stabilitds az impulzusvalasz
ismeretében konnyen eldénthet6: a linedris, invarians rendszer akkor
és csakis akkor GV-stabil, ha az impulzusvalasza abszolut integralha-
t6:

Lin. inv. rendszer GV-stabil < / |h(t)]dt < oo

A kritérium elégséges (<=) voltanak igazoldsdhoz fejezziik ki konvo-
lticidval a valaszjel abszolutértékét:

ol = | [ 1t =ou(dr| < [ | =)l ju(x)|dr <
—o0 —o00 <M

§M/ |h(t—T)|dT:M/ ()|t

Léteznek inherensen instabil fizikai
objektumok is: egy hegyére allitott
ceruza, vagy akar egyes vadaszgépek
egyenstlyi helyzetiikb6l kitéritve nem
térnek oda vissza. Ilyen esetekben az
lehet a cél, hogy egy masik rendszer, az
un. szabdlyoz6 beiktatdsaval az instabil
rendszert stabilizaljuk. Ezzel a tertilettel
a szabdlyozastechnika foglalkozik.

Angolul Bounded Input, Bounded
Output (BIBO) stability

A GV-stabilitds a rendszer gerjesztés-
vélasz kapcsolatara vonatkozik, a
rendszer bels6 valtoz6irdl nem hordoz
informéciot.
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A kritérium sziikséges (=) voltat mutassuk meg egy olyan gerjesztd
jelre, amit a vizsgélt rendszer impulzusvalaszédnak el6jelétdl tesziink
fligg6vé az aldbbi médon. Legyen a rendszer gerjesztése

1, hah(—t)>0
u(t) =
~1, hah(—t)<0

ami nyilvanvaldan korlatos jel. A valaszjel értéke a t = 0 id&pillanat-
ban konvoltciéval

y(0) = /h(—r)u(T)dT: / Ih(7)|dT.

A valasztott korlatos gerjesztés mellett csak akkor korldtos a vélasz
(ill. specidlisan y(0) akkor véges), ha az impulzusvdlasz abszolut
integralhato.

Az aszimptotikus stabilitds

A linedris, invaridns rendszer aszimptotikusan stabil, haat = 0
id6ponttol gerjesztetlen (,magdara hagyott”) rendszer sszes allapot-
valtozoéja nulldhoz tart tetszéleges kezdeti allapot esetén. Formulaval

u(t)=0,t> 0}
Vx(+0)

= lim x(t) = 0.
t—o0

A rendszer aszimptotikus stabilitdsa eldonthet8, ha ismerjiik az A
rendszermatrixdnak A, sajatértékeit:

Lin. inv. kauzalis rsz. asz. stabil <& R{A,} <0,Vp=1,2,...,N

A rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha a rend-
szermdtrix minden sajatértéke a komplex szdmsik bal félsikjan he-
lyezkedik el. A kritérium egyszertien beldthat6 (egyszeres sajatérté-
kek esetén) abbdl kiindulva, hogy a t > 0-ra gerjesztetlen rendszer
valaszaban — gerjesztés hijan — nincsen gerjesztett osszetevd, csak
szabad Osszetevd, amelynek alakja a korabbiak alapjan

N
u(t) =0,t> 0= x(t) = x5(t) = Y_ Kympe!
p=1
A kifejezésben talalhaté exponencidlis tagok aszimptotikus viselkedé-
se a sajatértékek fliggvényében a kovetkez6képpen foglalhaté dssze:

Ha van egyetlen sajatérték a képzetes

0, R{A,} <0 tengelyen, akkor a rendszer a stabilitds

. At hatdrhelyzetében van.
lim """ = d oo, RN{A,} >0

t—o0
?, §R{Ap} =0
A tetsz6leges kezdeti dllapot miatt barmelyik K, konstans lehet nem
nulla értékd, ezért minden sajatértéknek a bal félsikra kell esnie.

5
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HaA A RENDSZERMATRIX konkrét szamértékei ismertek, a sajatérté-
kek kiszdmolhatok, a stabilitds egyértelmfien eldénthets. Gyakran

azonban a rendszermatrix paraméteresen adott, vagy mas okbdl el
szeretnénk keriilni a sajatértékek kiszamitdsat a stabilitdsvizsgalat

sordn. Kizardlag a

F(A) =det(AT —A) = AN 4 @ AN L o AN=2 4 dy A +dy =0

karakterisztikus egyenlet ismeretében is eldonthet8, hogy a karak-
terisztikus egyenlet minden gyoke a bal félsikra esik-e. Az ilyen
tulajdonsdgu karakterisztikus polinomot Hurwitz-polinomnak nevez-
ziik. Ennek sziikséges feltétele, hogy a polinom minden egytitthatéja
pozitiv legyen:

F(A) Hurwitz-polinom = d; > 0,i =1,2,...,N

Ez a feltétel ,ranézésre” ellen6rizhets. A feltétel N = 1és N = 2

esetekben elegendd is: N = 1esetben d; = A, az egyetlen
sajatérték.

N = 2: F(A) Hurwitz-polinom < d; > 0,d, > 0

A stabilitdsfogalmak kapcsolata

Kauzélis rendszerek esetén az aszimptotikus stabilitdsbo6l kovetkezik
a gerjesztés-valasz stabilitds. Jelolje az A rendszermatrix sajartékei-
nek halmazéat A 4:

AA = {/\1,)\2, .. .,/\N}.

Lattuk, hogy a rendszer impulzusvélaszanak 4ltaladnos alakja
p !/
h(t) = Do(t) +e(t) Y cpe™¥'.
p=1

Foglaljuk az exponencidlis tagok kitev6iben szerepld )t; tényezbket

egy
Ap = (A Ao A

halmazba. Beldthatd, hogy Ay val6di részhalmaza A 4-nak:

A legtobbszor a két halmaz megegyezik, azaz az impulzusvalaszban
szerepld exponencidlis tagok szama egyenlé a rendszer rendszama-
val, és a kitev6kben a sajatértékek jelennek meg:

N=P A=A,

azonban bizonyos specidlis esetekben egyes sajatértékek hatdsa nem

jelenik meg a rendszer vélaszjelében. Ezért a gerjesztés-valasz kap- Ennek feltételeit a JR2 targyban fogjuk

megismerni.

6
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csolat ismeretében nem lehetiink bizonyosak, hogy a magéra ha-
gyott rendszer minden sajatértéke aszimptotikusan elttinik, igy a
GV-stabilitdsb6l nem kovetkezik az aszimptotikus stabilitds. Ha azon-
ban a rendszer aszimptotikusan stabil, akkor a rendszer sajatvdlasza
korlatos, valamint a korlatos gerjesztéshez tartozo probafiiggvény is
korlatos. Ezért

aszimptotikus stabilitds = gerjesztés-véalasz stabilitds




