Analizis 1. 1. PZH (o) 2020.11.03.

1. feladat 10 pont

Hatarozza meg a
3— 3

241
komplex szamok valds és képzetes részét!

és (B3—3)+(2+2)

3—3 3—3)(2—1 6+ 32— 31— 6 3—3 3
Megoldas: b ( ) ) _oe : 7, ezért Re ) —, és
—— 2+ (2+12)(2+1) 4 —92 2+ 5

3— 3 9
I =——.
m(zﬂ) 5{6p.]
R,e(3—32+2—|—2):5,1111(3—32+2+1):—4.
2. feladat 18 pont

Hatarozza meg a
24— 16 és 20 — 2T

polinomok komplex gyokeit algebrai alakban!

Megoldas: 0 = 2* — 16 megoldésai 212 = +2, 234 = i27,.
0 = 25 — 272 = (2% — 271)2% megoldasai 2z, = V271 = 3+/c0os90° +1sin90° =
3 (cos (30° + k120°) + 2sin (30° + k120°)), (k = 0,1,2), azaz 21 = +1.5v/3 + 1.51, 20 = —31

és 234 = 0

3. feladat 32 pont

Hatarozza meg az

L 2" 43" b on + 3\
® dn = ) ® Op = 3
n? + n3 2n — 5

sorozatok hatarértékét, ha léteznek!

3 3n 377, 3TL
Megoldas: 3 « Vo <a, < { -

vzyad ~ Ve = 1
miatt a, — 3

1+4.5/30\"" (2n+3\° et
by = (o — S .1=c?16p.
’ (1 —7.5/3n> <2n—5) o5 T ©

= {/2-3 — 3, igy a rendérely




4. feladat 16 pont

Mondja ki a rendérelv valamelyik valtozatat!

Hatarozza meg a

(=2 + (=2
(D" + (2

e c, =

sorozat hatarértékét, ha létezik!

Megoldas: Rendérelv barmelyik véaltozata (akar speciélis)

1
—32)" 2"+ —
I e R e P
" - 1
16m 1
+ 16m - 256m
22n+
Cop = —5%22’” — OO
1 R
+ 2562n
_2277,—1 o 1
2n—1
o =2 10p ]
1+

62n—1
Minden elem szerepel valamelyik részsorozatban, igy 2 torlodasi pont van: +oo.
limsup ¢, = oo, liminf ¢,, = —o0 hatarérték nem létezik.

5. feladat 24 pont

Legyen a; = 3 és a,+1 = v/ba2 — 4a, minden n € NT esetén!

Vizsgalja a rekurzioval adott sorozatot korlatossidg, monotonitas és konvergencia szempont-
jabol!

Megoldas: A = v/5A2 — 4A egyenlet megoldasai A; =0, Ay =1 és A = 4.

Teljes indukcioval belatjuk, hogy 1 < a,, < 4 minden n-re.| 3p.

n=1esetén 1 < a; = 3 < 4 teljesiil.

Ha 1 < a, < 4, akkor 1 < 5a, — 4 < 16, ezért 1 < a,, - (5a, — 4) = ba? — 4a,, < 64, tehat

1 < ¢ba2 —4a, = apq < 4.

Megmutatjuk, hogy a,, < a,1 minden n-re,|3p.

Kébre emelés utan a3 < 5a? — 4a,,, azaz a,(a? — 5a, +4) = a3 — 5a? + 4a, < 0, ami teljesiil
mivel a,, > 0 és a? — 5a, + 4 < 0 az el6bbi korlatok kézétt.

Megmutattuk, hogy a, monoton, és korlatos, igy a konvergencia elégséges feltétele miatt
konvergens.

Legyen A = lima,, € R! Felhasznalva a részsorozat hatarértékére és a hatarérték és miiveletek
kapcsolatara vonatkozo tételeket, kapjuk az A = v/5bA2 — 4A egyenletet.

Mivel a,, monoton névé, ezért A > a; = 3, igy a fenti gyokok koziil csak az A3 = 4 lehet a

hatérérték.




IMSC feladat 8 pont

!

(a) Szémolja ki a lim —" hatarértéket!
n n
vn! 1 3n)!
(b) VIS felhasznalasaval szamolja ki a lim @ hatéarértéket!
n e n°n
Megoldas:
(a) A mértani és szdmtani kézepek kozstti egyenlGtlenség miatt ————— < 1 minden
n
ke€{0,...,2n} esetén. Ezt felhasznalva
| . — . — — . . —
0< (2n)! 1 (2n—-1) 2-(2n-2) (n=1)-(n+1) n-2n < 2(2n — 1) 0
n2n n2 n2 n2 n2 n2
—_———— N g
<1 <1
A rendérelv miatt lim =" — 02
rendorelv miatt m o .
/@) 1 3n)! 3\*"
(b) n helyére 3n-et irva kapjuk, hogy ?fn) > —, amibdl ( ?> > () — 00, igy a
n e n e

. . o (3n)!
specialis rendérelv miatt lim S = oo.




