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1. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozési utmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédéd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Két ldddban vannak alméink. Az els6ben 1 romlott és 5 j6, a masodikban 3 romlott és 4 j6. Az
els6bol attesziink a méasodikba egy almat. Mennyi a valészinGsége, hogy ezutdan a masodik dobozbdl
véletlenszeriien valasztva egy almat az jé lesz?

Megoldas:

(0 pont) Legyen A az az esemény, hogy a mésodik hizdsra j6 almat valasztunk, a kérdés tehédt a P(A)
valoszintiiség.

(0 pont) Legyen J az az eselmény, hogy els6 hiizasra j6 almét hizunk, R pedig az, hogy rosszat (ekkor

persze R = J),
(2 pont) ekkor, mivel elsére dsszesen 6 almabol vélasztunk, amelybdl mindossze 1 rossz, igy
5 1
P(J) =~ R)=-.
(N=2 BR=g

(1 pont) J és R teljes eseményrendszert alkotnak,

(2 pont) ezért alkalmazhaté réjuk ill. az A eseményre a teljes valdsziniiség tétele:

P(A) =P(A | J)P(J) + P(A | R)P(R).

(2 pont) Ha elsére jot hizunk, akkor a masodik lddaban a masodik hizés el6tt 3 romlott és 5 j6 alma

lesz, tehat
5

g-
(1 pont) Ha elsére rosszat hiizunk, akkor a méasodik laddban a mésodik huzés elétt 4 romlott és 4 jé
alma lesz, tehat

P(A]J) =

1
P(A|R) = —.
(AlR) =
(2 pont) Tehat behelyettesitve
5 5 1 1 25 4 29
PA) =22 2. 222 22
(4) 8 6+2 6 48+48 48
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2. Egy megkevert magyarkartya-paklibél htizunk 2 lapot visszatevés nélkiil. Jelolje X a kihtzott aszok,
mig Y a kihtzott piros lapok szdmat. Hatdrozzuk meg az X és Y egyiittes eloszlasat. (Egy magyarkartya-
pakli 32 lapbdl all, melyek kozt pontosan darab 8 piros lap és 4 darab (kiillonb6zé szinti) dsz van, az
aszok kozott tehdt pontosan egy piros talalhatd.)

Megoldas:

(1 pont) Mindkét valtozo lehetséges értékei 0, 1 és 2, igy tehdt ranX = ranY = {0, 1,2}

(1 pont) Ha két &szt huztunk, akkor nem hiuzhattunk két piros lapot, igy tehat P(X =2,V =2) =0
(1 pont) Ha két dszt és egy pirosat hiztunk, akkor kihuztuk a piros dszt és még egyet a maradék
harom aszbdl, erre 3-féle kiilonb6z6 lehet6ség adodik, az Gsszes huzasra pedig (322) =16 - 31 = 496
lehet&ségiink van, tehat

P(X =2,V = 1) = -

496
(1 pont) Ha két dszt huztunk, de nem hiztunk pirosat, akkor a z6ld, tok ill. makk dszok koziil hiiztunk
ki kettot, ezt ismét (g) = 3-féle modon tehetjik meg, tehat

P(X =2,V =0) = —.

(1 pont) Ha egy aszt és két pirosat hiztunk, akkor a kihtizott dsz piros, és még egyet huztunk a
maradék 7 piros lap koziil, ez pedig 7-féleképp lehetséges, azaz

]P’(X:I,Y:Q):E?(),.

(1 pont) Ha egy aszt és egy pirosat htuztunk, akkor két lehetéség van, vagy kihtztuk a piros aszt és
még egyet a 21 lapbdl, ami nem piros és nem is 4sz, vagy pedig hiztunk egyet a 7 piros lapbdél, ami
nem asz, tovibba még egyet a z6ld, tok és makk aszok koziil. Ezek egymast kizard események, és az
els6 eset 21-féleképp, mig a méasodik ismét csak 7 - 3 = 21-féleképp kiovetkezhet be, igy tehét

21 21 42

PX=1,Y=1)=—+4+—=—.

496 496 496

(1 pont) Ha egy aszt hiztunk, de nem huztunk pirosat, akkor az egyik lap a z6ld, t6k és makk aszok

valamelyike, a mésik pedig azon 21 lap valamelyike, amelyik se nem piros, se nem &asz, azaz Osszesen
3 - 21 = 63-féle lehet6ségiink van ilyen huzasra, vagyis

63
PX=1Y=0)=—.
(1 pont) Ha nem huztunk &szt, és két pirosat hiztunk, akkor az &sztél kiillonb6z6 7 piros lap koziil
hiztunk kettét, ezt pedig (;) = 21-féleképp tehetjiik meg, azaz

21
P(X=0,Y=2)=—.
( ; )= 106
(1 pont) Ha nem huztunk &aszt, és egy pirosat hiztunk, akkor az asztél kiilonb6z6 7 piros lapbdl ill. az
asztdl és pirostol kiillonbozé 21 lapbdl is egyet-egyet hiaztunk, ez pedig 7-21 = 147-féleképp lehetséges,
vagyis
147
P(X=0,Y=1)=—.
( ; )= 196
(1 pont) Végil ha sem aszt, sem pedig pirosat nem hiztunk, akkor az &sztél és pirostol kilonbozs 21
lapbél hiiztunk kettét, ez pedig (%)) = 210-féleképp lehetséges, tehat

210

(0 pont) Osszefoglalva:
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X
v 0 1 2
0 210/496 | 63/496 | 3/496
1 147/496 | 42/496 | 3/496
2 21/496 | 7/496 | 0

3. Egyenletesen véletlenszeriien valasztunk egy pontot az origd kézépponti egységkoron. Mi a valdszini-
sége, hogy a valasztott pont az (1;0), (0;1), (—1;0) és (0; —1) csticsok altal meghatdrozott négyzetbe
esik?

Megoldas:

(1 pont) Az € eseménytér az origb kdzépponti egység sugari korlap,

(2 pont) ennek teriilete T'(2) = .

(3 pont) Jeldlje a feladatban megadott négyzetet N, ennek oldala /2 hossz1, igy teriilete T(N) = 2.

(3 pont) A geometriai val6sziniiségi mezére vontakozd képlet szerint tehat az N négyzetbe vald beleesés
T(N)

valdszintisége P(NV) = Q)

2
(1 pont) = —~ 0,6366.

4. Legyen X egy olyan val6szintliségi valtozd, melynek eloszlasfiiggvénye

0, ha t < 2,
1

Fx(t) = 5t—l, ha 2 < t <4,
1 hat >4

Hatarozzuk meg az X varhato értékét és szorasat.
Els6 megoldas:

(3 pont) A megadott eloszlasfiiggvény alapjan X ~ U(2;4),

2414

(3 pont) igy a tanult formuldk szerint E(X) = % =3,

4-2)2 1
(3 pont) valamint D*(X) = “-2° = -,

12 3
1

1 pont) azaz D(X) = — =~ 0,5774.
(1 pont) azaz D(X) = —=

Masodik megoldas:

(1 pont) Mivel a t = 2 és t = 4 pontok kivételével az Fx fiiggvény derivalhat6, és minden pontban
folytonos,

(1 pont) igy az eléadason tanult tétel alapjan az X valtozé abszolut folytonos, és az fx siirliségfiige-
vénye az Fx eloszlasfiiggvény derivaltja, ahol a derivalt 1étezik, és 0 kiilénben,

(1 pont) azaz
1
—, ha2<t<4,
fx(t) =4 2
0 kiilénben.

(1 pont) Az X varhato6 értéke definici6 szerint

E(X) :/Oo £ fx(t)dt

—0o0

(2 pont)
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(1 pont) A transzformélt varhaté értékére vonatkozo formula szerint

E(X2) = /Oo 2. fy(t)dt

—0o0

(1 pont)
4 ¢2 3 64—8 28
= —dt: _— :7:—’
9 2 6 6 3
2
) ) ) , 28 1
(1 pont) fgy D*(X) = E(X?) ~E(X)* = 5 -9 =g,

1
(1 pont) azaz D(X) = 7 ~ 0,5774.

5. Egy faléceket készité gép tgy van bedllitva, hogy a legyartott lécek 40 cm hossziaak legyenek. A
tényleges hosszak ettdl vald eltérése (vagyis a gép hibdja) centiméterben mérve normaélis eloszlast
kovet 0 varhato értékkel. Mennyi a hiba szérasa, ha tudjuk, hogy 0,05 annak a valdszintisége, hogy egy
léc nagyobb, mint 40,5 cm?

Megoldas:
(1 pont) Jelélje X a hibat, ekkor a feladat szévege szerint X ~ N(0;02), a kérdés pedig o értéke.

1 pont) A feladat szévege szerint 0,05 = P(X > 0,5).

1 pont) A komplementer eseményre attérve

1 pont) és az X folytonossagat is felhasznalva ez a val6sziniiség 1 — P(X < 0,5),

( )

( )

( )
: e e . 0,5

(2 pont) ami az X valtozo eloszlasfiiggvényével felirva 1 — ® ( )
o

0,5

(1 pont) A fenti egyelnetet atrendezve tehdat a ® (
o

) = 0,95 egyenletet kell megoldni.

(2 pont) A @ fiiggvény inverzét alkalmazva ebbdl

05 _

d1(0,95) ~ 1,64,
ag

2
05 _25 0,3049.

1 h/ ~ =
(1 pont) tehét o 61~

6. Egy dobdkockaval 20-szor dobva az aldbbi eredmények adodtak:
5,3,4,4,4,1,2,6,1,1,6,1,4,3,3,3,1,5, 4, 3.

Hatérozzuk meg a mintadtlagot és a korrigdlt tapasztalati szérést. Irjuk fel a mintdhoz tartozé tapasz-
talati eloszlasfiiggvényt is.

Megoldas:

(1 pont) A mintadtlag

5+3+4+4—|—4—|—1+2+6—|—1+1+6+1+4+3+3+3+1+5+4+3_%_
20 20

T = 3,2.
(1 pont) A korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet s*? = —"-s% ahol s? a tapasztalati szj)résnégyzet, n
pedig a minta elemszdma (jelen esetben 20), a tapasztalati széranégyzet pedig az s? = 12 — 7?2 képlettel

szamolhato,

(1 pont) ahol

52432 4+ 42442+ 42 4+ 124+ 22462+ 12412462+ 12 4+42+324+32+32+ 12452 +42+ 32
20

2 =
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256
ennek értéke pedig 20 = 12,8,
(1 pont) igy tehat
20 20 64 256
* 2 2
=—-(12,8-32°) = — - — = — =~ 2,6947.
N 19 (12,8 3.2 19 25 95 /0947

256
(1 pont) A korrigalt tapasztalati szérds tehat s* = vs*2 = ‘/ﬁ ~ 1,6416.

Ha az altalanos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jaré pont
is megadandé. Ha a megoldé szamologép segitésgével szamolja az atlagot és a korrigalt tapasztalati
szorast kozvetleniil a mintdbol (tehdt a fenti helyettesitéseket nem végzi el), a korriglt tapasztalati
széras és szordsnégyzet, valamint a tapasztalati szordsnégyzet képletének (vagy egy osszevont képlet-
nek), illetve az 22 értelmezésének szerepelnie kell az el6z6 4 pontért. Ezek barmelyikének hignyéért
egyenként 1 pont levonds jar a fenti 4-bél (vagyis példdul egy puszta eredménykozlés esetén mindossze
az atlagért jar pont).

(1 pont) A rendezett minta

1,1,1,1,1,2,3,3,3,3,3,4,4, 4,4, 4,5, 5, 6, 6,

(4 pont) tehat a tapasztalati eloszlasfiiggvény

0, hat<l1,
1, hal<t<2,
3. ha2<t<3,

F*(t)={ 3, ha3<t<d4,
2, had<t<s,
2, hab<t<6,
1, ha6<t.

(A rendezett mintanak nem kell feltételniil szerepelni, az érte kaphaté 1 pont egy hibatlanul megadott
eloszlasfiiggvény esetén is jar.)



