Fels6bb Matematika Informatikusoknak A,D és Villamosmérn6kéknek A,B
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2013 6sz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2013.11.11.)

HF 1.1 Pistike és Moricka a kovetkezs jatékot jatsszak: van két, ranézésre egyforma hatoldala
dobokockajuk, melyek koziil az egyik szabélyos, azaz % —% valoszintiséggel lesz feliil az
1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok barmelyike, a mésik viszont cinkelt: a 6-osnak % a valoszintisége,

1 1

a tobbi szamnak ;5 — 75. Talalomra elveszi az egyik kockét Pistike, a masikat Moricka,

majd elkezdenek dobélni.
(a) Mekkora valoszintiséggel valasztotta Pistike a cinkelt kockat, feltéve, hogy mind-
két dobéasa 6-o0s lett?

(b) Jelolje X Moricka elsé dobasanak értékét és Y Pistike els6 dobasanak értékeét.
Mennyi cov(X,Y)? (Tipp: hasznaljunk teljes varhato érték tételt.)

2.HF: (Beadéasi hatarids: 2013.11.18.)

HF 2.1 Egy 1000-oldalas konyvben 1500 sajtéhuba van, véletlenszertien elszorva.
(a) Koriilbeliil mennyi annak a valészintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 saj-
tohuba van?

(b) Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2, a
42-ediken pedig pontosan 2 sajtohuba van?

(c) Bénusz kérdés: A sajtohubdknak kb. i-a vesszohiba (abban az értelemben, hogy
minden sajtéhuba % valoszintiséggel vesszGhiba, a tobbitdl fiiggetleniil). Mennyi
annak a valdszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 vessz6hiba és pontosan
1 egyéb sajtohuba van?

HF 2.2 Egy vicc gy terjed, hogy mindenki, aki meghallja, véletlen szamu 1j embernek meséli
el, éspedig 0, 1, 2 vagy 3 0j embernek, rendre py = p, p1 = i, Py = i és p3 = % —p
valoszintiséggel, az eldzményektdl fiiggetlendil.

A viccet Moricka taldlja ki, ¢ alkotja egyediil a nulladik generédciot. Els6 generacio-
nak nevezziik azokat, akinek Moéricka maga meséli el a viccet, masodik generacidonak
azokat, akiknek az els§ generaci6 tagjai mesélik el, stb.

Jelolje Zy, a k-adik generacio tagjainak a szamat (k = 0,1,2,...), N pedig a viccet
megismer$ emberek teljes szamét (Morickat is beleértve, vagyis N = >".°  Zy).
Vélaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
[. p= % esetén,
II. p = ¢ esetén:
Mi Z, generatorfiiggvénye?
Mennyi 715 varhato értéke?
Mennyi a P(Z5 = 0) valoszintiség?
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Mennyi a valoszintisége annak, hogy a vicc terjedése el6bb-utobb megall (vagyis
hogy valamelyik generacié mar iires)? (Segitség: ha egy harmadfoki egyenlet-
nek ismerjik eqy gyokét, akkor a gyoktényezdt kiemelve a tobbi gydkre mdsodfoku
egyenletet kapunk.)

e.) Mennyi N varhato értéke?

3.HF: (Beadési hatarids: 2013.12.02.)



HF 3.1 Egy épiil6 szennyviztisztito iizem kapacitasa 320000 liter/nap. A szennyviztisztito
1500 haztartast szolgal ki, melyeket a kovetkezd kategoriakba sorolnak:

x kicsi, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 100 liter, de semmiképpen nem
tobb, mint 300 liter;

x kOzepes, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 200 liter, de semmiképpen
nem tobb, mint 500 liter;

x nagy, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 300 liter, de semmiképpen nem
tobb, mint 800 liter.

Az egyes kategoridkba tartozd haztartasok szama rendre 400, 800 illetve 300. Az egyes
haztartasok napi szennyviztermelése fiiggetlennek tekinthetd.

a.) Adjunk fels§ becslést annak a valoszintiségére, hogy egy adott napon az iizem
nem képes a termelt szennyvizet megtisztitani.

b.) Az iizemeltets elégedetlen az eléz6 részben kijott eredménnyel. Adjunk felsd
becslést arra, hogy mekkorara noveljék az lizem kapacitasat ahhoz, hogy a tillépés
kockazata 1078 ala csokkenjen.

4.HF: (Beadasi hatarids: 2013.12.09.)

HF 4.1 Az 1. abran lathato graf egy diszkrét ideji, idében homogén Markov lanc pozitiv
valoszintiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az &llapotokat aszerint,
hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

x zart-e vagy nyilt,

x lényeges-e vagy lényegtelen,
* visszatérG-e vagy atmeneti,
*

mennyi a periédusa.

e
1. dbra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valosziniiségek nélkiil)

HF 4.2 Mari néni szeret beszélgetni, és befolydsolhato. Minden este elmegy egy szomszédja-
hoz beszélgetni, és atveszi annak partallasat. Hat szomszédja van, ebbdl 2 fiiparti, 1
faparti, 3 pedig virdgparti. Mari néni minden este vaktaban vélaszt beszélgetGpart-
nert azon 5 koziil, akinél el6z8 este nem jdart. Jeloljiik Mari néni lehetséges partallasait
{1,2,3}-mal, ahol ,,1” jelentése ,fiiparti”, ,2” jelentése ,faparti”, ,3” jelentése ,virag-
parti”. X, pedig jelolje Mari néni partallasat n nap elteltével.

Modellezziik Mari néni allapotait id6ben homogén Markov laccal.

a.) Adjuk meg a Markov lanc dtmenetmatriuxat.

b.) Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni fiiparti volt, mi a valoszintisége az
123123 allapot-sorozatnak (a nulladik napot is beleértve)?

c.) Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni fiiparti volt, mi a valészintisége, hogy
a 2-dik napon is az?



d.) Hosszu id§ elteltével kozelitéleg mekkora valoszintiséggel lesz Mari néni éppen
faparti?

e.) Mari néni minden nap elmegy a gazdaboltba, és ha éppen fiiparti, akkor fiinyi-
rodamilt vesz 500 Ft-ért, ha éppen faparti, akkor permetszert 3000 Ft-ért, ha
pedig virdgparti, akkor tapoldatot 1000 Ft-ért. Napi atlaghan mennyit kolt a
gazdaboltban hosszi tavon?

5.HF: (Beadasi hatarids: 2013.12.16.)

HF 5.1

6.HF: (Ezt

HF 6.1

HF 6.2

Egy hélozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodper-
cenként atlagosan ketts, és bedllnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egymastol
és a beérkezésektol is fiiggetlen, exponenciélis eloszlasii véletlen ideig tart, aminek
varhato értéke i masodperc. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a sorban leg-
feljebb 5 feladat lehet (azzal egyiitt, amelyik éppen kiszolgalas alatt all), ami ezen

feliil esetleg érkezik, az elvész. Jelolje X; a t id6ben a sorban all6 feladatok szamaét.
a.) Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov lanccal! Adjuk meg az allapot-
teret, és rajzoljuk fel a graf-reprezentaciot (az egyes atmenetek rataival).

b.) Adjuk meg a rata-matrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a beagyazott
diszkrét ideji Markov lanc atmenetmatrixat.

c.) Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

d.) Kezdetben a sor iires. Kozelitéleg mekkora valoszintiséggel lesz a sorban 120
masodperc elteltével pontosan 2 feladat?

e.) Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hossza tavon?

f.) A beérkezo feladatok mekkora hanyada vész el hossza téavon?

g.) Bonusz kérdés: Mi lehet a valasz ugyanezekre a kérdésekre, ha a sor hossza nincsen
korlatozva? A stacionarius eloszlas megsejtéséhez szabad kihasznilni (mint a
véges esetben is), hogy X, sziiletési-halalozasi folyamat.

nem kell beadni, csak tgy van.)

Mintéat vettiink egy (N, p) paraméterii binomialis eloszlasbol, ahol N = 10 és p is-
meretlen. Azt jott ki, hogy 7; 7; 4; 3; 5; 7; 7; 5; 3; 7; 2; 4; 5. Adjunk maximum
likelyhood becslést a p értékére.

Egy aruhaz tojas-osztalyan a tojasok tomege jo kozelitéssel normaélis eloszlast va-
l6szintiségi valtozo, melynek varhato értéke és szorasa is ismeretlen. Egy doboznyi
tojast egysével lemértiink, és a kovetkezs eredményeket kaptuk (grammban): 57,0;
57,5; 67,2; 61,5; 60,3; 61,8; 65,3; 57,0; 61,2; 61,2. Diintsiink 95%-o0s szinten arrol a
hipotézisr6l, hogy az eloszlas varhato értéke legalabb 63 gramm.



