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Statisztikai alapfogalmak

A statisztika (mint tudomany) célja:

o kisérleti megfigyelések eredményei alapjan, a
valdszinliségszamitas eszkozeit felhasznalva minél tobbet
feltarni a hattérben zajlé véletlen jelenség természetérdl,

e ezek alapjan segiteni példaul a kockazatelemzést vagy
jovobeni dontések meghozalatalat.



Statisztikai alapfogalmak

Kiindulépont:
e valamilyen megfigyelés,
e a megfigyelés targyat képezé egyedek Osszességét statisztikai
sokasagnak nevezziik,
e ez lehet pl. egy egyetem hallgatéinak halmaza vagy egy
terllet id6jardsa egyes napokon, stb.
e a sokasagot alkotd egyedeket tipikusan vagy véletlenszerlien

vélasztjuk, vagy pedig el6forduldsuk szamos tényezo altal
befolydsolt és igy véletlen jelenségnek tekinthetd,

= az egész sokasdgot a statisztikdban egy valdsziniliségi mezo,
tehat az egyedek 4ltal alkotott Q eseménytér, az azon kijeldlt
események, illetve egy valdszinliségi mérték modellezi.



Statisztikai alapfogalmak

Statisztikai ismérv:
e a statisztikai sokasdg egyedeire vonatkozé tulajdonsag,
e ezek kiilonféle kategdriakba sorolhatdk attdl fiiggben, hogy
milyen tipust jellemzdit irjdk le az egyedeknek,
e szokds példdul idobeli, teriileti, minéségi, mennyiségi, stb.
ismérvekrol beszélni,

e ezen tulajdonsidgokat a sokasagot modellezé valdsziniiségi
mezbn értelmezett valdszinlségi valtozéként kezelhetjlik,



Statisztikai alapfogalmak

Statisztikai ismérv:

e a mennyiségi ismérveket leiré valtozok értlemezése dltaldban
kézenfekvd (pl. egyedek magasassaga egy populacidban, egy
teriilet napi kozéphémérséklete, stb.),

e a modell a mindségi jellemzok leirdsanal sem jelent korlatot:
ekkor az egyedeket kiilonféle kategdridkba soroljuk, melyek
jelolhetok szamokkal is, Un. kategorikus valdsziniiségi
véltozékat adva,

e pl. egy populdcié egyedeinek szemszinét a kék, zold, barna,
stb. kategéridkba sorolhatjuk, ezeket az 1,2, 3, ... szdmokkal
azonositva egy X : Q — R valdszinliségi valtozét kapunk,

e mostantdl kizarélag mennyiségi ismérveket modellezd
véltozdkkal foglalkozunk.



Statisztikai alapfogalmak

Matematikai alapprobléma:

e adott egy valdszinliségi mez6 és egy azon értelmezett
valészinliségi valtozd, amelynek eloszldsa (az un.
h&ttéreloszlds) nem ismert,

e feladat: ennek (vagy az eloszlds jellemz8inek) meghatarozasa,

e sokszor el6fordul, hogy a hattéreloszlas egy adott
eloszldscsalad tagjdnak tekinthetd (pl. exponenciilis,
normdlis), ilyenkor a feladat az eloszlds paraméterének
meghatarozasara redukalodik.
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Definicié. Egy eseménytér, az azon kijelolt események, tovabba
valdszinliségi mértékek egy csalddja egylittesen statisztikai mez6t
alkot, ha a mértékcsaldd barmely tagja az eseménytérrel és az
eseményekkel egylitt egy valdsziniiségi mezét ad meg.

Ha a mértékcsalad tagjai valds paraméterekkel paramétezhetdk,
akkor paraméteres statisztikai mezérél beszéliink.

A paramétereket tipikusan egy valds vektorként adjuk meg, k
kiilonboz8 paraméter esetében tehat ezek R¥ elemei.

A mértékesalad tagjait leiré lehetséges paraméterek © C RX
halmazat paramétertérnek nevezziik.
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Statisztikai minta:

e egy teljes sokasagot tipikusan nem tudunk attekinteni, ezért a
fenti feladat megolddsahoz a gyakorlatban egy (n. statisztikai
mintdt haszndlunk,

e ez a sokasdg egyedeinek egy részhalmazabdl és az ezen
egyedekhez tartozé jellemzékbdl all (pl. egy csoport egyes
tagjainak magassaga),

e egymastdl fliggetlen mérések vagy az egyedek egymastdl
flggetlen valasztdsai adjak,

e ha X jeloli a hattérvaltozdt, aminek eloszldsa a hattéreloszlas,
akkor egy n elemii minta elemeit az Xi, ..., X, egyiittesen
fuggetlen valdszinliségi valtozékkal modellezziik, amelyek
eloszldsa azonos az X eloszldsaval.



Statisztikai alapfogalmak

Minta realizacidja:

egy konkrét mintanal szdmadatokkal dolgozunk, nem pedig
valdsziniiségi valtozokkal,

egy ilyen konkrét mérés eredményébdl szarmazd adatsor a
minta realizacidja,

az elméleti modellben a mintavételt valtozékkal irjuk le, és igy
egy realizacié ezen viltozdk egy kiértékelését jelenti,

ez garantalja, hogy az elméleti modellbdl kapott eredmények
minden egyes realizaciéra érvényesek legyenek,

a minta egy realizciéjat néha (az egyszerliség kedvéért
pongyolan) szintén mintdnak nevezziik.



Statisztikai alapfogalmak

Kiilonbozo realizacidk killonbozé eredményeket szolgdltatnak.

=

Nem mondhatjuk, hogy a hattéreloszlast egyik vagy masik
kisérletsorozat eredménye adja.

Véletelen eloszldsokra vagy véletlen menynyiségekre dltaldban
nem tudunk a mintdk alapjan pontosan kovetkeztetni.

A statisztikai kovetkeztetések (bar logikai kovetkeztetések, de)
természetikbdl adéddan becslések.

A becslések hibdjat is kezelni kell, ez a hiba pedig
kontrollalhaté.

A teljes bizonyossagot itt is fel kell aldoznunk, de eléirhatjuk,
hogy a kapott eredményiink nagy valdsziniiséggel egy bizonyos
hibahatdron beliil kozelitse a keresett értéket.

Példakon keresztiil 1atni fogjuk, hogy hogyan érhetiink el
pontosabb becslést, vagy hogy milyen mértékben kell
feldldoznunk a pontossigot a nagyobb bizonyossagért cserébe.
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A minta altaldban kis elemszamii a sokasig elemszamahoz mérten.

Nem feltétleniil van lehet6séglink vagy kapacitasunk a teljes
sokasag attekintésére.

De arra is ugyelni kell, hogy ez az elemszdm elegendéen nagy
legyen ahhoz, hogy a kapott eredményt kellen
megalapozottnak tekinthessiik.

El6fordulhat, hogy nincs lehetGségiink elég nagy mintaval
dolgozni, ezért fontos, hogy az eredményeink az elemszam
fuggvényében adjanak becslést a pontossagra.

A mintanak reprezentativnak kell lennie abban az értelemben,
hogy a vizsgdlat targyat képezd sokasdghoz szerkezetében,
fébb jellemzGiben hasonlatosnak kell lennie.
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Rendezett minta:

e A mintdbdl kapott adatsort sokszor érdemes lgy atalakitani,
hogy az praktikus legyen a feldolgozasnal.

e Az alabb definialt taptasztalati eloszlasfliggvény
kiszamoldsahoz példdul érdemes a minta elemeit nagysag
szerint novekvd sorrendbe rendezni.

° fgy kapjuk az (n. rendezett mintat.

e Elemeit egy kiindulasul szolagd Xi, ..., X, minta esetén
X{,..., X} jeloli, ahol az X" vdltozdk értékeinek halmaza
megegyezik az X;-k értékeinek halmazaval (egy fix
realizaciéndl), tovabba X;" < X3 < ... < X7 teljesiil.

e Pl. ha a minta a 3, 2, 5, 2 szamokbdl all, akkor a rendezett
minta 2, 2, 3, 5.
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Definicié. Legyen Xi,..., X, egy fliggetlen, azonos eloszldsu
minta, ekkor a mintdhoz tartozd F; tapasztalalti (vagy empirikus)
eloszlasfliggvény értéke egy t € R helyen

_ 2 lxi<n

Fi(t) -

A tapasztalati eloszlasfiiggvény t helyen vett értékének
meghatarozasihoz tehat azt kell megszamolni, hogy a minta hany
elemének értéke esik t ald, ennek a szdmnak és a minta
elemszamanak az aranya adja a fuggvény értékét.
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Ha pontosan /i darab érték esik t ald, az azt jelenti, hogy X/ < t,

de X ;| > t. Kiilon kezelendd az az eset, amikor mar a legkisebb

érték is legalabb t, illetve amikor a legnagyobb érték is kisebb t-nél.

0, hat<X;,
Fn(t) = %’ ha X <t< X4, (I1<i<n-1),
1, hat>X:.



Statisztikai alapfogalmak

Megjegyzés. A tapasztalati eloszlasfliggvény egy valdsziniiségi
valtozd, de a minta egy konkrét realizaciéjat behelyettesitve mar
egy R — R fuiggvényt kapunk.

Példa. Otszor dobunk egy dobékockaval, jeldlje a dobasok
eredményét Xi,..., Xs. (Ezek fiiggetlen, azonos eloszlasu
valésziniiségi valtozdk, amelyek egy 5 elemii mintat alkotnak.)
Tegylik fel, hogy egy konkrét kisérlet soran a 3,1, 5,5, 1
eredmények adédnak. (Ez a minta egy realizicidja.)

Erre a realizdciéra a rendezett minta értékei:
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Példa. Otszor dobunk egy dobdkockaval, a rendezett minta
értékei:

Az eloszlasfliggvény tehat erre a realizicidra a kovetkezo:

0, hat<1,
2 hal<t<3,
Fg(t) =
5(t) 3 ha3<t<s5,
1, hat>5.
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F*
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Ha a kocka szabalyos, akkor maganak a hattéreloszldsnak az
eloszlasfliggvénye

0, hat<1,
F(t) = é, hai<t<i+1l (1<i<5),
1, hat>6.



Statisztikai alapfogalmak
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Kis mintaelemszam esetén a tapasztalati és a tényleges
eloszlasfiiggvény kozt nagy kiilonbség lehet, de ez a kiilonbség a
mintaelemszam novelésével fokozatosan csokken: a tapasztalati
eloszlasfliggvény értéke az eloszlasfliggvény értékéhez tart.

Allitas. Minden t € R esetén P(limpsoo Fi(t) = F(t)) =1, ahol
F} a tapasztalati eloszlasfiiggvény, F pedig a hattéreloszlas
eloszlasfliggvénye.
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Bizonyitas.
e Az F;(t) valésziniiségi valtozé nem mds, mint az T¢x ¢}
indikatorok &tlaga.

e Mivel az X;-k azonos eloszlasuak, és eloszlasuk megegyezik az
X hattérvaltozé eloszldsaval, igy

P(]I{X,'<t} = 1) = ]P’(X, < t) = P(X < t),
P(Lix<p =0) =1-P(X; <1)=1-P(X <),

azaz a fenti indikatorvaltozdk is azonos eloszlastak.

e Tovabbi az X;-k egyiittes fliggetlensége miatt a fenit
események és igy ezek az indikatorok is egylittesen
fuggetlenek,

e valamint a szdrasuk is véges.
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Bizonyitas.
= Alkalmazhaté az indikatorokra a nagy szdmok erGs torvénye:

az dtlaguk 1 valdszinliséggel tart a (kozos) varhatd
értékikhoz, és

E(Tix<sy) =P(Xi <t) =P(X < t) = F(t).
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A fenti allitasnal tobb is igaz:

e |atjuk, hogy minden egyes t-re a tapasztalati eloszlasfiiggvény
és a hattéreloszlds eloszlasfiiggvénye kozel lesz egymdshoz,
amennyiben a minta elemszama nagy,

e de hogy milyen nagynak kell valasztani az elemszamot, az
elvben fligghetne a t konkrét értékétdl,

e ez azonban nem igy van, a fenti konvergencia egyenletes, ez a
statisztika alaptételének allitasa:
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Tétel. (Glivenko-Cantelli, a statisztika alaptétele)

Az F} tapasztalati eloszlasfliggvény 1 valdszinliséggel egyenletesen
tart a hattéreloszlas F eloszlasfiuggvényéhez.

Azaz: ha a minta elelmszdma elég nagy, akkor F értéke 1
valészinliséggel tetszélegesen kozel keriil egyenletesen (azaz
egyszerre minden t € R-re) az F-hez.

Formalizalva:

sup |F,(t) — F(t)] — 0, (n — o0)
teR

teljesul 1 valdszinliséggel.



Pontbecslések

A tovabbiakban paraméteres statisztikai mezdket tekintiink.

Ha adott egy Xi,..., X, minta, akkor ennek segitségével
szeretnénk a hattéreloszlds paramétereit (vagy esetleg annak
fliggvényeit) becsiilni.

Ehhez n elemii minta esetén egy T : R” — R fliggvényt
fogunk haszndlni (amely mindig olyan lesz, hogy
T(X1,...,Xn) is egy valészinliségi valtozd).

Ekkor a mintaelemek T(Xi,...,X,) fuggvényét (is)
statisztikdnak nevezziik.

Az késébbiekben tipikusan az elemszamot barmilyen nagynak
valaszthatjuk, igy a T fliggvényt minden n-re definialni kell.
Megjegyezziik, hogy egy konkrét xi, ..., x, realizaciéra
T(x1,...,%n) is egy szamértéket ad.



Pontbecslések

A leggyakrabban hasznalt statisztikdk kozé tartozik pl. a
mintadtlag, a tapasztalati sz6rds(négyzet) ill. a korrigalt
tapasztalati sz6rds(négyzet), melyekkel részletesen is
megismerkediink.

Definicié. Legyen Xi,..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi n elemii

minta, ekkor az

Xy e+ X,
X:%

statisztikat mintaatlagnak nevezziik.

Egy konkrét realizacié esetén a mintadtlagot x fogja jelolni. Ha
hangsilyozni szeretnénk az elemszamot, akkor X -t ill. X,-t irunk.

Az korbbi példdban a kockadobasok atlaga

3+1+5+5+1

3.
5




Pontbecslések

e Egy valdsziniiségi valtozd varhaté értéke a valtozd atlagos
értékét hivatott jellemezni, igy kézenfekvonek tiinik a
hattéreloszlas varhaté értékét a mintaatlaggal becsiilni.

1 n

e Mennyire lesz " jé" ez a becslés?
e Egy becslés jésagat kiilonbozd kritériumokkal mérhet;jiik,
amelybdl itt most egyet targyalunk részletesen.



Pontbecslések

Definicié. A T(Xi,...,X,) statisztika torzitatlan becslés a 0

paraméterre, ha
E(T(X1,...,Xp)) =10

teljesiil.

Allitas. A mintaatlag torzitatlan becslés a hattéreloszlas varhaté
értékére (amennyiben az véges).

Bizonyitds. A varhaté érték linearitdsa miatt

ahol X a hattérvaltozd.



Pontbecslések

e Tehat a mintadtlag atlagosan ol viselkedik, de felmeriil a
kérdés, hogy mennyire lesznek kozel a varhatd értékhez a
tényleges értékek.

e Ha az X hattérvaltozd szérasnégyzete véges, akkor a minta
flggetlensége miatt

D?(X) = D? (Xl + - +Xn>

1§ 2 1.2
= ?ZD (X7) = ~D*(X),
i=1
tehdt a mintadtlag szérdsa 0-hoz tart, ha n tart végtelenhez.

e Ez épp azt jelenti, hogy a tényleges értékek a varhaté érték
korul koncentralédnak, ha az elemszam nagy.



Pontbecslések

A szérasnégyzet lényegében a varhatd értéktol vald atlagos
négyzetes eltérés, igy logikusnak tiinhet ezt az mintadtlagtdl vald
atlagos négyzetes eltéréssel becsiilni.

Definicié. Legyen Xi,..., X, fliggetlen, azonos eloszlast n elemii
minta, ekkor az
1o 2
S2 = - > (X —X)

i=1
statisztikat a minta tapasztalati szorasnégyzetének nevezziik.
Ennek S gyoke a tapasztalati szérds.

Egy konkrét realizicié esetén a tapasztalati szérasnégyzetet s°
fogja jelolni. Ha hangsilyozni szeretnénk az elemszamot, akkor
S2-et ill. s2-et frunk.



Pontbecslések

A gyakorlatban sokszor hasznosabb a fenti formulat atalakitani:

n

52:%Z(x,_Y)Qz%Z(X,Q—zxi.Y+Y2)
i=1

i=1

|
S|
(]
>,
o
|
\
g
x
+
\
>
X

A tapasztalati szérasnégyzetet tehdt gy kapjuk, ha a mintaelemek
négyzetének atlagabdl kivonjuk a mintadtlag négyzetét.



Pontbecslések

A korabbi példiban a mintaatlag 3, a mintaelemek négyzete pedig
rendre 9, 1, 25, 25, 1, tehat

2 2
— _3 _—7_9_—7.




Pontbecslések

A tapasztalati szérasnégyzet nem torzitatlan becslése a
szérdsnégyzetnek:

E(S2) = % inz(x,?) ~E (W)

_ % Z (D2(X) + E(X)?) - (D*(X) +E(X)?)

- % - (D*(X) + E(X)?) — (iW(X) + ]E(X)2>
n—1

=— D?(X).



Pontbecslések

Definicié. A T(Xi,...,X,) statisztika aszimptotikusan torzitatlan
becslés 0-ra, ha

lim E(T(X4,..., X)) =0.

n—oo

A fenti definicié értelmében a tapasztalati szérasnégyzet
aszimptotikusan torzitatlan becslés a szérasnégyzetre, hiszen

limp—soo(n—1)/n=1.



Pontbecslések

Némi korrekcidval itt is torzitatlan becslést kaphatunk:

Definicié. Az 532 := -2 52 statisztikdt korrigdlt tapasztalati
szorasnégyzetnek nevezzik. Ennek S; gyoke a korrigalt

tapasztalati szoras.

Szokasos médon egy realizaciéra az 532 ill. s jeloléseket

hasznaljuk, esetlegesen az elemszamot a jelolésbdl elhagyjuk.

A fentiek értelmében a korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet
torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek, hiszen

B(537) = LB () = o T m(x) = DA(X).

n—1 n



Pontbecslések

A korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet a fenti példaban:

16
Lattuk, hogy s = 5 a mintaelemszam pedig 5, igy

*2

S =

oy
5

O



Intervallumbecslések

e A fent bemutatott pontbecslésektdl természetesen nem
varhatjuk, hogy a hattéreloszlds paraméterét pontosan
megadjak.

e Most azt fogjuk megvizsgalni, hogy mit mondhatunk a
becslésk tényleges értéktdl vald eltérésrol.

o Kényelmesebb a becsiilt pontot tekinteni kiindulépontnak, és
azt kérdezni, hogy ettdl milyen messze esik a tényleges érték.

e Vagyis: a becsiilt érték korul mekkora intervallumot kell venni,
hogy abba a tényleges érték nagy valdszinliséggel beleessen?



Intervallumbecslések

Az intervallum két végpontjat egy-egy statisztika segitségével
jeloljuk ki:

Definicié. A (T1(Xi,...,Xn); T2(X1,...,X,)) statisztikaparral
definialt intervallum legalabb 1 — ¢ szintii konfidenciaintervallum a
0 paraméterre, ha

P(T1(X1,...,Xn) <0< To(Xq,..., X)) >1—¢

teljesiil. Ha itt a fenti egyelnGtlenség helyett szigori egyenloség
teljestil, akkor pontosan 1 — ¢ szintii konfidenciaintervallumrdl
beszélunk.



Intervallumbecslések

o Az ¢ > 0 értéket az eljards sordn el6re rogzitjik, és ugy
konstrudljuk az intervallum két végpontjat, hogy 1 — ¢
valdszinliséggel abba essen a tényleges paraméter.

e Ez a gyakorlatban akkor ad jél haszndlhaté eljardst, ha az e-t
elég kicsinek valasztjuk.

e Pl. gyakori az € = 0,05 vagy az ¢ = 0,01 valasztas, ekkor azt
mondjuk, hogy 95%-os ill. 99%-os szintii
konfidenciaintervallumot keresiink.

e A bizonyossag noveléséért cserébe a pontossigot kell
feldldoznunk, nagyon kicsi € esetén nagyon nagy lehet az
intervallum hossza.

e De: a minta elemszdmdnak novelése eszkoz lehet a pontossag
novelésére.



Intervallumbecslések

Konfidenciaintervallum szerkesztése normalis eloszlas varhato
értékére ismert szoras esetén

o X ~ N(u; 0?) a hattérvaltozé, ahol o2 ismert,

e a konfidenciaintervallum kozéppontjat a mintaatlagnak fogjuk
vélasztani, az intervallumot pedig (X — r.; X + r.) alakban
keressiik.



Intervallumbecslések

Az r. értékét a kovetkezd érvelésbdl kaphatjuk meg: az
l—e=PX—r.<pu<X+r)

egyenletnek kell teljesiilnie. Alakitsuk at az egyenlet jobb oldalat:

PX—ro<pu<X+r)=P(-r.<u—-X<r)

=P(-r.<X—p<r)
noxX.
:P<—rg<w<rg>

P <_rs\/ﬁ < >y Xi — np < rsﬁ) '
o Vno o




Intervallumbecslések

Felhaszndljuk a kovetkezo, bizonyitds nélkil kozolt tételt:

Tétel. Legyenek X1 ~ N(u1;07) és Xo ~ N(ug;03) fiiggetlen,
normalis eloszldsi valdsziniiségi valtozok, ekkor

X1+ Xz ~ N(p1 + pi2; 05 + 03).



Intervallumbecslések

Vno

A fenti allitas értelmében a mintaelemek "7 ; X; dsszege normalis
eloszldsl nu varhatd értékkel és no? szérassal, tehat az utolsé
valészinliségnél ennek éppen a sztenderdizdltja szerepel, ami igy
sztenderd normalis eloszlasu.

_ - ] n X, — E
P(X_fg<N<X+r€):P<_r;ﬁ<2,21 nu<r;ﬁ>‘

Ezért ez a valdsziniiség felirhaté a ® eloszldsfliggvény segitségével,
és a kovetkezdt kapjuk:

eme (7)o () e (57)

g g g




Intervallumbecslések

Atrendezve:

1—€_¢(r£ﬁ).

2 o

Mivel a @ fliggvény derivaltja a sztenderd normalis eloszlas ¢
striiségfliggvénye, ez utdbbi pedig minden valds t-re pozitiv, igy a
® fliggvény szigorian monoton nové az R-en, ebbdl kifolydlag
pedig kolcsondsen egyértelmii leképezés R és a (0; 1) intervallum
kozott.

Tehst létezik a @1 : (0;1) — R inverzfiiggvény, amit a fenti
egyenletre alkalmazva

rgﬁ:d)l(l—;), azaz r5:<1>*1(1—§>‘i

o




Intervallumbecslések

-1 9 g
r-=90 (1 — f) C—
c 2/ \/n
o A fenti képletbdl latszik, hogy rogzitett € mellett a

mintaelemszam novelésével az intervallum sugara csokken.

e Ha a mintaelemszdm fix, akkor az ¢ csokkentésével 1 — /2
n6. Mivel ® szigoriian monoton novd, igy konnyen
meggondolhatd, hogy ®~1 is az, vagyis € csokkentése az
intervallum sugaranak novekedését eredményezi.



Intervallumbecslések

Megjegyzés. A centrdlis hatareloszlas tétele szerint a

> Xi — np
V/no

sztenderdizalt (véges és pozitiv szérds mellett) kozelitbleg
sztenderd normalis eloszlasii lesz tetszéleges hattéreloszlas esetén,
ha a mintaelemszam elegendden nagy. I/gy tehdt a fenti eredmény
ekkor is jol hasznalhatd.



Koszonom a figyelmet!



