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AZ INFORMACIOELMELET ALAPJAI

Részletek

bben a fejezetben néhany alapvetd tételt ismeriink meg a hirkozlés
informacioelméleti alapjaibol. Definialni fogjuk az informaciot, amit eddig csak
az lizenetek szinonimajaként hasznaltunk.

FORRASKODOLAS

Egy kézenfekvd otlet a forrds iizeneteinek tomoritésére olyan valtozd hossziisagu
kodszavakat hasznélni, amelyek kielégitik a kovetkezd egyenlétlenség-lancot:

1 1
log, — <[ <log, —+1
tehat vagy éppen annyi binaris szdmjegyet hasznélni, mint a szimbo6lum reciprok-
valoszintiségének ("meglepetési tényezdjének") logaritmusa - amennyiben ez egész
szam - vagy pedig az ezt kovetd egész szamot.

Ez az otlet azért gylimolcs6z6, mert kiszadmitva a lanc egyes tagjainak az atlagat
(varhatoértékét), a kovetkezot kapjuk:

Zp,--logziSZp,-'l,- <Zp,--10gzi+1
i=1 P = i=1 b
Az Osszefiiggés baloldalan 1évd atlagot entropidnak hivjuk és H(®P)-vel jeloljik, a
kozépso tag az atlagos kodszohosszisag és a jele legyen L(®), mig a jobboldalon
nyilvan H(®+1 all. llymédon megkaptuk a forraskoddolds Shannon altal kimondott
els tételét, csak sajnos még azt nem tudjuk, hogy a fenti modon vélasztott
hosszsagu kodszavak alkothatnak-e egy u.n. pillanatkodot.

A pillanatkéd azt jelenti, hogy egyik kodszd sem eleje, kezdete valamely masik
kodszonak. Arra természetesen sziikség van, hogy a keletkezd kod pillanatkod legyen,
hiszen ellenkezd esetben a kdodszavak hatarainak jelzésére tovabbi szimbolumokat
kellene alkalmazni, ami érvénytelenné tenné a fent kiszamitott atlagos
szOhosszusagot.

Példaul binaris esetben csak egyetlen egységnyi hosszusdgu kodszo lehet, példaul az
1 mert az Gsszes tobbinek ekkor a 0-val kell kezdddnie, és tobb, mint egy binaris
szamjegyet kell tartalmaznia, ilymodon az 1-es nem lesz a kezdetiik.

A legszemléletesebb moddszer pillanatkddok szerkesztésére a gyokeres fa hasznalata.
A mellékelt abra mutat egy ilyen binaris fat (csupan két szintben),
ahol a k6zos gyokérbol indulé dgakat minden eldgazasnal (bindris
fa 4agai mindig kétfelé agaznak el) megjeldljik a binaris
szimbolumokkal. Ha a gyokértdl az 4gak mentén haladva
Osszeolvassuk a szimbolumokat, akkor az agvégeken, a leveleknél 0\/1
olyan binaris szdmokat, kodszavakat kapunk, amelyek

pillanatkodok. Persze nem kell feltétleniil valamennyi 4g mentén
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elmenni a végéig, kordbban is megéllhatunk ¢és letorhetjiikk az ag folytatasat. Az igy
kapott kdédszavak rovidebbek lesznek, €s tovabbra sem lesz egyik sem eleje valamely
masiknak. Ennek alapjan egyszerlien valaszt adhatunk arra a kérdésre, hogy hany
ilyen kodszot helyezhetiink el a fan. Mivel mindegyik szinten dupldzodik az agak
szama, ezért amennyiben a fa teljes, akkor nyilvan kettonek a szint-szammal, jelolje
N, megegyez6 hatvanya lesz a levelek, azaz a kodszavak szama. Ha lemetsziink egy
agat az i-edik szinten, akkor az el6bbiek szerint ezzel eltavolitunk egy olyan binaris
részfat, amelynek N-i szinje van. A metszésnél elhelyezhetliink egy levelet, azaz
kodszot. Ebben a gondolatmenetben persze lemetszhetjiik az agvégen 1évo levelet is,
majd ide helyeziink egy kodszot, tehat valojaban nem csokkentjiik a teljes fat. Végiil
hany kodszot helyezhetiink el 6sszesen? Nyilvan nem tobbet, mint a teljes fa dsszes
leveleinek a szdma, azaz, ha /-vel jeloljiik a kodszavak hosszat, ami természetesen
egyenld a fa szintjének a sorszamaval, ahova a kddszot helyezziik, akkor a kovetkezd
Osszefiiggést kapjuk:

2N > izN*lf
i=1

Az egyenlbtlenség mindkét oldalat elosztva 2" -el, a Kraft egyenldtlenséget kapjuk a
binaris esetre:

m

D> 2h<l

i=1

Ez az egyenlbtlenség sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy kod az m
darab, egyenként /; hosszisagu kodszdval, pillanatkod legyen. Végiil, ha figyelembe
vessziik, hogy r-aris esetben a fa minden szinten r fel¢ &gazik, akkor az
egyenldtlenségben a 2-6t r-re kell cserélni.

Az entropia maximuma

A H(@) 1= Z p, -log, —-ként definidlt entrépia, mint a memoriatlan forras Aaltal
i=1 bi

szimbolumonként atlagosan kibocsatott informaci6 a maximalis értékét egyenletes
eloszlas esetén, azaz p, :%1 mellett éri el, és értéke log,m. Ennek egyszerl

bizonyitasat mutatjuk be az alabbiakban. Szamitsuk ki a H(®) —log, m kiilonbséget!

m 1 m 1 m
H(®)—log,m=)"p, -logz;—logzm =3 -logzg—Zpi -log, m
i=1 i=1

i=1 i i i

m

ahol a masodik tagban figyelembe vettiik, hogy Z p; =1. A két szummat 6sszevonva

i=

a kovetkez6t kapjuk:
2 1
H(®)~log,m="p, '10gzm—
i=1 P

Hasznaljuk fel a logaritmus fiiggvénynek egy kozismert tulajdonsagéat, amit a
mellékelt 4bran is szemléltettiink:
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2 -
Inx<x—-1 vagy lnlz I-x
X 1+ x-1
0 B In x X
Inx "
Mivel log,x=——, a fenti 1
82 In2 171
kiilonbségre kapjuk: 2
H(®)—log, m= Li D lnL -z | 7.1.4bra Az In x fiiggvény
2= mep, )

5
Illetve alkalmazva az elsé
egyenldtlenséget:

PERVEPEE J S NN SHS
B21= In2 45 b m-p; In2|=5m 5 b

Az entropia tehat maximum log,m értékii lehet, amely értéket tényleg el is éri, ha
p;, = %1, mert az [n fiiggvény és az egyenes felhasznalt viszonya szerint x=1/ esetén

egyenldség all fenn.
CSATORNAKODOLAS
A CSATORNAKAPACITAS

A forraskddolasndl bevezetett entropia értelmezésének kiterjesztése alapjan
konstrualjunk egy kifejezést a csatornan atjutd informacié mennyiségére.

Az informacios csatornat irjuk le a bemenetén 1évé 4 = {a.}, i=1,2,...,m; bemeneti
abc-vel, a kimenetén 1év6 B = {b,}, i=1,2,..,q; kimeneti abc-vel, valamint a
P(b;|la;) = B, atmenet-valoszintisegekkel.

g

a b

al b !
.2.:> P(bj|al‘) = 2
am bq

7.2. dbra A csatornamodell

Az atmenet-valdszinliségek kényelmesen kezelhetdk matrix elrendezésben:

B, B, .. B,
b | B Bio B,
Pml 1)m2 ])mq

Ha bemeneti szimbolumokat valasztunk  P(A) = (P(q)), P(a,)...., P(a,))
valoszinliséggel, akkor azok a csatornan atjutva kimeneti szimbolumokat
eredményeznek P(B) = (P(bl), P(b,),..., P(bq)) valészintiséggel. A kimeneti

szimbolumok valdszintiségeit egyszerlien meghatarozhatjuk a bemeneti szimbolumok
valdszinliségeivel és az atmenet-valdszintiségekkel:

P(8)=P(A)-P (7.1)
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A tovabbiakban feltételezziik, hogy a P(4) a-priori valdszinliség-eloszlas és a P
csatornamatrix adott, tehat a P(®) kimeneti eloszlas a (7.1) alapjan szamithat6.

A bemeneti eloszlasbdl €s a csatornamatrixbdl kiszamithatjuk az egyiittes ¢és az G.n.
a-posteriori valoszintiségeket:

P(a,, b)) =P(b,| ) P(a)=P(a] b,) P(b,). (7.2)

_P(bla)Pa) _ P(b|a)Pa,)

, 7.3
P(b,) > P(b,] a,) P(a,) -

P(a;| b))

Az a-posteriori valoszinliségekre szamithatunk egy entropiat, ugyaniigy, amint azt az
a-priori valoszinliségeknél tettiik:

2

H()=Y P(a) log, ﬁ

H(ap,)= Y P(ap,)log, —

Pab,) (7.4)

Amint a (7.4)-es elsé egyenlete megadja, hogy az 4 forras szimbdolumainak leirasara
atlagosan hany bit kell, gy a masodik egyenlet azt mondja meg, hogy atlagosan
hany bit kell az 4 forrds szimbolumainak jellemzésére akkor, ha a csatorna kimenetén
a bj szimbolumot észleltiik.

Nyilvan igazabol arra vagyunk kivancsiak, hogy barmelyik kimeneti szimbolum
megfigyelése utan atlagosan hany bittel irhatok le a bemeneti szimbdlumok. Ehhez
szinte Onként adodik az Gtlet, szamitsuk ki az atlagos a-posteriori entropiat:

H(A|B) =) P(b) H(AP). (7.5)

Ezt a mennyiséget feltételes entropianak nevezik, az eredeti angol neve pedig
equivocation. Shannon forraskddolasi tételének altalanositasaval belathatjuk, hogy a
feltételes entropia megadja a bemeneti szimbolumok meghatarozasdhoz atlagosan
sziikséges bitek szamat, amennyiben megfigyelhetjiik az altaluk létrehozott kimeneti
szimbolumokat.

Ilyen modon természetesen hangzik, hogy a kimeneti szimbdlumok megfigyelésekor
kapott informacid eldallithatd egy kiilonbségként, amelyben a bemeneti szimbdlumok
informacidjabol le kell vonni a kimeneti szimbolumoknak a bemenetiekre vonatkoz6

crer

1(A;8)=H(A)-H(AB). (7.6)

Ertelmezziik még egy kicsit tovabb ezt a kifejezést! Nézziik a lehetséges szélsé
hatarokat! Lassuk be, hogy a kolcsonds informacio 0 és H(A4) kozott valtozhat!
Nyilvan akkor lesz nulla, ha a feltételes entrdpia egyenlé a bemeneten 1évo forras
kimeneti szimbolumok megfigyelése utdn atlagosan még ugyanannyi bit kell a
bemend szimbolumok jellemzéséhez, mint ha semmit se tettiink volna. Ez tehat
egyenértékli a lehetd legrosszabb csatorndval, vagy pontosabban megvizsgalva
(egyszeri ugyan, de itt most nem tessziik meg) azt jelenti, hogy a kimend €s a bemend
szimbolumok fliggetlenek. A kolcsonds informécid masik szélsd értékét pedig akkor
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kapjuk, ha semmit sem Kkell levonni, azaz H(4®B)=0. Ez pedig azt jelenti, hogy a
kimeneti szimbolumok megfigyelése utdn mar semmi plusz informéciéra nincs
sziikségiink ahhoz, hogy jellemezziik a bemeneti szimbolumokat. Ami nyilvan
egyenértékli azzal, hogy idedlisan j6 a csatorna, mert a bemeneten 1évo
szimbolumokat maradéktalanul jellemzik a kimeneti megfigyeléseink.

A fentiek alapjan logikus definici6 a csatorna atviteli képességére, pontosabban
kapacitasara a kolcsonds informécié lehetd legnagyobb értékét venni. Az
eddigiekbdl vildgos, hogy a kdlcsonds informécid az a-priori valoszintiségeknek és a
csatorna atmenet-valoszinliségeinek a fiiggvénye. Egészen természetes, hogy a
csatorna jellemzését fliggetlenitsiik a bemenetére kapcsolt forrast jellemzd a-priori
entropiatol, tehat:

C=max I(A4;8)=max[H(A)-H(A[B)]. (7.7)
P(1) P(A)
Példaként érdemes megvizsgalni egy igen
egyszerli, de nagyjelentdségli esetet, a binaris I-p
szimmetrikus csatornat (BSC). Legyen a forras PO 0 > 0
eloszlasa P ésP, =1-P;,, a BSC-t jellemzd p
atmenet-valdszinliségek pedig p, illetve 1-p, azaz p

a téves, illetve a helyes atmenet valdsziniisége.

Ezt szemléltettik a 7.3. abran. Amennyiben a p
fenti jellemzdéket behelyettesitjik a (7.7) 1
Osszefliggésbe, akkor az deriil ki, hogy mind a 73 4bra A BSC

két tagban szerepelni fognak az a-priori

valdszintiségek, ami nehézkessé teszi a maximum megkeresését. Szerencsére konnyen
ki lehet mutatni, hogy a kolcsonds informéacid kifejezése igen érdekes és hasznos
szimmetria tulajdonsagokkal rendelkezik, nevezetesen:

1(A;8) = H(A) - H(AB) = 1(B; A) = H(B) - H(B|A) . (7.8)

Szamitsuk ki az utobbi kifejezésben szerepld két tagot kiilon-kiilon:

ik
\/
[S=Y

H(@):P(b:())logzﬁ'FP(b:l)logz})(b—zl)

H(®B) akkor éri el a maximumat, ha a kimenet "egyenletes eloszlasu", azaz

P(b=0)=P(b=1)=1/2:

1 1
H(B)=0,5-log, —+0,5-log, — =1[bit
(B) g205 g205 [bit]

> b

[lusztracidoként bemutatjuk az entropia-fiiggvényt binaris esetre a 7.4 abran.

1
0.9
7.4 dbra A binaris enrdpia-fiiggvény: 0.8
0.7
0.6

s 0.5
Folytatva ~a  BSC  kapacitasanak ,

kiszamitasat, a feltételes entropia o3
kovetkezik, de most B|A4 esetén! Ezt 0.2 / \\
pedig egyszerlien a (7.4) és a (7.5) 0';
Osszefiiggések alapjan az aldbbiak 0 0.5 1

V_°
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szerint szamithatunk ki:
1
P(b, 1)

A binaris esetre nagyon egyszerli a szummak kiszamitasa, hiszen mindegyikben csak
két tag szerepel:

H(®|4) = 3. Pla) HB 1) = > P(a) 3 P(b, ) Tog;

1 1
H(®|A4) = P|P(b=0la=0)-log,—————+P(b=1la=0)-log, ——— |+
(&4 0[ ( la=0) ngP(b:O]a:O) ( la=0) ngP(b:I]a:O)}
1 1
+P|P(b=0la=1)-log,——— +P(b=1la=1)-log,——
1[ (b=0la=1-log, 541 =y F P =Tla=1-log, P(b:ua:n}

Az itt részletesen felirt &tmenet-valdszintiségekre korabban mar bevezettiink jeleket:
Pb=0la=0)=1-p; Pb=1la=0)=p
Pb=0la=1)=p; Pb=lla=1)=1-p

Ezzel a feltételes entropia:

1 1 1 1
H(B|A) = Po{(l—P)'lngerP'logz;}fP{P'logz;Jf(l—P)'lng (l—p)}:

1 1
= (PO+Pl)~{p~log2—+(1—p)-log2 }=p~log2—+(1—p)-log2
p (1-p) p (1-p)

ahol vilagosan latszik, hogy H(® 4) fliggetlen a forras valosziniiségeloszlasatol, tehat
a kolcsonds informaciora keresett maximum a BSC esetén a kdvetkezo lesz:

1 1
C=1-p-log,——(1-p)-log,

p (1-p)
A BSC kapacitdsat abrazoltuk a p bithibardny fliggvényében az aldbbi é&bran.
Természetesen semmi meglepd nincs a gorbében, hiszen az eredmény igen szoros
kapcsolatban van a binaris entropia-fiiggvénnyel.

C

1

0.9

\ /
o7 L\ /
0.6 \ /
0.5 \ /
oa /
0.3
0.2

0.1 p
0 >
0 0.5 1

7.5. abra A Binaris Szimmetrikus Csatorna kapacitasa
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