Bevezetés a szamitaselméletbe II.
1. zarthelyi potlasa — pontozasi itmutatod
2015. december 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az GUtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy l1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
meészetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az alairds megszerzéséhez a zarthelyiken kiilon-kiilon legalabb 18
pontot, a két zarthelyin Gsszesen legalabb 48 pontot kell elérni. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Sajtotajékoztatonkon kézigranatokat, pancélokloket és langszorokat szeretnénk izlésesen sorba-
rendezni egy asztalon. Ehhez az sziikséges, hogy mindharom eszkozbdél jelenjen meg legalabb egy, de
két egyforma eszkdz ne keriilhessen egymas mellé. Hanyféle sorrend koziil valaszthatunk, ha Ossze-
sen tiz eszkOzt tesziink az asztalra? (A kézigranatok, pancéloklok, illetve langszorok egyformék és
mindegyik korlatlan mennyiségben all rendelkezésre.)

* ko ok ok Xk

Hatarozzuk meg el6szor azt, hogy hany olyan sorrend van, melyben két egyforma eszkéz nem
keriilhet egymas mellé (nevezziik az ilyet tetszetSsnek). Az els§ tipust haromféleképp valaszthatjuk
ki, (1 pont)
a masodik azonban nem lehet azonos tipusi az elsGvel, igy erre csak két valasztési lehetGségiink
lesz. (1 pont)
Ugyanez igaz a harmadik és minden tovabbi eszkozre is, ezekre is kétféle valasztasunk lesz, hiszen
nem lehetnek azonos tipustak az Sket kozvetleniil megel6zé fegyverrel. (1 pont)
A tetszetds sorrendek szaméanak meghatarozasahoz a valasztési lehetGségek szamat Ossze kell
szorozni, hiszen a harom kezdés mindegyikéhez két kiilonbozd folytatas tartozik, majd az igy kapott

hatféle (kételemii) kezdés mindegyikét is két modon folytathatjuk, s.i.t., (1 pont)
a szoban forgo sorrendek szama tehat 3 - 2°. (1 pont)
Vizsgéljuk most meg, hogy ezen sorrendek koziil hany olyan van, ami az izlésesség kritériumainak
mar nem felel meg, azaz nem minden fegyvertipus jelenik meg benne. (1 pont)
Mivel két tipusra nyilvan sziikség van, azt kell megvizsgalnunk, hogy a tetszets sorrendek koziil
hanyban szerepel csak pontosan két tipus. (1 pont)
A hianyz6 tipust haromféleképp valaszthatjuk ki. (1 pont)

Ha mar tudjuk, hogy melyik két tipus szerepel, akkor kétféleképp valaszthatjuk ki az els6t, a tovab-
biakban azonban mindig csak egy valasztasunk lesz, hiszen a megel6z6 tipust nem valaszthatjuk. A
tetszetGs, de nem izléses sorrendek szama tehat 6. (1 pont)



Az izléses sorrendek szdma az eddigiek alapjén tehat 3 - 2% — 6. (1 pont)

2. Egy 100 csicsu egyszerti graf négy csucsarol tudjuk, hogy a fokuk (kiilon-kiilon) legalabb 24
és koziiliik barmely két csiacs kozott létezik at, sét azt is, hogy koziiliikk barmelyik kettd kozott a
legrovidebb 1t 3 élbdl all. Mutassuk meg, hogy a graf dsszefiiggs.
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A feladatban szerepld legalabb 24 foku cstcsok legyenek a,b,c,d. Ezek a csicsok a grafnak
ugyanabban a komponensében vannak, hiszen barmelyik kettd kozott létezik ut a grafban. (1 pont)
Mivel a, b, c,d koziil semelyik ketté kozott nincs él vagy két éld tut, egyikiik sem lehet egy masik
szomszédja (1 pont)
és semelyik kettének nincs kozos szomszédja sem. (2 pont)
Az a csics 24 szomszédja, a b csics 24 szomszédja, a ¢ csics 24 szomszédja és a d csics 24 szomszédja
tehat csupa kiilonbozd cstcs (Gsszesen 96), melyek a, b, ¢, d mindegyikétdl is kiilonboznek. (3 pont)
Ez a 96 csics is ugyanabban a komponensben van, mint amiben a, b, ¢ és d, hiszen mindegyikiik

szomszédja a-nak, b-nek, c-nek vagy d-nek. (1 pont)
Ebben a komponensben tehat legalabb 100 cstcs lesz, vagyis a grafnak mas komponense nem lehet,
a graf igy csakugyan Osszefiiggs. (2 pont)

3. Egy egyszerii graf élhalmaza elGall két feszitGfajanak diszjunkt unidjaként (vagyis a graf minden
éle a két feszit6fa koziil pontosan az egyikben van benne). Mutassuk meg, hogy a grafnak van olyan
csticsa, aminek a foka 2 vagy 3.

N S R S

Legyen a graf csicsainak szama n. Ekkor mindkét feszitGfanak n — 1 éle van,
a grafnak pedig igy Osszesen 2n — 2.

s ekkor az élek szama (ami a fokosszeg fele) legalabb 2n lenne, ami ellentmondaés.
Minden cstcsra igaz ugyanakkor a grafban, hogy a foka legaldbb 2,
hiszen minden csiicsnak mindkét feszitéfaban legalabb 1 a foka.

( )
( )
( )
ellenkez6 esetben ugyanis minden fok legalabb 4 lenne, (1 pont)
( )
( )
( )
A v csucs foka tehat 2 vagy 3. ( )

4. Egy 10 csticsu, egyszert, Osszefiiggd graf éleinek mindegyikéhez az 1,2,3.4 szdmok valamelyikét
rendeljiik sulyként tgy, hogy mind a négy szam legalabb haromszor fordul elg. Mutassuk meg, hogy
a grafnak van olyan feszit6faja, melynek stlya legfeljebb 27.
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A Kruskal-algoritmust futtatjuk. Legyenek az ez altal kivalasztott élek sorrendben ey, es, ..., eq9. (A
graf 10 cstcsu, igy a feszitGfanak 9 éle lesz.) (1 pont)
Az ey és ey élek 1 sulytiak, hiszen semelyik két él sem alkot kort a grafban. (2 pont)
Ha ej is 1 stlya, akkor kész is lesziink, hiszen minden tovabbi él silya is legfeljebb 4, azaz a feszit&fa
Osszstlya legfeljebb 1 +14+1+6 -4 = 27 lesz. (1 pont)
Ha es nem 1 sulyu, akkor a harmadik 1 salyu él és ey, es kort alkot. (1 pont)
Ekkor barmely 2 stlyu élre teljesiil, hogy nem alkot kort e, es-vel, igy ez 2 stlyt lesz. (1 pont)
Ha ey is 2 sulyu, akkor is kész lesziink (1 +1+242+5-4 = 26). (1 pont)
Ha e3 nem csatlakozik sem e;-hez, sem ey-hoz, akkor ez mindenképp bekovetkezik, hiszen az egyetlen
olyan él, mely kort alkot ej, eo-vel nem 2 silya (hanem 1). (1 pont)



Ha e3 csatlakozik ej-hez vagy e;-hoz (esetleg mindketthoz), akkor elképzelhets, hogy a maradék
két 2 salyna él (kiilon-kiilon) kort alkot az ey, es, eg élhalmazzal, de csak akkor, ha az eq, e, e3 négy
végpontja altal feszitett részgraf egy 4 csicsu teljes graf és minden éle 1 vagy 2 silyu. (1 pont)
Ekkor azonban e4 biztosan 3 stlyt lesz, hiszen az ey, ey, e3 élhalmazzal egyetlen 3 stlyt él sem alkot
kort. Ekkor is teljesiil, hogy az élek osszsulya legfeljebb 27 (1 +14+2+3+5-4 = 27). (1 pont)

A fenti megoldas e, silyanak taglalasakor kezd elbonyolddni, ehelyett hasznalhatjuk az alabbi
gondolatot. A legfeljebb 3 sulyd élek szama 9, az ezek végpontjai altal feszitett részgrafnak igy

legalabb 5 cstcsa van, (1 pont)
hiszen 4 csticst egyszerd grafnak legfeljebb 6 éle lehet. (1 pont)
Az elsének vélasztott 4 él kozott igy nem lehet 4 stulyt, hiszen egy legalabb 5 cstcst, 9 éld grafban
minden 3 éli erd6hoz valaszthatd negyedik él tgy, hogy a graf erdd maradjon. (2 pont)

5. Dontsiik el, hogy az aldbbi graf sikbarajzolhato-e.
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Legyenek a graf csticsai a legfels6t6l a kéron jobbra haladva a, b, ¢, d, e, f, g, h. Megmutatjuk, hogy
a grafnak van Kjj-mal topologikusan izomorf részgrafja. Hagyjuk el a grafbol a (¢, g) élet, majd
helyettesitsilk a h — g — f utat és a b — ¢ — d utat egy-egy éllel. A kapott graf épp egy Ks3 lesz,
melynek egyik osztélydban az a, f,d, mésik osztdlyaban a b, e, h csicsok lesznek. Mivel a grafnak
van K3 3-mal topologikusan izomorf részgrafja, a graf nem sikbarajzolhato.

Teljes megoldés 10 pont (a helyettesitések és a K33 demonstralhato rajzon is), olyan megoldasok,
melyek a K33 keresésére iranyulnak, de sikertelenek, érdemi részpontokat kaphatnak, a probélkozas
mindségétdl fliggben. Aki belatja, hogy Ks-tel topologikusan izomorf részgrafot nem érdemes keresni,
az kaphat ezért két pontot (ha ezzel nem lépné til a 10 pontot, illetve ha a megoldasa nem teljes,
akkor a 8 pontot). K5 keresésére iranyuld probalkozasokért legfeljebb 2 pontot adjunk.

6. Egy 12 csticsu egyszerd grafban minden csics foka 4. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozza lehet
venni pontosan 10 élet gy, hogy a kapott graf egyszerti maradjon és legyen Euler-korsétaja.
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Ahhoz, hogy egy grafnak Euler-korsétaja legyen, sziikséges, hogy minden foka paros legyen. Mivel
az eredeti graf minden foka paros, ezért sziikséges, hogy a 10 Gjonnan hozzavett él olyan részgrafot

alkosson, melyben szintén minden fok péros. (1 pont)
Ez elérhetd példaul egy 10 hossza korrel. (1 pont)
Mivel az 0j grafnak is egyszertinek kell lennie, a 10 hosszt kor G részgrafja kell legyen. (1 pont)
G 12 csticst, T-regularis graf, igy két tetszéleges csiicsat elhagyva olyan grafot kapunk, melynek 10
csticsa van és minden fok legalabb 5. (3 pont)
Mivel ez a graf is egyszeri, Dirac tétele szerint van Hamilton-kore, ami épp a kivant 10 cstcsi kor
lesz. (1 pont)

Ezt a kort a grathoz véve tehéat olyan grafot kapunk, melyben 10 darab 6 foka és 2 db 4 foku cstcs



van. Ahhoz, hogy ebben az 1j grafban csakugyan legyen Euler-korséta sziikséges és elégséges is,
hogy a graf osszefiiggs legyen. (1 pont)
Ez kénnyen lathatoan teljesiil is: a 6 foku cstcsok az Gjonnan hozzavett kor csicsai, igy természete-
sen ugyanabban a komponensben vannak, amelynek legalabb egy (s6t, harom) pontjéval mindkét 4
fokt cstcs is 6ssze van kotve. (2 pont)

A kapott graf 6sszefiiggGsége persze mashogy is igazolhato, pl.: a 6 foka csicsok a graf egyszertisége
miatt csak olyan komponensben lehetnek, melynek legalabb 7 cstcsa van. (1 pont)
Ilyen komponensbdl azonban csak egy lehet a grafban (hiszen csak 12 csticsunk van), tehat a 6
fokt cstcsok mind ugyanabban a komponensben vannak, amiben (ismét a graf egyszeriisége miatt)
benne kell legyenek a 4 foku csacsok is. (1 pont)



