A Szamitastudomany alapjai
1. ZH 2011. X. 13. 8

A rendelkezésre dll6 munkaidé 90 perc.

Kérjiik, minden résztvevo nevét, NEPTUN kédjat, gyakorlatvezetdje nevét és a gyakorlatanak idGpontjat a
dolgozat minden lapjanak jobb felsé sarkaban olvashatdan és helyesen tiintesse fel, mert ennek hianyaban a dolgozatot
nem értékeljiik. Irészeren és dsszetiizott papirokon kiviil semmilyen segédeszkoz hasznalata sem megengedett, igy tilos
az irott vagy nyomtatott jegyzet, a szamold- és szamitdégép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabba a dolgozatiras kézbeni
egylittmiikodés. Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32
pont: 2, 33-41 pont: 3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklds nélkiili) eredménykozlést nem értékeljiik.
A megindokolt részeredményért ardnyos pontszdm jar. Az évvégi jegy kiszdmitdsakor a két (legaldbb elégséges) zh
Osszesitett pontszamat vessziik figyelembe.

Feladatok

1. A Mikulas 6t pendrive-ot hozott, amik egyenként 1,3,5,7 és 9 gigabajtosak.
Ocsénkkel kell ezeken megosztoznunk. Héanyféleképp tehetjitk ezt meg, ha a
mi memoridink kapacitdsainak Osszegének testvériinkéi¢iénél mindenképpen
nagyobbnak kell lennie, és tokéletesen igazsagosnak érezziik azt is, ha az Gsszes
eszkoz nekiink jut?

2. Rajzoljuk le azt a G gréfot (pontosablooarll aonr%)akoe%y diagramjat), aminek szom-
SZédOSSé,gi matrixa 1 01 1 0 0
010110
AG)=1 011010
001101
1000 10

Legkevesebb hany élt kell G-be behizni az egyszertiség megtartasaval ugy,
hogy regularis grafot kapjunk?

3. Tekintsiik az (1,2, 2,4, 4,4,4,10), (4,3,2,7,6,5,9,8) és (1,2,4,8,1,2,4,8) Priifer-
kédu fakat. Alkossédk a G graf élhalmazat ezen fak élei azzal, hogy ha két csics

k faban szomszédos, akkor G-ben az adott élnek £k parhuzamos példanya ta-
lalhato. Van-e G-nek Euler-kore?

4. Az abran lathato G grafnak megjeloltiik egy F' fe-
szitofajat és a feszitofa éleinek sulyait. Hatarozzuk
meg, mennyi lehet a G graf feszitéfan kiviili éleinek
minimalis 6sszsulya akkor, ha F' minimalis sulyu fe-
szitofaja G-nek.

5. Az F fa Priifer kédja (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4). Hany éle van F' komplementeré-
nek?

6. Tegyiik fel, hogy a 16 pontu K4 teljes graf éleit 4-féle szinnel szineztiik ki
ugy, hogy minden egyes szinre az adott szinnel szinezett élek reguléris grafot
alkotnak K4 csucsain. Igazoljuk, hogy kivalaszthato két szin a 4 koziil ugy,
hogy az e két szinnel szinezett élekbdl talalhaté Kig-nak Hamilton kore.

Gyakorlatvezeték és gyakorlatok Acs Bernadett (K IB 138, Bérczi Kristéf (K, E 407), Csdkany Rita (K-Cs, IB 134),
Drétos Marton (K, IB 138, J 302), Faller Bedta (K, IB 139), G6bolos-Szabé Julianna (K-Cs, IB 140), Kérosi Attila
(Cs, IB 141), Mihdlka Eva Zsuzsanna (Cs, IB 138), Recski Andras (K, IE 217.1), Salanki Agnes (K, E 406), Soltész
Déniel (Cs, IB 142), Szolnoki Lénard (Cs, IB 139), Varga Kitti (K, IB 140)

JO munkét!



A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékules (2011.10.13.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A Mikulds 6t pendrive-ot hozott, amik egyenként 1,3,5,7 és 9 gigabdjtosak. Ocsénkkel kell ezeken
megosztoznunk. Hanyféleképp tehetjiik ezt meg, ha a mi memoridink kapacitdsainak osszegének test-
vériinkéiéiénél mindenképpen nagyobbnak kell lennie, és tokéletesen igazsdgosnak érezziik azt is, ha
az Osszes eszkoz nekiink jut?

Az 6tféle ajandékbdl 2° = 32-féle részhalmaz képezhetd. (2 pont)
Ezekbol kell azok szamat meghatarozni, amit ajandékba kaphatunk a magunk tamasztotta 6nzo fel-
tétel betarttasaval. (1 pont)
Mivel az 6t kapacitas Osszege 25, azokat a részhalmazokat kell leszamolnunk, ahol a megfelel6 6sszka-
pacitas legaldbb 13 Gb. (1 pont)
Vegyiik észre, hogy barmely részhalmaz és a komplementere koziil pontosan az egyiknek lesz az 0ssz-
kapacitdsa legalabb 13 Gb, (5 pont)
ezért az Osszes lehetséges részhalmaznak a fele, azaz 2* = 16 a keresett részhalmazok szdma, és egytittal
ez a vélasz a feladat kérdésére is. (1 pont)

Természetesen az elsé 4 pont megszerzése utan ugy is befejezheté a megoldas, hogy izombdl leszamoljuk
a megfelel6 részhalmazokat, pl igy, hogy 1-elemi nincs, két elemiibol van 2, harom elemiibdl 8, négy
elemiibdl 5 végiil 5-elemiibol 1.

2. Rajzoljuk le azt a G grafot (pontosabban annak egy diagramjat), aminek szomszédossagi matrixa

010001
101100
010110
011010
001101
100010

AG) =

Legkevesebb hany élt kell G-be behtizni az egyszerliség megtartasaval ugy, hogy regularis grafot kap-
junk?

A tanultak szerint akkor fut él két cstcs kozott, ha a szomszédossagi matrix megfelel6 mezejében 1-es
1

6 O Q
5
talalhaté. Ennek alapjan G a fekete, folytonos élek alkotta graf: (5 pont)
G-ben a cstcsok fokszamai 2 ill. 3. Ha G-t 3-regularis graffa akarjuk kiegésziteni, akkor a két masodfoku
csucs kozé élt kellene behtiznunk, amit nem tehetiink meg az egyszertiség megtartasaval. (2 pont)
Tehat legalabb 4-regularis grafot kell késziteniink, azaz a két méasodfoku pontbdl még legalabb 2 — 2
élt kell behtiznunk, osszesen tehat legaldbb 4-et. (2 pont)
Ezt meg is tudjuk tenni, pl az abran lathaté kék, szaggatott éleket behizva, tehét 4 a vélasz a kérdésre.

(1 pont)

3. Tekintsiik az (1,2,2,4,4,4,4,10), (4,3,2,7,6,5,9,8) és (1,2,4,8, 1,2, 4,8) Priifer-k6du fakat. Alkossdk
a G graf élhalmazat ezen fak élei azzal, hogy ha két csics k faban szomszédos, akkor G-ben az adott
élnek k parhuzamos példanya talalhaté. Van-e G-nek Euler-kore?




Mindhdrom Priifer-kod 8 hosszisagu, ezért 10 cimkézett pontja van a G grafnak (2 pont)

Mivel mindegyik fa 0sszefiiggd, ezért unidjuk, G is az. (1 pont)
Az éran azt tanultuk, hogy véges Osszefiiggd grafnak pontosan akkor van Euler-kore, ha minden cstcsa
paros foki. (2 pont)
Olyat is tanitottak, hogy a Priifer-kddban minden csics eggyel kevesebbszer szerepel, mint a fabeli
fokszama. (2 pont)
Ha gondosan 6sszeszamoljuk, akkor azt tapasztaljuk, hogy az 1,2, ..., 10 cimkék mindegyike paratlan
sokszor szerepel a 3 Priifer-kédban, és ennél az eléforduldsi szamnél a fokszama 3-mal nagyobb.

(2 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-ben minden csics fokszama paros lesz, ezért a fentiek miatt G-nek van Euler-
kore. (1 pont)

(Ha vki megkonstrudlja a 3 fat, észreveszi, hogy Osszefiiggd, és azon szamolgat fokszamokat, az is
teljes pontszamot ér. Ha vmik fat elrontja, akkor rontott fanként 1-1 pontot levonunk. Ha ezen az
uton prébalkozik, de kideriil, hogy nem tud Priifer-kédot dekédolni, akkor max 5 pont jar.) Itt vannak
egyébként a G-t alkoto fak és G:

;1;20”549
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. Az 4bran lathato G grafnak megjeloltiik egy F feszitofajat és a feszitofa éleinek sulyait. Hatérozzuk
meg, mennyi lehet a G graf feszitéfan kiviili éleinek minimélis 6sszstlya akkor, ha F' minimalis silyt
feszitotaja G-nek.

1452 S:() ol 11 2

Ahhoz, hogy F' minimélis sulyu feszitéfa legyen az sziikséges, hogy a faba
be nem valasztott élek barmelyikét ha becseréljiik a két végpontja kozott
futé fabeli ut valamelyik élére, attol a keletkezo fa stilya ne cstkkenhessen,

(3 pont)
azaz barmely fan kiviili él silya legalabb annyi legyen, mint a végpontjai
kozott futd F-beli tton levo élek silyainak maximuma. (3 pont)
Ez konkrétan azt jelenti, hogy az ab él sulya legaldbb 5, a cd élé legalabb 3, végiil a ce él is legalabb
3 sulyt. (2 pont)
Ha pedig ezeket a sulyokat adjuk a fenti éleknek, akkor az 6ran tanult Kruskal algoritmus meg tudja
talalni az F fat. (1 pont)
Az tehat a valasz, hogy a maradék élek osszsulya legalabb 5+ 3 + 3 = 11. (1 pont)

. Az F fa Priifer kédja (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4). Hany éle van F' komplementerének?

A Priifer kéd hossza 10, ezért az altala kodolt feszitéfanak 12 cstcsa van. (
Ezért az I feszitofa élszama 11. (3 pont
A 12 pontu teljes graf éleinek szama (122) = 122—11 =6-11 = 66, (
ezért a komplementernek 66 — 11 = 55 éle van. (

Természetesen nem tilos F' meghatarozasa sem. Aki csak ennyit tesz, annak az elsé 5 pont jar.
. Tegytiik fel, hogy a 16 pontu K¢ teljes graf éleit 4-féle szinnel szineztiik ki tigy, hogy minden egyes szinre

az adott szinnel szinezett élek regularis grafot alkotnak Kig csicsain. Igazoljuk, hogy kivalaszthato
két szin a 4 koziil ugy, hogy az e két szinnel szinezett élekbol taldlhatéd Kig-nak Hamilton kore.

Viélasszuk ki azt a két szint, amikbol a lehet6 legtébb azonos szinti ¢l indul a csicsokbol. Mivel Ky
minden csticsabdl 15 él indul amiket 4-félére szineztiink, ezért a két leggyakoribb szinbdl legalabb az

élek fele, azaz legalabb 8 ¢l indul. (4 pont)
Ha tehat G az a graf, amit a két kivalasztott szinnel szinezett élek alkotnak, akkor G olyan regularis
graf, amiben minden csticsnak legalabb 8 a fokszama (2 pont)
Az 6réan tanult Dirac tétel szerint ha egy grafban minden csicsbdl legalabb annyi él indul, mint a
csucsok szamanak a fele, akkor a grafban van Hamilton kor. (3 pont)

Jelen esetben teljesiil a fenti Dirac feltétel, ezért G-nek van Hamilton kore, ami éppen a feladat
allitasat bizonyitja. (1 pont)



