SIKBARAJZOLHATOSAGGAL KAPCSOLATOS FELADATOK !

1 Euler-formula

1. Ellendrizzik az Euler-formuldt az dhrdn ldthatd 6t szabdlyos test (tefraé-
der, kocka (vagy hexaéder), oktaéder, dodekaéder és thozaéder) esetén és raj-
zoljuk fel a testek élhdldit, mint sikbarajzolhatd grdfokat, keresztezddés nélkil.

Megoldds: A grafok az dbrdn, a pont-, él- és lapszdmoek az aldbbi tabldzat-
ban lithatdék.

'@ DBME Szdmitsstudomdnyi és Informacidelméleti Tanszék, Budapest, 2002.

pontok szdma | ¢élek szama | lapok szama

tetraéder | 4 6 4

kocka (hexaéder) 8 12 8

oktaéder 6 12 8

dodekaéder 20 30 12

ikozaéder 12 30 20
- o

2. Mutassuk meg, hogy e I (nyolcponti teljes grdf) lerajzoldsakor legaldbb
10 élkeresztezddés jon létre!

Megoldds: Egy sikbarajzolhatd, n ponti és e éld egyszer(l grafban e <
3n-- 6 teljesiil. Igy egy 8 pontd egyszerii grafnak legfeljebb 18 élét hiizhatjuk
be keresztezddés nélkil. A Ky graf (3) = 28 éle kéziil tehdt az utolsé 10
behuzasakor biztos minden alkalommal kapunk egy-egy 1j élkeresztezddést.



3. Mutassuk meg, hogy eqy stkharajzolhatsd egyszertt grdfban nem lehet minden
pont foka legaldbb hat! .

Megoldds: Ha egy n-ponti grifban minden pont foka legalibb hat, akkor
az ¢lszdm legaldbb 3n, ami sikbarajzolhaté egyszer(i grafoknal lehetetlen.

4. Egy sikbarajzolhatd, n ponti £s e £ grdflan minden kir hossza legaldbb
k. Mulassuk meq, hogy ekkor
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teljestil!

Megoldds: A t darab tartomdnyt hatirolé élek szamat dsszeadva az élszdm
kétszeresét kapjuk. (Az esctleges elvagd élek mindkét oldala ugyanazt a
tartomdnyt hatdrolja, ekkor a tartomdnyt hatdrolé élek megszdmldldsakor
az ilyen éleket kétszer kell venni.) fgy 2e > ki, hisz a tartomdnyokat is kiirdk
hatdroljdk. Az Euler-formuldbdl kapott t = e+2—n kifejezést behelyettositve
kapjuk az allitdst,

5. Legyen G eqy egyszeril, dsszefiiggd, sthbarajzolhatd grdf melynek min-
den tartomdnydt pontosan 6 €l haldrolja. Dizonyitsuk be, hogy G-nek van
legfeljebl mdsodfokt pontial

Megoldds: Az elézd feladatot k = 6-ra alkalmazva e < %’n — 3, vagyis

2e < 3n — 6 teljestil. Ha minden pont legaldbb harmadfoki volna, akkor a
fokszamok Gsszegére ezzel egyidejiileg 2e > 3n teljesiilne, ami lehetetlen.

Megjegyzés: Az dllitasbél kovetkezik, hogy nincs olyan konvex polidder,
melynek minden lapja hatszdg lenne. !

6. DBizonyitsuk be, hogy ha egy egyszeril grdf sikbarajzolhatd és nincs 5-nél
kisebl foki pontja, akkor legaldbb 12 darab pontosan Gtédfoki pontje van!

Megoldds: Jeldlje e az élek, a az Stodfokd és b a legalibb hatodfoki
pontok szamadt. Egyrészt e + 6b < 2e, mdsrdszt & sikbarajzolhatdsdg miatt
e < 3(a+b) — 6 teljesiil. Mivel ¢z utdbbi 2e < 6a + 60 — 12 alakba irhatd, az
allitas adddik.

7. Mutassuk meg, hogy az eldz8 feladatban szerepl 12-es beeslés nem javit-
hatd, vagyis adjunk példdt olyan sikbarajzolhatd eqyszerti grdfre, melyben 12
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darnl dtidfoki pont van és kisebb foki nincs.

Megoldds: Az ikozaddernek az élhildjailyen, 1d. az 1. feladat megoldisdt.
Bonyoluttabb példa a 15. feladatban szerepld gral dudlisa.

8. Engy 20 csicst konver poliddernek 12 lapjn van. Hdny oldala van az egyes
lapoknak, ha tudink, hogy ez a srdm minden lapra azonos?

Megoldds: Legyen ez a szam k. Ekkor 12k = Z2e, hisz minden élt kétszer
szamoltunk. Az Euler-formuldbdl viszont e + 2 = 20 + 12 miatt gy & = 5
azonnal adddik. (Vegyiik észre, hogy az 1. feladatban szerepld dodekaéder is
ilyen.)

9. Legaldbb hdny élkeresziezddés szikséges a Ky 4 (négy hdz, négy kit) pdros
grdf lerajzoldsdhoz?

Megoldds: Ha egy 8 ponti sikbarajzolhatd grafban minden kdr hossza
legalilbb négy, akkor a grdfnak a 4. feladat szerint legfeljebb 12 éle lehet. A
tovabbi 4 él behizdsakor biztos mindig kapunk egy-egy 1ij élkeresztezddést.
Igy legalibb 4 keresztezddés szitkséges, és ennyivel le is rajzolhatd a graf, pl.
az abran lithaté mddon (a hizakat négyzetek, a kutakat kérdk jeldlik).

10. Eny gombre keresziezés néikil felrajzoltunk egy 16 £l {-requldris grdfot.
Hény tartomdny keletkezell?

Megoldds: Ta a pontok szamait n-nel, az élekét e-vel jeloljik, akkor a re-
gularitds miatt 2e = 4n, tehdt n = 8. Az Euler-formula szerint a tartoményok
szdma 16+ 2 — 8 = 10. (Egy ilven graf lithaté egyébként a 25. feladat
megoldasandl.)

11. gy konver lest minden lapje nédgyszdyg vagy nyoleszég és minden pond-
ban pontosan hdrom lap taldlkozik. Mennyt a négyszdg- és nyelcszdglapok
szamdnak kilénbsége?




Megoldds: deliljik a négyszoglapok és a nyolesziplapok szimait {-gyel,
Hl. fg-cal. A 4l + 8l3 mennyiség minden &t kétszer (és a feladat masik
feltétele mialt mindon pontot hitromszor) szdmaol, igy a pontok, clek és lapok
seama rendre 344 + 3y, 20 + 4lg, ill. Iy + 4. Ha ezeket az Euler-formuldba
helyettesitiik, Iy — lg = 6 adédik. (Egyébként van is ilyen konvex test, a
nyoleszdg alapid hasdhb.

12. Mutassuk meg, hogy ha 61 hdz mindegyikébdl 51 kit mindegyikéher Os-
vényt kell épitentink, akkor legaldbb kilenc ttkeresztez6dés lesz! (Hidak, alag-
utak nem épithetdk és egy keresziezddésben csak két fsvény taldlkozhal.)
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Megoldds: Ha egy n ponti sikbarajzolhatéd grafban minden kér hossza leg-

alibb négy, akkor a grifnak legfeljebb 2n —4 &le lehet, A tovdbbi 25-16 =9
behuzasakor mindig legaldbb egy-egy j keresztozddést hozunk létre.

13. Egy n ponti, e éli sikbarajzothaid egyszerit grdf ¢ dsszefiiggs kompo-
nensbdl dil. A sikbarajzoldsa sordn t tartomdny kelethezik. DBizonyitsuk be,
hogyn+t—e=c+ 1 teljesul!

Megoldds: Kiilén az (n; pontd és e; £1d) i-edik komponens lerajzoldsakor
t; tartominy keletkezne. Ekkor n = ©n; és e = 3 g;, viszont a "kiilss”
tartomanyok azonosak, ezért £ = 3.1, — {c— 1) helyettesitendd be az Euler-
formuldba.

14. Adjuk meg az dsszes olyan t szdmot, melyre létextk t darab hdromszoghdl
dlid 7 csicsd konver test!

Megoldds: Az Buler-formula szerint t + n= e+ 2, ahol n = 7 és 2¢ = 3¢
Ez csak £ = 10,2 = 15 &rtékekkel teljesiilhet és ilyen konvex test van is,
¢lhaldjdt az alabbi Abra mutatja,

15, Egy kenvez Lost lapgog szabalyos otsgogek és hidszogek, Az olszogekel esak
hatszdgek hatdroljdk, a halszigekel feludliva hatszdgek s diszinek (qondaljunk
a futball-tabddra). Meghaldrozhato-¢ ennyt edatddl uz Giszagek s e halszégek
szdma?

Megoldds: Igen. Jelolje Is, ill. {; a két mennyiséget. Egy csidcsban nem
taldlkozhat csak két lap, és négy vagy tbb semn, hisz a szabédlyos Gtszég
szomszddos oldalai 108°-0s, a szabdlyos hatszogéi 120°-0s szoget zarnak be,
és mdr 4 . 108° is nagyobb 360°-nal. Igy minden csficsba hirom él fut be,
ezért Bl + 6l egyfelsl az élszdm kétszerese, masfelSl a csicsok szamdnak
hiromszorosa. Ezenkivil a lapok egymadshoz vald viszonydbdl bly = 3i;
is adédik {az GtszGgek mentén korbejarva mindegyik hatszdget hiromszor
szamoljuk). Ig_',' 8y + 6l = 1bls = 22 = 3n miatt e = 1:?{5,11 = 55,1 = %fs.
Az Buler-farmuliba helyettesitve §s = 12,1, = 20, n = 60 és e = 30,

16. Létezik-e szabdlyos hdaromszdgekhel €s négyzetekkel hatdrolt konvez test,
fra

{a) minden négyzretet négy hdromszdyg, minden hdromszdget kéf négyzet
és egy hdromszig hatdrol, ill. ha

(b} a hdromszégekel csak néqyzetel hatdroljdk, a négyzelekel feludlive hd-
romszdgek és négyzetek.

Megoldds: (a) Ha az ABC hdromszig az AB oldala mentén szomszédos
egy masik, ABD hiromszoggel, akkor a BC é5 a BD oldalakhoz illeszkedd
négyzeteknek szomszédosaknak kell lenniiik, mert ha az Ey, E; pontok (Id.
a baloldali 4brat) kiilénbdzdek lennének, akkor az Ey BE, s20g¢ legalibb 60°
tenne, és akkor a B cstesndl a szégdsszeg 360° lenne {vagyis a népyzetok
¢s a haromszogek nem egy polidder lapjai lennénck, hanem a siknak egy
"parkettdzdsat” adndk, 1d. a jobboldali Abrdt). Ha viszont a négyzetck
szomszédosak lennének, ez ellentmondana a feladat kit{izésének {minden
négyzetet négy haromszdg hatarol), tehdt ilyen konvex test nem létezhet.
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(b} Ilyen konvex test létezik, az clyan szabdlyes hdromszég alapd hasdb,
melynek oldallapjai népyzetek,

17. A Ky teljes grdf élhalmazdl két részre osztottuk. Lehelséges-e, hogy
mindkél rész sikbarajzolhald grdfot hatdroz meg?

Megoldds: Ha lehetséges lenne, akkor mindkét grafnak legfeljebb 3n—6 =
27 éle lchetne, viszont a teljes grafnak (121) = 55 > 2- 27 éle van, ezért nem
lechet mindkét graf sikbarajzolhaté.

18. Legaldbb hdny pontje van egqy sikbarajzolhald, {-reguldris egyszeri grdf-
nak?

Megoldds: Egy 4-reguldris egyszeri griafban legalibb 5 pont kell, hogy
legyen, de n = 5-re a J(; grifot kapnink, ami nem sfkbarajzolhaté. [gy
n > 6 kovetkezik és n = 6 lehetséges is, 1d. az oktadder élhdldjat az 1.
feladatnal.

19, FEgy szabdlyos test minden lapja egybevdgd szabdlyos n-szdg, minden
csucsdnd! d lap taldlkozik {d > 3).

(a) Bizonyitsuk be, hogy n < 6 {uvagyis hogy ar egybevdgd sokszigeknek
legfeljebd &t oldala lehet}!

(b} Mutassuk meg, hogy % + % > % _

(¢} Bizonyitsuk be, hogy az 1. feladaitban szerepld 6t testen kivil mds
szabdlyos test nem léiezhet!

Megoldds: {a) Legyen o, a szabdlyos n-szip szomszédos oldalai dltal
bhezdrt szdpg. Mivel minden esdcsndl d lap taldlkozik, do, < 360° (hisz a
lapok nincscnek egy sikban), tehdt d > 3 miatt o, < 120°. Mdsfell birmely
n-szog szopeinek dsszege {n — 2)180°, tehat an = E‘—-ﬁ-}‘ﬂ:, amibdl n < 6
adédik.

(b) Mind az ! lapot n él hatdrolja és mind a p csticshoz d él Meszkedik,
tehiit az e élszdm kétszeresére In = dp = 2e. Az innét nyerhetd ! = ?—.e,p = %e
kifejezéseket az Euler-formuliba helyettesitve & + 3 =141 5 1 adédik.

(¢} Tudjuk, hogy 3 < n < 5 {(a felsd beeslést (a)-bdl kaptuk).%

¢ Ha n =23, akkor {b)-b6l % + ﬁ > % miatt 3 < 4 < 5, E hdarom d értékre
rendre a tetradder, az oktaéder, ill. az ikozaéder adédik.

e Ha n =4, akkor % + ﬁ > % miatt d < 4, vagyis a kockihoz jutunk.

e Végil ha n = 5, akkor ¢ + :T > % miatt d < %, tehdt itt is csak d =3
lehet ¢és {gy kapjuk meg a dodekaédert.

2 Kuratowski-tétel, Fary—Wagner tétel

20. Sikbarajzothaldak-e az aldbbi grdfok? Ha igen, rajroljuk le keresztezddés
nélkil, egyenes szakaszokkal!

Megoldds: A miasodik graf nem rajzolhatd sikba, mert, tartalmazza a ;4
soros bévitését, a tdbbi sikbarajzalhats (1d. az dbrat).

21. Sikbarajrolhatoak-e az aldbbi grifok? Ha igen, rajzoljuk le keresrezddés
nélkil, egyenes szakaszokkalf

{ 3 5 5




Megoldas: A mdsodik és a harmadik graf nem rajzolhaté sikba, mert _ Megoldds: Av dbra bal oldalan lithaté a kocka élgrafja, majd a komple-
tartalmazzik a /33 soros bivitését, a tobbi sikbarajzalhatd (Jd. az dbrat) ! mentere, jobboldalon utébliinak egy-cry olyan részgrafja, mely a fCs, ill. a

.
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' _ K3 3 soros bovitése. Tehdt a kérdezett grafl nem rajzolliatsd sikba.
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24. Mutassuk meq, hogy minden 5-8li grdf sikbarajzolhats!
. <F ' & . - = r ..? ' r L} - - Fl ar e aw - - F - r
i&lilijﬂ:zjz;ff;atiak y E : :,iﬂbbl grdfok? Ha igen, rajzoljuk le keresxtezddés Megoldds: Az esetleges hurok- és tobbszdrds élek eltdvolitasa utdn az élek
) Cgyenes szaraszorkell szarna legfeljebb 8, mdrpedig mindkét Kuratowski-graf és ezek soros bévitései
, is legalibb @ élt tartalmaznak.
{ e : TQ'
{ L 25. Sikbarajzolhats-e az ¢ graf, melyet eqy 8 pontii kirbdl kapunk, hn minden
poniol a mdsodszomszédiaival is dsszekitink?
Megoldds: Igen, ld. az dbrdt.
& 6 = R
¢ ¥ 3
Megoldds: Az elsb hirom gril nem rajzolhaté sfkba, mert tartalmazzak
a IG5 graf soros bvitését (a masodik a K5 soros b8vitését is), a negyedik
sikbarajzolhatéd {ld. az dbrdt). s t
26. Keressunk olyan §-ponti grdfot, hogy se 8, se a komplementere ne leqyen
ig 4 stkbarajzolhats! |
El .
Megoldas: Legyen a graf a Ky, kibivitve két izold)t p, ¢ ponttal. Bkkor
3 I3 a komplementerében a hiarom "hdz™ és a p, g pontok egy /-6t alkotnak.
7 27. A Gy grdf pontjai az 1,2,..., 1 szdmok és kél pond akhor s csak akhor

szomszédns, ha @ megfeleld szdmok kézil az eqyik oszifa a mdsikal. Mutassuk
meg, hogy nn > 16 esetén G,, nem sikbarajzothatd!

Megoldds: Az {1,2,4,8,16} ponthalmaz bdrmely két pontjit Gssze kell

23. Stkbarajrofhats-¢ o kocke élgréifjinak o komplementere? Ha i raj-
grdff P G igen, Taj kotniink, tchat &, tartalmaz egy J(s részgrafot, igy nem lehet sikbarajzolhaté.

zoljuk le keresztexddés nélhil, egyenes szakaszokkall
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28. Létezik-c olyan G-ponbi grdf, hoyy se 8, sc a komplernentere nemn sikba-
rajzothalc ?

Megoldds: Nem létezik. Egy 6 ponta, sikba nem rajzolhatd graf ugyanis
o vagry Ny, & akkor a komplementere két pontdiszjunkt hidromszog,
|

o vapy tartahinazza K5 soros bovitdsét, és akkor a komplementere vagy
egy 3 6l esillap és epy ¢l pontdiszjunkt dnidja, vagy ennek egy részgrilja,

o vagy pedig tartalmaz Ks-6t, és akkor a komplementere vagy egy & éli
csillag, vagy ennck egy részgralja.

Mindhdrom esetben az eredeti graf komplementere sikbarajzolhato.

29, Legyen a Gy grdf ponthalmnaze {a), 0z, ..., a5, by, b0, . 0} Az 6y by
pontpdr akkor és csak akkor szomszédos, ha i # 7, tovdbbd oz a;, a; pdrok és
a by, by pdrok kozétt nem ful L Mulassuk meg, hogy Gy akkor és csak akkor
stkbarajzolhatd, ha k < 5 lelfesidl!

Megoldds: k < 4 csetén (3 trividlisan sikbarajzolhatd, & = 4 esetén €pp
a 21. feladat utolsé grafjardél van szé. k > 5 esetén az dbra mutatja, hogy
(' tartulinazza /{3 soros bévitésct.

Definicid: Bgy ¢ = {u,v} él 8sszehiizdsa azt jelenti, hogy az e élt el-
hagyjuk és az u, v pontokat azonositjuk. Egy @ grafbél néhdny (esetleg nulla)
&t elhagydsa &8 ndluiny (esetleg oulla) mds ¢l dsszehizdisa sordn keletkezd
grafokat a @ minorjainak noevezzik.

30. Buzonyitsuk be Wagner tételél: Egy grdf akkor €s csak akkor sikbaraj-

zolhatd, ha nem tarialmaz olyan minert, mely izomorf a Kuratowski-grdfok
valamelyihéuel.
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Megoldds: A Teltétel szitkséges, hisy az clhagydshoz hasonldéan az Ossze-
hnizds sem vezethet ki a sikbarajzolhatd grafok korébol. Az clégségességhez
indirekt tegyiik fel, hogy G nem sikbarajzolhaté. Ekkor Kuratowski tétele
szerint néhany (esetleg nulla) 81 elhagydsdval olyan G' grathoz jutndnk, mely
vagy valamelyik Kuratowski-grdf {a. cset), vagy azok egyikénck egy soros
bévitése (b. eset). Mindkét esetben G'-bil néhiny (b. eset) vagy nulla (a.
eset) él dsszelizasdval epy Kuratowski-grifhoz jutnink, ami ellentmondis.

31. Wagner tételének felhaszndldsdval adjunk egyszerdbl f megolddst a 23.
feladatra!

Megoldds: Az credeti megolddshoz tartozd dbra masodik graljaban hizzuk
dssze a (2,5,4,7) kor éleit és hagyjuk el a keletkezd hurokéleket. Egy K
grifhoz jutunk.

32. Adjunk példdt arre, hogy egy I(s minort tarfalmazd grdf nem feitétienil
tartalmaz olyan részgrdfot, mely [(s-tel vagy annak egy sores bdvitésével lenne
izomorf!

Megoldds: Az aldbbi dbra baloldaldn lithatd n. Petersen-gral tartal-
maz Ky minort (hizzuk ossze a killsé Stszdget és a belsd csillagbtszdget
dsszekdtd Gt élt), de semelyik részgrifia nem lehet /(s-tel vagy annak egy
soros bavitésével izomorf, hisz minden pontja harmadfoku, fgy persze Ku-
ratowski tétele szerint kell, hogy valamelyik részgrafja (s 3-mal vagy annak’
egy soros bovitésével legyen izomorf, ezt az dbra jobboldalan ldthatjuk.

33. Legyen n, k két pozilfv egész szdm ésn > 2k. A KN(n,k) ¥n. Kneser-
grafot oy definidljuk, hogy pontjai ez n-elemi ralmaz k-elemd részhalmazar
és5 két pont akkor és csak akkor szomszédos, ha a megfeleld részhalmazok
diszjunktak. Sikbarajzolhatdak-e az aldbbt Kneser-grdfok?

(e) KN(5,2)
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(b} KON(6,2), ill. dltaldban JCN(2k + 2, k)

Megoldds: Aw (a) esetben a Petersen-grathoz jutunk, ami nem rajzolhatd
sikba (Id. az el6zd feladatot). A (b) esetben a K N(2k + 2, k) graf minden
pontja ("‘f) = k"':? = (k + 2)(k +1)/2 foki. Mivel ez a szam legaldbb
b, ha k > 2, a 3. feladat szerint ezek sem lehetnek sikbarajzolhatéak, Ha

k=1, akkor a X N(4,1) graf a K, teljes grafTal izomorf, tehdt természetesen
sikbarajzolhatd.

3  Dualitas

34. Hatdrozzuk meg a (etradder és a kocke élgrdfidnak o dudlisdt!

Megoldds: Az dbrdbél lithatd, hogy a kockabél az oktaéderhez jutunk
(gondoljuk végig, hogy forditva az oktaéder dudlisa ismét a kocka lenne), mig
a tetracder Gnmagdnak dudlisa. (Megmutathaté az is, hogy a dodekaéder és
az ikozadder is egymds dudlisai. Iz indokolja az 1. feladat 4brdinak sajitos
elrendezését és az 1. feladat megolddsdban 1dthats tabldzat tagoldsdt is.)
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35. Két sikbarnjzothalo grif eqymds dudlisa, az egyik lerajzoldsckor minden
tartomdny négyszdy (a kilsé is), a mdsikon mindeqyik hdromszig. Hiny
pontjuk és hdny éldk van?

Megoldds: Legyen az elsé graf pontjainak, &einek &s ﬁartcmﬁnyainak a
seima rendre n,e & t. Egyrészt 4t = 2e, mdsrészt 3n = 2¢ (mert minden
pontja harmadfokd). Az Buler-formula szerint ezért e = 12,n = 8, = 6, A
masik grafra hasonléan ¢ = 12,n = 6,4 = 8. (A két graf egydbként a kocka,
ill. az oktaéder élhildja, 1d. az 1. feladatot).

36. Lgy sikbarajzolhald grdfnak és e dudlisdnck is minden tartomdnya hd-
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romszog. Melyek lehetnek ezek a grdfok?

Megoldds: Mindkét gral a K teljes graf. Ha ugyanis az egyik graf kilsé
tartomanydt hatdrolé ABC hiromszdg éleire illeszkedd tovabbi ABP, BCQ,
CAR hiromszdgekre (1d. az ibrit) P @, R kozill lenne két kiilonbdz8 pont,
akkor A, B, C kozil legaldbb az egyik negyedfokd lenne, és akkor a dudlis
grafban nem lehetne minden tartominy haromszog.

37. Egy nemzetkdzt honferencidn egqy essztalndl 6t kiilonbézd orszdg egy-eqy
képuiseldje ul, Dizonyitsuk be, hoqy van koztuk ketld, akiknek az orszdga nem
szomszédos!

Megoldds: Az orszigok egy sikbarajzolhaté gréf. tartoményai. Ha az
allitAs nem lenne igaz, akkor ennek a griafnak a dudlisa tartalmazna egy
K5 részgrifot, tehit nem lehetne s{kbarajzolhaté.

38. Egy nemzethdzi konferencidn az elnokséghe esak olyan kilddtiek vdlaszt-
hatdk, akiknek az orszdga legaldbl hat mdsik jelenlevd orszdggal szomszédos.
Mutassuk meg, hogy van olyan Lildétt, aki bizlosan nem vdlaszthatd be az

_elnokségbe!

Megoldds: Az orszdgok egy sikbarajzolhaté ¢ grif tartomdnyai. Ha az
allitds nem lenne igaz, G* minden pontja legaldbb hatodfoki lenne, ami
sikbarajzolhat6 egyszerii grafokndl lehetetlen (1d. a 3. feladatot). Elvileg
elképzelhetd, hogy G* nem egyszerii, de akkor G tartomanyai kézdtt olyan
orszdgok is vannak, melycknek csak cgy vagy két szomszédja van (pl. San
Marine, ill. Andorra), és akkor az dllitds nyilvinvald. :

39. Mutassunk példdi o dudlisukkal {zomorf gréfokra!

Megoldds: Az Abrin lithatdé sorozat minden eleme ilyen. Az utolsén
igy neveztiik el az éleket, hogy kénnyil legyen cllendrizni a dudlisdval valé
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izomorfiit,

40. Mutassuk meg {Whitney télelére vals hivathozds nélktil, puszidn a dudlis
tulajdonsdg-pdrokra livathozva), hogy a Kuratowski-grifoknok (Ky és Kag)
nem lehel dudlisaf - |

Megoldds: Idézziitk [cl, hogy ha F egy sikbarajzolhaté gral faja, akkor
a neki megfeleld élhalmaz a dudlis grafban egy fa komplementere lesz. I(s-
nek 10 éle, 5 pontja és minden fijanak 4 éle van. Ha lenne dudlisa, annak
fii 10 - 4 = 6 éliick lennénck, tehdt a graf 7 pontd lenne. A hét pont
fokszAmanak Osszcge 2+ 10 = 20 lenne, vagyis nem lchetne minden pont
legaldbb harmadfloki. Ez awt jelenti, hogy tartalmazna 3-nil kevesebb éli
vigist, vagyis a dudlisa (tchdt K5) nem lenne egyszerii.

Hasonléképpen K33 dudlisinak 5 pontja és @ éle lenne. Az egyszeril grifok
korében az egyetlen ilyen grifot a K5-bél kaphatndnk egy &) elhagyisdval, de
arrol ellendrizhetd, hogy annak a Ky 3 graf nem dualisa.

4 (Gyenge izomorfia (2-izomorfia)

41. Heressiink izomorf és gyengén izomorf pdrokat az dbrdn ldthatd grefol
Lazote! .

Mcegoldds: Az elsé és a negyedik grif izomorf (vegyiik azonban észre, hogy
az adott rajzhoz tartozd geometriai dudlisaik csak gyengén izomortfak). A
mésik hdrom graf egymdssal gyengén izomorf (s a duélisaik izomorfak), sét,
a masodik és az 6t8dik izomorfak is, Az elészir emlitett két graf s az utébbi
hirom egymdssal nem izomorl {ez onnan ltszik, hogy pl. az clsé grifban 3

*darab kételemii vigds van, hdromelemii vigds pedig egy sem, mig a masodik

grifban esak 2 kételemii vigds van, viszont hdromelemiick is taldlhatdak).

42. Brzonyitsuk be, hogy bdrmely két n-pontd fa gyengén izomorf!

Megoldds: Nyilvdn ugyanannyi élitk van, igy létesithetd az &halmazaik
kozott kblesbrdsen egyértelmii megfeleltetés. Bdrmelyik ilyen megfeleltetés
36 lesz, hisz egy fiban semmilyen élhalmaz nem alkot kért és pontosan az
egyelemii élhalmazok alkotnak vigast (azok viszont mind).

43. 2-1zomerfak-e az dbrdn ldthatd grdfol?

[T ]
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Megoldds: Igen, az dbrascrozat mutatja, hogy juthatunk az elsé grafbdl
a masodikba gy, hogy mindig egy kételemil elvigs ponthalmaz két elemne
mentén forgatjuk el az egyik részgrafot.
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44. G’yeﬂyrzn izomorfak-e az dbrdn ldthats gréfok?

e

© Megoldds: Igen, az elsé két lépés az abrdn ldthats.

A2

[~

45. Gyengén izomerfok-e az dbrdn ldthatd grdfok?

AN

! Megoldds: Igen, az elsd 1épés az dbrdn ldthato.

Em\@

46. Mutassunk pé!dcﬂ olyan Gy, Gy grifokra, melyck gyengén izomorfak és
melyekre A(Gq) — A(G1) = 100 teljesiil. (A(G) jeléli a G grif mazimdlis
fokszdmit.)

Megoldds: Legyen G egy 102-6li dt, G4 pedig egy ugyanennyi é13 csillag!
Ez j6 példa {a 42. feladatban lattuk, hogy az azonos pontszidmd fik mind
gyengén izomorfak).

5 Egyéb feladatok

47. Mutassuk meg, hogy ha egy stkbarajrolhatd grdfnak van zdrt Euler-vonala,

akkor a dudlise pdros grdf!

Megoldds: A grafunknak ilyenkor minden pontja pdros fokd. Ekkor
minden végdsa is piros sok élt tartalmaz (az egyik oldalra keriild pontok
fokszémbsszegébdl vonjuk le ezen cldal pontjai kdzétt futé élek szdmdnak
kétszeresét). Igy a dudlis grafban minden kér hossza paros. Mivel egy graf

akkor és csak akkor péros, ha minden kére pdros hosszisdgi, ezzel az 4llitdst
beldttuk.

48, Bizonyitsuk be, hogy egy kétszeresen dsszefiiggs sﬁ:barajzofhatd graf dud-
lisa is kétszeresen dsszefigod!

Megoldds: Ha egy sikbarajzolhaté graf nem &sszefiiggd és komponen-
seit kiilon-kiilén sikbarajzoljuk, akkkor ezck a stkbarajzoldsok tigy is egyma4s
mellé helyezhetdek, hogy az egyes komponensck korldtos tartoményai az 4j
lerajzoldsnak is tartémdnyai maradjanak. (A baloldali bra feliil egy "j6",
alul egy "rossz" egymds mellé helyezést mutat.) Ugyanigy egy osszefliged, de
nem kétszeresen Gsszefiiggd grafis dtrajzothaté ugy, hogy az egyes kétszeresen
osszefiggd komponenseinek korldtos tartomdnyai az egész rajznak tartomsg-
nyai maradjanak (Id. a jobbeldali 4brit).

A
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Mﬂrnlmst. ha * nem volna kétszeresen Osszeliiggd, akkor rajzoljuk 4t a

 fenti értelemben "j6" alakba. A kiils§ tartomdnydnak G-ben megfelelé pont

elvagd popt lesz, ami kitszeresen dsszelilggh graf esetén lehetetlen.
i i |

49, Lehet-e egy hatszorosan Gsszefiiggd grif sikbarajrothatd?

Megoldds: Nem, hisz minden pontja ~ még az esetleges hurokélek és tobb-
520108 élek nélkill is — legaldbb hatodfokti lenne, és akkor a 3. feladat szerint
nem lchetne sikbarajzolhaté. -

50. Lehelséges-c, hogy két gyengén izomorf grdf kozil az eqyiknek van Hamil-
ten-kore, a mdsiknek nem?

Megoldds: Nem. Tegyiik fel, hogy az elsd grafban van Hamilton-kér.
Ekkor ez.a grif nyilvdn kétszeresen &sszefiiggd. Ha hdromszorosan is ssze-
fliggd, akkor a mdsik graf izomorf vele, tehdt annak is van Hamilton-kére.
Ha nem, akkor Whitney télele miall a musodik grif az elsdbé] pontpdrokon
keresztill vald itforditdsokkal megkaphaté. Mive! minden 4tforditds sopdn
a Hamilton-kdrt két részre vigjuk és az egyik oldalit megforditva vissza-
illesztjiik, utdna is marad Hamilton-kér. Igy a kérdésre a vdlasz mindenképp

nemleges. '

Megjegyzés: Az elsé graf Hamilton-kérét alkotd élek a gyenge izomorfia
miatt a méasodik grifban is egy C kért alkotnak. Onmagiban ebbdl azonban
még nem kdvetkezik, hogy € a masodik grafban Hamilton-kr, mert két
gyengén izomorf graf pontjainak a szima lehet kiilénbdzé, tehat mindenképp
ki kell hasandlni a grifok kétszeres ésszefiiggdségst.

1

6 A'sfkbarajzolhatéségnél altaldnosabb fogal-
| marjk
1 |

51. Ha egy téglalap két szemkozti (az dbrdn megvastagitoit) élét azonositjuk,
egy hengerpaldsthoz jutunk, ha annek o két szemkozii hatdrold kérét azono-
sitjuk, akkor egy "mentédvT-szerd feliilethez, oz tin, téruszhoz. Mulassuk
meg, hogy a Ky grdf keresztezGdés nélkiil felrajzolhatd o téruszral

i

Megoldds: Az dbran egy olyan rajz ldthatd, melyet a szemkdzti élek, ill,
kdrék azonositdsa eldtt helyeztiink el a téglalapon. A két A jeld, ill, a két B
Jelli pont azonositdsdval épp a Ky lerajroldsdt fejextiik be.

A

A

92. Mutassuk meg, hogy még a K grdf is keresztezGdés nélkil felrajzolhatd
a tdruszraf

Megoldds: Ld. az abrit, most is az eredeti téglalapon.
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53. Mutassuk meg, hogy méyg a K7 grdf is keresztezddés nélkil felrajzolhatd
e téruszral

Megoldds: Ld. az &brdt, most is az eredeti téglalapon.
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54. A baloidali dbrdn egy grdfot dgy rajzoliunk sikbae, hogy élei ne keresztezzék
egymdst. A mdsik két dbra koziit az e kiilénbség, hogy a D pont *jobbra moz-
gatdsdval” o kbzépsG dbrdn megszintethetbek az élkeresstezddések, mig a jobb-
oldalin az ACE és a BDF kérik "egqymdsba hurkolddnak”, Nevezziink egy
grdfet hurkoldsmentesen bedgyazhatdnak, ha létezik olyan lerajzeldsa,
melyben nincsenek egymdsba hurkolodd pontdiszjunkt karék. Gondoljuk végig,
hogy a stkbarajzolhats grdfok mind ilyenek!

Megoldds: Az dllitds nyilvdnvald, hisz ha egy praf élek keresztezése nslkiil
lerajzolhatd a sikba, akkor azon a rajzon birmely két pontdiszjunkt kér vagy
diszjunkt tartomdanyokat zdr be, vagy az egyikiik dltal tartalmazott korldtos
tartomanyt a masik kar is korbeveszi.

55. {a) Mulassuk meg, hogy az dbrdn Idthatd bedgyazds nem hurkoldsmentes!
(b) Bizonyitsuk be, hogy ugyanez a grdf — bdr nem sikbarujzolhats -
hurkoldsmentesen is bedgyazhaid!

!

Megoldds: Az (a) dllitds igazoldsdhoz clég észrevenniink, hogy az (1,2, 4)
és a (3,5,6) korok egymdsba hurkolédnak. Ha a grifot a baloldali 4brdn
lathats modon Gjra lerajzoljuk, azonnal litszik, hogy tartalmazza a K3
részgrafot, tehat nem sikbarajzolhatd. Ha két pontdiszjunkt kirt keresiink
benne, azok nyilvan hdrom hosszisdgiak (hisz a grifnak Osszesen is csak
6 pontja van), és mivel a két kor egyike a {2, 4}, mésika a {3,5} élt kell,
hogy tartalmazza, az egyetlen lehetdség a fent latott (1,2, 4), (3, 5, 6) kérpér.

21

Ezek utdn kénnyii egy hurkoldsmentes hedgyazdst taldlni, 1d. pl. a jobboldali
abrat. 4 5 3 S

2 & &
56. Bizonyitsuk be, hogy a Pelersen-grifol nem lehel hurkoldsmentesen

bedgyazni! '

Megeldds: A baloldali dbra jeldlését haszndlva a D' pontbdl kiindulva
megdllapithatjuk, hogy a {C’, E'} &l vagy mind az {A’, D'}, mind a {B', D'}
alatt halad (mint az dbrin), vagy mindkettd f615tt, hisz kiilénben egymdsba
hurkolédndnak az {A, A", D', B, B) és a (C, (", E', E, D) kérdk. Alkalmaz-
zuk ezt az észrevételt az {A', B', ', D', E’} pontok dltal meghatdrozott csil-
lagbtszdg C és £ pontjaibél kiindulva is! A jobboldali 4brdn azonnal ldtszik,
hogy az {A’,C') és a {B', E'} élek egyike sem haladhat a mésik alatt,

57. Az 54. fcladat kézépsd dhrija pontok folylonos mozgatdsdval divihetd
volt a grdf egy “szokdsos” sikbarajzoldsdba. Lélezhet-e sikbarajzolhals grifnak
olyan hurkeldsmentes bedgyazdsa, melyre ez nem lehelséges?

Megoldds: Igen, ld. az dbrdt. Az (1,2,3) kér teljes terjedelmében a
{4,5,6) kor alatt, utébbi pedig teljes terjedelmében a (7, 8, 9) kor alatt halad,
végiil ez utdbbi teljes terjedelmdben az (1,2, 3) alatt. Igy a harom kér kéziil
semelyik kettd nem hurkolédik egymdsha, ennck ellenére a pontok folytonos
mozgatdsdval nem juthatnink el diszjunke lerajzoldsukba.
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7 A sﬂ{bara‘jzolhétdségneﬂ specidlisabb fogal-
malk

Definicid: Nevezziink kOrvonalra rajzolhaténak egy grafot?, ha tgy is
lerajzolhatd a sikba élkeresztezédések nélkiil, hogy minden pontja a kiilsé,
nem korlates tartomdnyt hatarold kéron fekszik.

58. A Ky, Ky, K, K9, K33, K3 grdfok kézil melyek rajzothatdak kérvonal-
ra?

Megoldds: Az elsd és a negyedik egy-egy kor, azok nyilvan ilyenek. A
harmadik és az utolsé egyiltaldn nem rajzolhatd sikba. A Ky és a Hyy
grifok sikbarajzolhatdak, de kirvonalra nem (ez prébilkozassal lé.tszif(, de a
kdovetkezé feladatban be is bizonyitjuk).

59. Hogy lehetne felismerni a kirvonalra rajzolhatd grdfokat egy, a *kézén-
séges” sikbarajzolhaldsdgoi felismerd algorilmus segitségéuel?

Megeldds: Egy gréf nyilvdn akkor és esak akkor lesz kérvonalra rajzolhaté,
ha hozzdvéve egy ‘olyan poniot, melyet minden mds ponttal Gsszekotiink,
a keletkezett gral még sikbarajzolhaté marad. Ez pedig az algoritmussal
ellendrizhetd.

Ebbdl egycbként azonnal adédik, hogy az elozd feladatban litott Ky, Ky 4
grifok korvonalra nem rajzolhatéak, hisz egy pont hozzdvételével a K-6t,
illetve egy, a K y-at részgrifként tartalmazd grafot kapnank.

60. Példdkon szemléltessik, hogy — a sikbarajzothatd grdfok oszta‘!ya’uaf el-
lentétben — g kérvonalra rajzolhald grdfok oszidlydbdt kivezethet a soros béuités
8s a dualitdsképzés!

Megoldds: Legyen Gy egy négy él kér egy atléjival és G egy olyan hdrom
élil kor, melynek mindhdrom élét 2-2 pirhuzamos éllel helyettesitettiik. Nyil-
vién mindkettd kdrvonalra rajzolhatd, ugyanakkor ha @3, 4tléj4t sorosan bi-
vitjuk vagy G2 dudlisit képerzilk, akkor a Koi grafot kapjuk, amelyrdl
littuk, hogy nem ilyen.

?A fogalomnak nincs elterjedt magyar neve, angolul 'outerplanar graph’.
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61. Bizonyitsuk be, hogy ha egy grdf kirvonaira rajrolhatd, akkor nem tartal

mazhatja részgrafként ¢ K és o K3 részgrdfokal vagy ezek soros béuitésél!

Megoldds: Az &llitds nyilvdnvalé, hisz a fenti két grafrél littuk, hogy -
rosszak €s a kdrvonalra rajzolhatd grifok osztalyabsl nem vezet ki a részgraf

képzés vagy a soros Osszehiizds (s6t, a tetsz8leges Ssszehiizds sem).

62. Az elfzd feladat feltétele elégséges is a korvonalra rajzolhatdsdghoz?

Megoldds: Igen. Legyen ugyanis G egy korvonalra nem rajzolhatd graf.
Két esetet kiitonboztessiink mog, | |

Ha & egydltaldn nem sikbarajzolhatd, akker tartalmaz egy olyan A rész-
grifot, mely az egyik Kuratowski-graffal vagy annak soros bévitésével izomorf,
Legyen ennek P egy tetszdleges 2-nél magasabb fokd pontja.

Ha & sikbarajzolbaté, csak kérvonalra nem, akkor G-hez hozzivéve egy’
P pontot, melyet minden mds ponttal sszekétiink, egy sikba nem rajzolhaté
grafhoz jutunk és ennck létezik egy olyan H részgrifja, mely valamelyik
Kuratowski-griffal vagy annak soros bévitésével izomorf. Ebben az eset-
ben P pont nyilvin H-nak egy nem mdsodfokd pontja, hisz az eredeti G gréf
még sikbarajzolhatd volt.

Mindkét esetben H-bol ethagyva a P pontot, a hozzd illeszkedd éleket (és
az esetleges ezutdn keletkezd elséloki pontokat), az eredeti G grafnak cgy
olyan részgrafjdhoz jutunk, mely épp a K vagy Ky ; grifok egyikével (vagy
valamelyikiik soros bovitésével) izomorf.

63. Milyen tulajdonsdghoz jutndnk, ha csok ¢ Koy részgrdfokat és soros
bovitéseiket zdmadnk ki?

Megoldds: Nyilvin azt kell végiggondolnunk, hogy mi lesz, ha Ky vagy

annak soros bévitése még megenpedett, Ha K,-nek akdresak epyetlen &iét |

sorosan bivitiliik, akkor a keletkezett grafban mdr lesz (5 3~-mal vagy annak
soros bévitésével izomorf részgrafl. gy ha egy Koz-at és soros bivitéseit
nem tartalmazd graf nem tartozik a kdrvonalra rajzolhaté grifok oszt4lyéba,
akkor minden, nem ebbe az osstdlyba tartozd kétszeresen ésszefiiggs kompo-
nense épp K.

Ezt igy is mondhatjuk, hogy cgy kétszeresen Ssszefiiggs, legaldbb 5 ponti

graf akkor és csak akkor korvenalra rajzolhatd, ha K3 3-at és soros bovitéseit .

nem tartalmazza,
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» |
Definicié: Egy grifot sores-pdrhuzamosnak neveziink, ha kbzdnséges
és hurokélek hozzdaddsdval, valamint élek soros vagy parhuzamos bivitésével
eldall{thats egy erddbdl.

64. Mutassuk meg, hogy az aldbbi grif soros-pdrhuzamos!

Megoldds:

B O

65. Mulassuk meg, hogy o K grif nem soros-pirhuzemos!

Megoldds: Ha az el6z8 feladatban leirt miiveletekkel megkonstruglhaté
egy graf, akkor az utolsé lépés utdn vagy nem kétszeresen Osszefiiggd, vagy
vannak benne soros vagy parhuzamos élek. Mivel K egyszerti graf (tehat
nincsenek benne parhuzamos élek), minden pontja harmadfokd (tehdt sores
élek sincsenek benne) és kétszeresen bsszefiiggd, gy nem lehet soros-parhuza-
mos.

29

Megjegyzések: Belathat6, hogy egy grif akkor és csak akkor soros-pirhu-
zamos, ha nem tartalmazza részgrafként K-et vagy annak soros bavitésst.
Wagner tételének analdgidjaképp gy is jellemezhetbek a scros-parhuzamos
grafok, mint amelyck nem tartalmazzdk a K, grafot minorként.

66. Az eltzd feladat megolddsdban szerepld megjeqyzések fefhusma’f&sdud!
mutassuk meg, hogy a soros-pdrhuzamos grdfok mind sikbarajzolhatéak és a
dudlisuk is sorps-pdrhuzamos!

Megoldds: Ha egy G graf nem sikbarajzolhaté, akkor tartalmazza valame-
lyik Kuratowski-grdfot vagy soros bévitését részgrafként. Mivel Ky-bl egy
pont elhagydsdval i(,-et, K3 3-bbl pedig egy él ethagydsival K, soros bovitését
kapjuk, ezért & nem lchet soros-parhuzamos sem.

A masodik dllitdshoz tegyik fel, hogy G soros-parhuzamos (tehdt sfkba-
rajzolhatd, igy létezik a dudlisa), de G* nem lenne soros-parhuzamos. Ekkor
az élhalmazdnak lenne két olyan diszjunkt A, B részhalmaza, hogy G*-bsl 4
éleit elhagyva és B éleit Osszehizva K -hez jutndnk. Ha viszont G-ben az
A-nak megfeleld éleket dsszehiznink és a B-nek megfeleldket hagyndnk el,
akkor gy K4 dudlisdhoz jutndnk. Mivel K izomorf a sa_]é.t dudlisdval, &
nern lehetne soros-parhuzamos, ami ellentmondis,
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