Feladatok

Elemi leszamlalasi feladatok

1.1.1. Ha&ny kiilonb6z6 aut6-rendszam készithets (két betiibsl és négy szamjegybol)?
1.1.2. H&ny pontosan hatjegy(i szdm van a tizes szdmrendszerben,

a) ha valédi hatjegy(i szdm nem kezd&dhet 0—val?

b) Es ha még azt is megkoveteljiik, hogy ne legyen 10-zel oszthat6?

1.1.3. Hényféleképpen festhetjiik egy n—emeletes hiz szintjeit fehérre, drappra és barnéra,

ha szomszédos szintek nem lehetnek egyszintiek?
1.1.4. Egy 15 tagu klub elnskét, titkart és jegyz6t valaszt.
a) Hanyféleképpen tehetik ezt?
b) Es ha a népszerti Kovécs tirnak mindenképpen szeretnének valamilyen tisztséget adni?

1.1.5. Egy versenyen 57-en indulnak; az djsagok az els§ hat helyezett nevét kozlik. Hanyféle

lehet ez a lista?
1.1.6. n kiilonbsz6 virdgot k kiilonb6zs vazaba hanyféleképpen oszthatunk el? (Egyes vazdk
iiresek is maradhatnak.)
1.1.7. Héany darab m x n—es 0 — 1-métrix van? (Elemeik tehat 0-k vagy 1-esek.)
1.1.8. Hany kiilonb6z6 szamsorozatot kaphatunk, ha tizszer dobunk
a) dobokockaval
b) pénzdarabbal?
1.1.9. Hanyan vannak
a) egy n—elemii halmaz 6sszes részhalmazai?

b) az n hosszisigu 0 — 1-sorozatok?

165



166 Feladatok

sz

c) Miért egyenld a fenti két eredmény? Mutass kolcsondsen egyértelmii természetes meg-
feleltetést!
1.1.10. Hényféleképp lehet elhelyezni a sakktdbldn 8 bastyat, hogy semelyik kettd se iisse
egymast?
1.1.11. Hény olyan hatjegy{ szdm van, amelyben az els6 hirom jegy azonos az utolsé ha-

rommal?

Dobjuk ki a rosszat!

1.1.12. Hény természetes szam teljesiti az 57 < n < 113 feltételt?

1.1.13. Hany hatjegy(i természetes szdm van? (Ami 0-val kezd6dik, az nem hatjegy.)

1.1.14. Kockaval tizszer dobva hany olyan sorozatot kaphatunk, amiben van legalabb egy
hatos?

1.1.15. Egy 15 taga klub elnskst, titkart, jegyz6t és pénztarost valaszt. A népszerti Kovics

irnak mindenképpen szeretnének valamilyen tisztséget adni. Hanyféle lehet a vezet&ség?

... és ha t6bbszor is megszamoltuk?

1.1.16. Kilenc egyforma cédula koéziil négyre egy—egy A—t irunk piros, kék, zold illetve fekete
tintdval; a tobbin a B,C,D,E és F bettik taldlhaték feketével.

a) Hanyféleképpen rakhatjuk a céduldkat sorba egymds utdn?

b) Szilard, szegény, szinvak; egyaltaldn nem tudja megkiilonbdztetni a szineket. Hany
olyan sorrendje van a céduldknak, amikor & csak azt latja, hogy ABC szerint sorban
vannak? Es hany olyan, amikor csak a BACADAEAF sorrendet 14tja?

¢) Hény sorrendet tud megkiilénboztetni Szilard?

1.1.17. Husz egyforma cédula koziil nyolcra ,1”-et, 6tre ,,2”—t és hétre ,,3”—at irtunk (mind-
egyiket feketével!). Hanyféleképpen rakhatjuk sorba 6ket?

1.1.18. Hényféle anagramma (a bet{ik sorrendjének megvaltoztatasaval keletkezs, esetleg

értelmetlen sz6) készithet6 a MATEMATIKA betiiib61?
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Gyakorlé feladatok

1.1.19. A kanadai irdnyitészamok XnXnXn alaktak, ahol az X—ek egy—egy (esetleg kiilon-
b6z6) betiit, az n—ek egy—egy szamjegyet jelentenek. Hany ilyen irdnyit6szam létezhet?
1.1.20. Az iskolai atlétika versenyre magasugréasbdl, tavolugrasbol, 60 ill. 400 méteres futasbol
és kislabda dobésbél kell egy osztdly 27 tanulgja koziil kidllitani egyet—egyet. Ugyanaz az

ember tobb (akir az 6sszes) sportdgban is indulhat. Hanyféle lehet a nevezési lista?

1.1.21. n fiat és n lanyt egy sorba akarunk allitani gy, hogy mindig felviltva egy lany — egy
fia kévetkezzen. Hanyféleképpen tehetjiik ezt?

1.1.22. Hanyféleképpen kiildhetiink el egy nydron 29 kiilsnb6z8 képeslapot négy ismerdsiink-
nek? (Megtehetjiik, hogy valaki egyet se kap; akir mindet kiildhetjiik ugyanannak.)

1.1.23. Hany hasztaga szimmetrikus 0 — 1-sorozat van? (mdasodik fele az els6 tiikdrképe)

1.1.24. A vitorlasbajnoksdgon 37 hajé indult. Fakez(i Jancsié eddig mindig utolsénak ért
célba; régi vagya, hogy elébbre rukkoljon. A verseny utdn latjuk, amint széles mosollyal
megy hazafelé: sikeriilt! Hanyféle lehetett a befutasi sorrend? (Még az sem kizért, hogy —
6ridsi szerencsével — dobogoéra keriilt vagy akar nyert is!)

1.1.25. Egy Forma I-es csapatrél az a hir jarja, hogy els§ szdmi versenyz@jiiket, X—et a
misik, Y nem elézheti meg, ha X az elsd helyen van; s6t, ha & vezet és X felzarkézik
mogéje, koteles elére engedni. Mas helyezésekért — ha nem &k vannak az élen — szabad
egymadssal csatizniuk. Hényféle lehet a sorrend a dobogén (elsé hirom hely) egy olyan
futamon, ahol huszonnyolcan indulnak?

1.1.26. Tiz egyforma csokit, hat egyforma ragégumit és kilenc egyforma jégkrémet osztunk ki
25 gyerek kozott gy, hogy mindenki pontosan egyvalamit kapjon. Hanyféleképpen tehetjiik

ezt?

Skatulyak, atlagok — hanyszor szamol, aki nem rest?

1.1.27. Hat péar fekete és ugyanannyi kék zoknid — amelyeket, sajnos, nem raktal ossze
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parosiaval — Osszekeveredett a fickban. Teljes s6tétségben hany darabot kell el6venned a
24-bél, hogy biztosan legyen koztiik egy 6sszeills par?

1.1.28. (folytatas) Es ha egy kék parra van sziikséged?

1.1.29. Ha egy matrix minden sordban az elemek 4tlaga legaldbb 100, akkor van olyan oszlop
is, ahol az 4tlag szintén legaldbb 100.

1.1.30. Egy 8sszejovetelen tizen vettek részt. Erkezéskor

négy maésikkal fogott kezet 5 ember
0t masikkal fogott kezet 2 ember
hat masikkal fogott kezet 3 ember
Hany kézfogas tortént dsszesen?

1.1.31. Hény mérkézést jatszanak egy n résztvevss kieséses ping—pong versenyen?

1.1.32. Egy négyzet alaki 3 x 3-as tdbldzat mind a 9 mez§jébe beirjuk a 7,8,9 szdmok
valamelyikét. KitolthetS-e a tdblazat igy, hogy minden sorban és minden oszlopban és a
két atléban is csupa kiilonb6z8 eredményt adjon a beirt szdmok tsszege?

1.1.33. Egy gimnaziumi osztalybdél 18-an jarnak a matek, kémia és irodalom szakkorbél leg-
aldbb egyikre. A kémia szakkorosok szama 8, az irodalom szakkorosské 12. Eggyel tobb
jar matekra, mint ahdnyan mindhirom szakkorre jairnak. Hinyan jarnak matekra?

1.1.34. Bizonyitsuk be, hogy egy 100 {6s tarsasdgban mindig van legaldbb 9, aki ugyanabban

a hénapban sziiletett!

Binomialis egyiitthatok

1.1.35. Hényféleképpen lehet sorba rakni két 1-est és n — 2 db. 0-t?

1.1.36. Hany olyan n-elemti 0 — 1 sorozat van, mely egy adott sorozattél pontosan két pozi-
ci6ban kiilonbozik?

1.1.37. Hany olyan n-elemii 0 — 1 sorozat van, melyben pontosan 2 db egyes van és mindkét
egyesnél kozvetleniil el6tte is, utdna is zérus all?

1.1.38. Ugyanez a kérdés a ,kozvetleniil” szé nélkiil.

1.1.39. * Hatdarozzuk meg az olyan, k db egyesb6l és [ db zérusbél 4llé6 sorozatok szamat,

melyben nincsenek szomszédos zérusok!
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1.1.40. Egy kormérkszéses bajnoksdgon n csapat indul. Mindegyik mindegyikkel jatszik egy-
szer egyikiik, egyszer masikuk palydjan. Hany meccsbél all a bajnoksag?
1.1.41. Ugyanez a kérdés, ha minden mérkdzést a Népstadionban rendeznek (a nagy érdek-
16dés miatt), és igy persze mindenki mindenkivel csak egyszer jatszik.
1.1.42. Egy n tagu tarsasigban mindenki mindenkit kézfogassal tidvozolt. Hany kézszoritas
tortént osszesen?
1.1.43. Mi kéze egyméshoz az el6z6 négy feladatnak?
1.1.44. Médositsuk a LOTTO szabéalyokat! Tegyiik fel, hogy a 90 szdmb6l harmat htznak ki.
Hany szelvény kell a biztos telitaldlathoz?
1.1.45. Bizonyitsuk be, hogy (3) = (’2“) + (";k) + k(n — k) minden 0 < k < n-re!
1.1.46. Adjunk hasonlé formul4dt (g) -ra is!
1.1.47. Az (gj) jelolést hasznalva ird fel, hany olyan k—elemii része van az {1,2,...,n} hal-
maznak,
a) amiben az n benne van?
b) Es amiben nincs benne?
1.1.48. Hanyféleképpen olvashatod ki a MATEMATIKA sz6t a kovetkezd abra bal fels§
sarkabdl a jobb alséig haladva?

MATEMAT
ATEMATI
TEMATI K
EMATI KA
1.1.49. Egy négyzetracs (0,0) pontjabol racsegyenesek mentén jobbra vagy felfelé lépve hany-
féleképpen juthatsz el az (u,v) pontba? (u,v > 0)
1.1.50. Legyen p prim és 1 < k < p. Mutassuk meg, hogy (i) oszthatd p-vel!
1.1.51. Mutassuk meg, hogy ez nem feltétleniil teljesiil, ha p 6sszetett szadm!
1.1.52. * S&6t, mutassuk meg hogy minden m 6sszetett szdmhoz van olyan 1 < k < m, hogy
(7,':’) nem oszthaté m-mel!
1.1.53. Mutasd meg, hogy minden nem-iires halmaznak ugyanannyi paros elemszami része

van, ahdany péaratlan!

11sd ()~ () + @) ot () =
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1155 (1) =2(RC1).
1.1.56. n(}7) = (k+1)(,%) +*(3)-

n

)
n n—1
1.1.57. Zk L) =n2"h

k=0
s Y06 =5
k
1.1.59. Bizonyitsuk be, hogy anm (Z) = (7,:’:11)

1.1.60. Ennek felhasznéldsaval adjunk formuldt > n? -re!
1.1.61. Mennyi >, (g3) ?
1.1.62. Egy évfolyam 50 lany és 30 fii hallgatéja sttagi kiildottséget valaszt, éspedig harom
lanyt és két fiit. Hanyféleképpen tehetik ezt?
1.1.63. (folytatds) Ancsa és Berci éppen haragban vannak; nem akarnak egyiitt bekeriilni.
Hényféle lehet a delegacié?
1.1.64. Egy 8 fiabdl és 5 lanybdl all6 tarsasagbol hanyféleképp valaszthatunk 6 f6t gy, hogy
legaldbb 2 lany legyen koztiik?
1.1.65. A bridzsben hanyféleképp kaphatok az 52 lapos kartyacsomagbd6l 13 lapot dgy, hogy
a) 3 4szt,
b) 4 kért,
c) 3 éaszt és 4 kort kapok?
1.1.66. Hanyféleképp lehet 6 elemet két 3-elemii csoportra osztani? Es dltaldban 2k elemet
két k-elemtire?
1.1.67. Hényféleképp lehet 7 elemet egy 4-elemi és egy 3-elemi csoportba osztani?
1.1.68. Hany olyan, 1024-nél kisebb pozitiv egész szdm van, mely 3 db kiilonboz6 2-hatvany
Osszegeként 4ll elG?
1.1.69. * Egy n-elemii halmaznak legfeljebb hany részhalmaza adhaté meg tigy, hogy barmely

kett6 messe egymdst?

Ha egy elem t6bbszor is szerepelhet

1.1.70. Mutass kodlcsonosen egyértelmiti megfeleltetést
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a) az 1 és 2 szdmjegyekbdl képezhets 6ttagi monoton névs sorozatok és az 1,2,3,4,5 és
6 jegyekbdl 4ll6, ugyancsak 6ttagt szigordan monoton névs sorozatok kozott!
b) az n tagli ai,az,...,a, (1 < a; < k) monoton n6vs és az ugyancsak n taga by, bs,
coyby (1 <b; <k +n—1) szigordan monoton ndvs sorozatok kozott!
¢) Mutasd meg, hogy a b) alattiakbél (" +£ - 1) db. van!
1.1.71. Melyik készletben van t6bb dominé és miért:
a) 0-t6l 8-ig szdmozva, dupldk is vannak;
b) 0-t6l 9-ig szdmozva, dupldk nincsenek.
1.1.72. Egy gyereknek 10 ragégumit akarsz venni; golyé, Donald és lapos van. Hanyféleképp
vilogathatsz?

1.1.73. Otfajta képeslapot drulnak. Hanyféleképp vehetiink 12 -t?

Vegyes feladatok

1.1.74. A sakktdbldn hany 1-1 szomszédos vildgos és s6tét négyzetbsl all6 téglalap talalhat6?

1.1.75. 5 konyviink van analizisr§l, 6 diszkrét matematikarél és 8 a szamitégépekrsl. Hany-
féleképp helyezhetjiik el ket a polcunkon, ha az egyforma témdjiaknak egymds mellett
kell lenniiik?

1.1.76. A fogorvosra var6 5 beteg hanyféleképp vdlaszthat 1-1 olvasnival6t a varészobdban
1évs 10 kiilonbo6zd folyéiratbél, ha egy folyéiratot csak egy beteg valaszthat?

1.1.77. Bergengécidba érve beviltottuk forintjainkat: 3n 4 1 darab helyi pénzérmét kaptunk:
n db 1-picunkisat, tovabb4a 1-1 darab 2,4, 8,...,22"* "1 fityingeset. A fitying n -+ 1 picunkat
ér. Hanyféle tsszeget tudunk kifizetni pontosan n darab pénzérmét hasznalva?

1.1.78. A liftbe hatan szélltak be a foldszinten. A lift az 1., 2., 3. és 4. emeleten egyarédnt
megdall. Hanyféleképp szallhatnak ki az utasok?

1.1.79. * A liftben ezenkiviil elgurult a foldszintrsl valé induldskor 6 db egyforma iiveggoly6.
Mind kigurult valamelyik emeleten val6 megélldskor. Ez hanyféleképp torténhetett?

1.1.80. Legyen j rogzitett pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy minden nemnegativ n egész
szamhoz taldlhat6ak olyan 0 < a1 < a2 < ... < a; egészek, hogy n = (all) + ("22) +.o..+ (“JJ)

teljesiiljon!
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1.1.81. * Azt is mutassuk meg, hogy n egyértelmiien hatdrozza meg az a; szdmokat!

1.1.82. Hanyféleképp vélaszthat egy k fiabél és n lanybdl 4116 klub elnskst, alelnskst és
titkart, ha az elnok és az alelnok nem lehet egynem?

1.1.83. Hényféleképp jelslhetiink meg a lottészelvényen taldlhaté 90 szam koziil 5-6t agy,
hogy péros legyen

a) az b szam szorzata?
b) az 5 szdm Osszege?

1.1.84. Egy budapesti, egy vidéki és egy kiilfoldi bardtunknak szeretnénk 2-2 képeslapot
kiildeni 1gy, hogy egyik se kapjon 2 egyformat. Hanyféleképp tehets ez meg, ha a boltban
Osszesen 5-féle lap kaphat6?

1.1.85. Hényféleképp juthatunk el a 3-dimenzi6és koordinatarendszer (0,0,0) pontjabél a
(k,l,m) pontjaba (k,l,m > 0 egészek), ha minden lépésben valamely tengellyel parhuza-
mosan lépiink egy egységnyit pozitiv iranyban?

1.1.86. Hany kiilonb6z8, nem elfajult haromszég alkothaté az dbran megjelslt pontokbdl,

mint csticsokb6l? (Nem elfajult egy haromszog, ha cstcsai nem esnek egy egyenesbe.)

A B C
L D
K E
J F

I HG

1.1 Abra

1.1.87. Egy 14 mérkézéses TOTO els6 négy mérkézésérsl tudjuk, hogy nem végzédhet don-
tetlennel. Legaldbb hiny szelvényt kell kitolteni, hogy biztosan legyen kozottiik telitaldla-
tos?

1.1.88. Hény olyan n hosszia 0 — 1 sorozat van, amelyben ugyanannyi a 0-s, mint az 1-es?

1.1.89. Legyen n péros szdm. Bizonyitsuk be, hogy

n/2

£

=0



Feladatok 173

1.1.90. Hény olyan hétjegyti telefonszam készithets, melyben barmely két szomszédos szdm-
jegy szorzata primszdam? (Figyelem a 0 és az 1 nem primszamok!)

1.1.91. Fotézashoz szeretnénk két n hosszisdgi sorba feldllitani 2n kiilénb6z8 magassagi
embert 1igy, hogy az elss sor egyetlen tagja se takarja azt, aki a mésodik sorban mégotte 1l
(vagyis a masodik sor minden tagja magasabb legyen az épp el6tte 4ll6nal). Hanyféleképp
lehetséges ez?

1.1.92. Egy véarosban 10000 kerékpar van 1-t61 10000-ig megszdmozva. Mi a valészintisége,
hogy el&szor olyan kerékpart lassunk, amelyen nem szerepel a 8-as?

1.1.93. Rakjuk ki a FESTEK sz6t kivagott betiikb&l, majd keverjiik 6ssze a betiiket és
véletlenszertien egyenként vilasszunk ki koziiliik 4-et és helyezziik el ezeket a kihiizas sor-
rendjében. Mi a valészintisége, hogy épp a FEST sz6t kapjuk? Es mi a helyzet a TETEJE
és az ETET szavak esetén?

1.1.94. Hanyféleképp fedhets le a 2 x k-as téglalap k db 2 x 1-es dominéval? (rekurziéval
prébélkozzunk!)

Grafelmélet

2.1.1. Van-e olyan (legaldbb két ponti) graf, amiben minden pont foka kiilonb6z6?
2.1.2. Van-e olyan egyszerii graf, melyben a pontok foka rendre

a) 1,2,2,3,3,3

b) 1,1,2,2,3,4,4

¢) 5,5,5,6,6,6,7,7,7

d) 1,2,2,3,4,4,5,6,6

e) 1,1,3,3,3,3,5,6,8,9

f) 2,3,3,4,5,6,7

g) 1,3,3,4,5,6,67
2.1.3. Ahol nemleges volt a vilasz, dontsiik el, hogy tobbszéros és hurokéleket is tartalmazé

grafok korében taldlhaté-e megoldés!

2.1.4. Tetsz6leges grafban a péaratlan fokd pontok szama péros.
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2.1.5. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan, paronként nem izomorf egyszerti grafot, melyre

a) v=4,e=5

b) v=5,e=3
c)v=5e=7
d) v=5e=38
e) v = 5, minden pont foka > 3

2.1.6. Az n-+1 ponti csillag egy n-edfoki és n els6foki pontbél 4116 egyszerii graf. Hatarozzuk
meg, hany paronként nem izomorf
a) részgrafja, ill.
b) feszitett részgrafja van!
2.1.7. Mutasd meg, hogy ha egy 2n pontt grif minden pontjanak foka legalabb n, akkor a
graf osszefiiggs!
2.1.8. (folytatas)Igaz marad—e az el6z6 allitds, ha n — 1 fokd pontokat is megengediink?

2.1.9. Igaz—e, hogy vagy G, vagy a komplementere biztosan sszefiiggs?

Gyakorlé feladatok

2.1.10. Igaz—e, hogy minden 6sszefiiggs graf tartalmaz kormentes 6sszefiiggd feszits részgra-
fot?

2.1.11. Melyek azok a grafok, amelyekben barmely két élnek van kozos pontja?

2.1.12. Ha egy 0sszefiigg6 graf minden pontja méasodfokd, akkor a graf egyetlen korbdl all.

2.1.13. Milyen komponensekbdl allhat egy graf, ha minden pontjanak foka legfeljebb 2 7

2.1.14. Legyen A C V(G) és jelvljiik k-val a graf azon éleinek szdmét, melyek egyik végpontja
A-ban van, a masik nem. Mutassuk meg, hogy k akkor és csak akkor paros, ha A-ban a
péaratlan foka pontok szdma paros!

2.1.15. Jellemezziik azokat a grafokat, melyekben minden kor paratlan hossztsédgui!

2.1.16. Izomorfak-e az 2.1. dbra illetve a 2.2. dbra grafjai?

2.1.17. Adjunk példat olyan izomorf grafokra, melyek ponthalmazai kézott az 1-1 értelmti

megfeleltetés csak egyféleképp készithets el, és olyanokra is, ahol nem.
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2.1. Abra

2.2. Abra

2.1.18. Egy G graf pontjai legyenek egy 5-elemii halmaz elemeib8l képezhet§ parok és két
pont akkor és csak akkor legyen szomszédos a grafban, ha a megfelel6 parok diszjunktak.

A 2.3. dbra két grafja koziil melyik izomorf G-vel?

2.3. Abra

2.1.19. Rajzoljunk a komplementerével izomorf
a) 5-pontu, ill.
b) 6-pontu grafot!
2.1.20. Héany egymaéssal nem izomorf 60 ponta és 1768 éld egyszert graf 1étezik?

2.1.21. Bizonyitsuk be, hogy egy elvigé él végpontja vagy els6fokid, vagy elvigé pont! Igaz-e,
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hogy minden elvigé ponthoz illeszkedik legaldbb egy elvagé é17

2.1.22. Egy él mindkét végpontja elvigé pont. Biztos-e, hogy 6 elvigé €17

2.1.23. Egy grafban minden pont foka 3. Bizonyitsuk be, hogy minden elvigé pont legaldbb
egy elvigé élhez illeszkedik!

2.1.24. Lehet-e egy pont a grafban is és a komplementerében is elvag6?

2.1.25. Legyen a G egyszerdi grafban minden pont foka legalabb k. Mutassuk meg, hogy
G-ben van egy legaldbb k hosszisigu tt!

2.1.26. (folytatds) Bizonyitsuk be, hogy létezik egy legalabb k + 1 hosszi kor is!

2.1.27. Legyen a G egyszertl paros grafban minden pont foka legaldbb 4. Mutassuk meg,
hogy G-ben van egy legalabb 8 hossztsagu tut!

2.1.28. Legyen G 6sszefiiggs és k < v(G). Bizonyitsuk be, hogy G-nek van pontosan k-pontu
Osszefiiggd részgrafjal
2.1.29. Igaz-e, hogy minden élt tartalmaz legalabb egy vagas?

2.1.30. Egy csillag (1d. a 2.1.6. feladatot) élei vagést alkotnak?

2.1.31. Mutassunk példit két olyan vigdsra, tehit (tartalmazdsra nézve) minimélis elvago
élrendszerre, melyek élszdma kiilonbsz6, tehit melyek koziil legaldbb az egyik (méretre
nézve) nem minim4lis!

2.1.32. Egy G graf L(G) élgrafjat ugy definidljuk, hogy L(G) pontjai G éleinek felelnek
meg és két pont akkor van sszekdtve L(G)-ben, ha a megfelels éleknek G-ben van ko-
z0s végpontjuk. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan G graf, melynek élgrafjaban feszitett
részgrafként megjelenne a K 3 részgraf!

2.1.33. Bizonyitsuk be, hogy egy 6sszefliggd k-reguléris paros graf barmely pontjat elhagyva

a graf osszefiiggé marad!

2.1.34. Adott egy k pozitiv egész szam. Mely n értékekre 1étezik n pontd k-reguléris egyszert

graf?

2.1.35. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti egyszerti grafban legaldbb n + 1 él van, akkor
van a grafban egy legaldbb 3 foki pont!
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Fak

2.2.1. Rajzold fel az 6sszes 3, 4 ill. 5 ponti fat! (Az izomorfakat — amelyek a pontok cseréjével
egymdasba mennek — csak egyszer.)

2.2.2. Hény olyan paronként nem izomorf 8-pontii fa van, mely pontosan 2 db harmadfoku
pontot tartalmaz?

2.2.3. Hany olyan péaronként nem izomorf k-ponttu fa van, mely tartalmaz (k — 3)-adfokua
pontot?

2.2.4. Igaz—e, hogy minden fiban van pontosan els6foki pont?

2.2.5. Igaz—e, hogy n pontd, legaldbb n éli grafban van kor?

2.2.6. Igaz—e, hogy fiban mindig van legaldbb két els6foktu pont?

2.2.7. Legyen A egy faban a maximalis fokszdm. Bizonyitsuk be, hogy a fa legaldbb A darab
els6foka pontot tartalmaz!

2.2.8. Huzzal be egy faba még egy élt! Bizonyitsd be, hogy igy mindig pontosan egy kor
keletkezik!

2.2.9. Bizonyitsd be, hogy 6sszefiiggs grafb6l mindig elhagyhaté egy pont (a belsle indulé
élekkel egyiitt) gy, hogy Osszefiiggé graf maradjon!

2.2.10. Mely 0sszefiiggs grafokbdl radirozhatunk ki egy élet (de pontokat nem!), hogy az
Osszefiiggdség ne szlinjén meg?

2.2.11. Igazold, hogy barmely, legaldbb 6t pontd grafban vagy a komplementerében van kor!

2.2.12. Bizonyitsd be, hogy barmely n pontd 6sszefiiggd grafnak legaldbb n — 1 éle van!

2.2.13. Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb két ponti egyszeri graf akkor és csak akkor fa, ha
barmely két pontjit pontosan egy it koti 6ssze!

2.2.14. Legaldbb hiny éle van egy olyan grafnak, amiben nincs elvigé pont!

2.2.15. Jellemezziik azokat az éleket, melyek minden feszité faban benne vannak, és azokat,
melyek egyikben sincsenek benne!

2.2.16. Mutassuk meg, hogy minden, vigast nem tartalmazé élhalmaz kiegészithets egy

kifeszité erd6 komplementerévé!
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2.2.17. Legyen C egy graf kore és e, f két kiilonboz6 él1 C-ben. Bizonyitsuk be, hogy van
olyan vagas, melynek épp e és f a két C-vel kozos éle!

2.2.18. Az n hosszusagi 0 — 1 sorozatok legyenek egy graf pontjai, két pont akkor és csak
akkor legyen 6sszekotve, ha a két sorozat pontosan egy koordindtijaban tér el. Legaldbb
hény élet kell ebbdl a grafbél elhagyni, hogy kérmentessé valjon?

2.2.19. Egy 4-reguldris, osszefiiggs grafbdl toroljiik ki egy fa éleit. Bizonyitsuk be, hogy a
maradék graf legalabb két kort tartalmaz!

2.2.20. Egy egyszerti graf minden pontja legaldbb k-adfokd. Bizonyitsuk be, hogy ennek
tetszéleges k + 1 pontu fa részgrifja!

2.2.21. Hany éle van egy n pontud, egyszerdi griafnak, ha pontosan 3 kiilsnboz§ feszitéfaja
van?

2.2.22. Mely fiak izomorfak sajat komplementeriikkel?

2.2.23. Mely fa Priifer-kédja a 447741 sorozat?

2.2.24. Egy n cimkézett pontd finak hany olyan részgrifja van, mely legfeljebb 3 kompo-
nensbél 4117 (Egy esetleges izoldlt pont is komponens!)

2.2.25. Egy F fa Priifer—k6dja csupa kiilonb6z6 szdémokbdl all. Hogyan jellemezhetjiik F-et?

2.2.26. Egy F fa Priifer-kédja csupa egyforma szdmokbél 4ll. Hany élbél 4ll a leghosszabb
ut?

2.2.27. Legyen dy,ds,...,d, olyan pozitiv egészek sorozata, melyek dsszege 2n — 2. Mutassuk
meg, hogy van olyan n-ponti fa, melynek épp ezek a fokszamail!

2.2.28. Keressiink maximalis sszstlyd fat a 2.4. dbra els6 gréafjaban!

2.2.29. Hany kiilonb6z6 minimdlis 6sszsilyd fa van a 2.4. dbra mésodik grafjaban?
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2.2.30. Keressiink egy minimdlis dsszsilyu feszit6fat a 2.5. dbra grafjaiban és azt is hatéroz-

zuk meg, hogy hany kiilonb6z6 minimélis 6sszstilyd fa van!

2.5. Abra

2.2.31. Tartalmazhatja-e egy kor legolcsébb élét egy maximélis dsszsilyd fa?

2.2.32. Lehetségesek-e az aldbbiak?

a) Egy osszefiiggs grafban csak egyetlen legolcsébb €l van és az nem szerepel a minimélis
Osszsulyu faban.

b) Egy 6sszefiiggs grafban 4 darab legdragabb él van és mindegyik szerepel mindegyik
minimélis 6sszsilyn fiban.

c) Egy 6sszefiiggs grafban 4 darab legdragabb él van és mindegyik szerepel valamely, de
nem minden minimélis 6sszsilya fiban.

2.2.33. Legyen () vagas egy osszefiiggé G grifban. A G — @ két komponensében F; , ill.
F5 egy-egy minimélis osszsilyu kifeszité fa. Legyen e a Q-t alkoté élek koziil a legkisebb
sulyd. Mi mondhaté Fy U Fp U {e}-r61?

2.2.34. Egy n X n-es métrixot sakktablanak képzeliink és el kell helyezniink rajta n db
»,bastyat” ugy, hogy semelyik kett& ne iisse egymdst. Minden ilyen konfiguriciéhoz hozza-

rendeliink egy Osszsiilyt: azon n darab matrix—elem tsszegét, melyeken a ,bastydk” allnak.
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Mutassuk meg, hogy altaldban a maximadlis 6sszsiilyi konfigurdcié nem kaphaté meg egy
mohé jellegti algoritmussal!

2.2.35. Legyenek a graf eq, eq, ... élei egymastdl fiiggetleniil rendre pq, pa, . . . valészintiséggel
meghibédsodé telefonvonalak. A kifeszitd fak koziil keressiik meg azt, melynek a legnagyobb
a megbizhat6sdga (tehdt melyre maxim4lis annak a val6szintisége, hogy egyik él sem hib4-

sodik meg).

Sikbarajzolhaté grafok, dualitas

2.3.1. Sikbarajzolhatéak-e a 2.6. dbran lathat6 grafok? (Csak a karikdk a graf pontjail)

2.6. Abra

2.3.2. Egy hatelem(i halmaz kételem( részhalmazai legyenek egy graf pontjai. Két pont akkor
legyen osszekotve egy éllel, ha a nekik megfelel részhalmazok diszjunktak (metszetiik
iires). Sikbarajzolhaté-e ez a graf?

2.3.3. A G, graf pontjai feleljenek meg egy 2n-elemi halmaz n — 1 elemt részhalmazainak.
Két pont akkor legyen 6sszekotve egy €éllel, ha a megfelel§ részhalmazok diszjunktak. Mely

n-ekre lesz GG,, sikbarajzolhat6?
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2.3.4. Bizonyitsuk be, hogy egy 4-reguldris, egyszeri paros graf nem lehet sikbarajzolhatd!

2.3.5. Bizonyitsuk be, hogy ha a gombre rajzolt, ¢ darab tartoméanybél 4ll6 térkép grafjanak
e éle van és a graf 3-regularis, akkor 6t = 2e 4+ 12!

2.3.6. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszerti, sikbarajzolhat6, harom hosszi kért nem tartal-
mazé grafnak legaldbb 3 pontja van, akkor e < 2n — 4!

2.3.7. Az n-pont, e éld, sikbarajzolhat6 graf barmely 5 élét kivalasztva 1étezik G-nek olyan
feszit6taja, amely mind az 5 élet tartalmazza. Bizonyitsuk be, hogy ekkor e < %n —-3!
2.3.8. Adjunk fels6 becslést egy sikbarajzolhat6 graf éleinek szdméra, ha minden korének

hossza legalabb k (ahol k > 3 rogzitett egész)!

2.3.9. Mutassuk meg, hogy a két Kuratowski-graf felrajzolhaté a téruszra!

2.7. Abra

2.3.10. Sikbarajzolhaté-e az 2.7. 4bran lathaté elsé graf, az i.n. Petersen-graf?

2.3.11. Rajzoljuk le a sikban az 2.7. 4bra masodik és harmadik grafjat tgy, hogy minden él
egyenes szakasz legyen!

2.3.12. Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerii sikbarajzolhat6 griafban nem lehet minden pont
foka legaldabb 6.

2.3.13. (folyt.) Tegyiik fel, hogy egy egyszerii sikbarajzolhaté gréafban a minimélis fokszam
5. Mutassuk meg, hogy ekkor legalabb 12 db 6todfokd pont van!

2.3.14. (folyt.) Eles-e a fenti becslés, vagyis van-e olyan egyszerti, sikbarajzolhaté graf, mely-
ben pontosan 12 db 6tddfokt pont van és nincs kisebb foki pont?

2.3.15. Legyen G pontjainak a szama legfeljebb 7. Bizonyitsuk be, hogy G és a komplementere
koziil legaldbb az egyik sikbarajzolhatd!

2.3.16. Szabdlyos 6tszogekbdl és hatszogekbdl akarunk labdét késziteni: minden 6tszéget 5
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hatsz6g hatédrol, minden hatszoget 3-3 6tszdg és hatszog (felvaltva). Meg lehet-e csindlni,

és ha igen, egyértelmilien meghatarozhat6-e ebbdl az 6tszogek és a hatszogek szdma?
2.3.17. Hasonl6 kérdés szabalyos haromszogekkel és négyzetekkel (minden négyzetet 4 ha-

romszdg, minden hiromszoget 2 négyzet és 1 haromszdg hatéaroljon).

A kovetkez§ feladatokhoz: két graf gyengén izomorf, ha élhalmazaik kozott létesithetd

olyan, kélcsonosen egyértelmii megfeleltetés, mely kort korbe visz.

2.3.18. Keressiink izomorf és gyengén izomorf parokat a 2.8. dbra gréafjai kozott!

Al N
AN

2.8. Abra

2.3.19. Tegyiik fel, hogy G egy Osszefiiggs graf, = és y két nem elvigé pontja, de G — {z,y}
két komponensre esik szét. Ragasszuk tjra Ossze ezt a két komponenst, de elStte az egyiket

forditsuk 4t (2.9. dbra). Mutassuk meg, hogy az 1j graf gyengén izomorf a régivel!

PO = X o= X

2.9. Abra

2.3.20. Gyengén izomorfak-e a 2.10. dbra grafjai?

2.3.21. Készitsiik el az 2.7. dbra 2. és 3. grafjanak a dudlisat!

2.3.22. Mutassuk meg, hogy a Kuratowski-grafoknak nem lehet duélisa!

2.3.23. Keressiink olyan grafokat, melyek izomorfak a dudlisokkal!

2.3.24. G sikbarajzolhaté és van Euler—koére. Bizonyitsuk be, hogy G* paros graf!

2.3.25. Adjunk példat olyan igaz grafelméleti allitasra, mely ,dualizdlva” hamissa valik!
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4  J

4 4  J

@ 4  J
o ——o

2.10. Abra

A kovetkezd feladatokhoz: A G graf e = {u,v} élének 8sszehiizdsin azt értjiik, hogy az u
és v pontokat azonositjuk, az igy hurokéllé vilt e élt elhagyjuk, és minden mas olyan élt,
mely u-ba, vagy v-be vezetett, az ij pontba vezetjiik. A keletkez§ grafot G/e-vel jeloljiik.

2.3.26. Mutassuk meg, hogy (G/e)/f = (G/f)/e !

2.3.27. Jeloljiik f(G)-vel a G graf feszitG erdGinek szaméat. Tegyiik fel, hogy az e él sem nem
hurok, sem nem elvigé él. Mutassuk meg, hogy ilyenkor f(G) = f(G —e) + f(G/e)!

2.3.28. Legyen A és B a G graf élhalmazédnak két diszjunkt részhalmaza. Tegyiik fel, hogy
A kormentes, B vigiasmentes. Bizonyitsuk be, hogy van G-nek olyan feszit& erdgje, mely
A-t tartalmazza és B-t6] diszjunkt!

2.3.29. (folyt.) Lassuk be, hogy egy X C E(G) élhalmaz akkor és csak akkor ilyen tulajdon-
sagu feszitd erds, ha X — A feszit§ erdé (G — B)/A-ben!

2.3.30. Egy graf sikbarajzolhatésdganak nyilvan sziikséges feltétele, hogy élek elhagyésa és
Osszehizésa sordn ne juthassunk el bel6le a Kuratowski-grafok valamelyikéhez. Kuratowski
tételének felhasznédlasdval lassuk be, hogy ez a feltétel elégséges is!

2.3.31. * (folyt.) Adjunk példat olyan grafra, melybél élek tsszehuzasaval el lehet jutni a K

grifhoz, azonban a graf ne tartalmazzon Kj -tel topolégikusan izomorf részgrafot!

Euler- és Hamilton-korsk és -utak

2.4.1. Bizonyitsuk be, hogy egy Osszefiiggd graf élei bejarhaték gy, hogy minden élen mind-
két irdnyban pontosan egyszer megyiink végig!

2.4.2. Mutassuk meg, hogy ha egy osszefiigg6 graf paratlan fokd pontjainak a szdma 2k,
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akkor a graf élhalmaza lefedhet6 k darab élsorozat diszjunkt egyesitésével!

2.4.3. Legal4abb hany élet kell hozzdadni a Petersen-grafhoz, hogy a keletkez& grafban legyen
Euler-ut?

2.4.4. Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak foka 4, akkor élei szinezhetSk piros és
kék szinekkel igy, hogy minden él teljes hosszdban egyszini legyen és minden ponthoz két
piros és két kék él illeszkedjék.

2.4.5. Milyen n értékekre tartalmaz az n-pontu teljes graf Euler—kort vagy —utat?

2.4.6. Jelsljik Z(a,b)-vel az a egység hosszi, b egység széles téglalap alaku "kockas” papir
altal meghatdrozott grifot! Van-e a-nak és b-nek olyan értéke, amikor Z(a,b)-nek van
Euler-kore vagy -atja?

2.4.7. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban van Euler—kor, akkor minden vigédsdnak pdaros
sok éle van!

2.4.8. (folyt.) Igaz ez az allitds visszafelé?

2.4.9. Hany kiilonboz6 Hamilton-kort, ill. utat tartalmaz az n szégpontu teljes graf, K,,?

2.4.10. Hany kiilsnb6z& Hamilton-kort tartalmaz az az n szogponti graf, amit K,,-b6l kapunk
egy élének elhagyasival?

2.4.11. Hany kiilonb6z6 Hamilton-kort, ill. utat tartalmaz az K, ,7

2.4.12. Adjon olyan a,b értékeket, melyekre az 2.4.6. feladatban definidlt Z(a,b) grafnak
van, ill. nincs Hamilton—kére vagy —itja!

2.4.13. Létezik-e olyan 6 pontt és 11 ill. 12 él{ graf, amelynek nincs Hamilton-kore?

2.4.14. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontt egyszert grafnak legalabb (";1) + 2 éle van,

akkor van benne Hamilton-kor! Igaz-e ez (ngl) + 1 €l esetén is?

2.4.15. A Gy i graf pontjai egy n-elemii halmaz k-elemt részhalmazainak felelnek meg. Két
pont akkor van 6sszekttve egy éllel, ha a pontoknak megfelel§ két részhalmaz diszjunkt.
Van-e G, p-nak Euler—, ill. Hamilton-kore ha

a) n=6,k=237
b) n =16,k =37
2.4.16. Van-e Hamilton—kore a 2.11. 4bran lathaté grafnak?

2.4.17. Van-e Hamilton-kor a 3— ill. 4-dimenziés kocka éleib6l all6 grafban?
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2.11. Abra

2.4.18. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 6sszefiiggd G graf K korébsl egy élt tordlve G egy
leghosszabb ttjat kapjuk, akkor K Hamilton-kor volt G-ban!

2.4.19. Mutassuk meg, hogy ha egy n-ponti graf egyik maximadlis hossziisdgi utja két vég-
pontjanak fokosszege > n, akkor van a graf maximalis dtjai kozt olyan, amelynek végpontjai
szomszédosak!

2.4.20. Lassuk be, hogy a Petersen—graf nem tartalmaz Hamilton-koért! Es ha elhagyjuk

valamelyik pontjat?

Iranyitott grafok

2.5.1. Lé&ssuk be, hogy a graf pontjainak be—fokait vagy ki—fokait Osszeadva ugyanazt az
értéket kapjuk! Mennyi ez a kozos érték?

2.5.2. Rajzoljuk fel az 6sszes olyan, paronként nem izomorf, 3 ponti és 4 élti, hurokmentes
irdnyitott grafot, melynek van olyan pontja, amelynek ki—foka és be—foka is 2!

2.5.3. Legaldbb hany éle van egy n ponti erGsen Osszefiiggé grafnak?

2.5.4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges irdnyitott grafban nincs irdnyitott kor, akkor van

forrés és nyels!
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2o se 2

2.5.5. Igaz-e az el6z6 allitas megforditasa?

2.5.6. Miért kellett a ,véges” sz6 a 2.5.4. feladat dllitdsdban?

2.5.7. Héany iranyitott kor lehet, ha a graf minden pontjanak 1 a ki—foka?

2.5.8. A 2.2.10. feladat analégidja nem igaz: mutassunk példat olyan erGsen 6sszefiiggs grafra,
amelynek barmely pontjit elhagyva elromlik az erds 6sszefiiggdség!

2.5.9. Léssuk be, hogy G akkor és csak akkor ergsen osszefiiggs, ha tetszéleges A C V(G)-re
van A-b6l V — A-ba mutaté él!

2.5.10. Az A C V(G) pontokat a V — A-beli pontoktdl elvdlaszté vagast akkor hivjuk ira-
nyitott vigasnak, ha vagy minden éle A-b6l V' — A-ba mutat, vagy minden éle V' — A-bél
A-ba mutat. Bizonyitsuk be, hogy egy tsszefiiggs irdnyitott graf akkor és csak akkor erésen
Osszefiiggd, ha nincs benne irdnyitott vagas!

2.5.11. Mutassuk meg, hogy minden élt vagy irdnyitott kor, vagy irdnyitott vigas tartalmaz!

2.5.12. Hagyjuk el az irdnyitott G graf forrdsait és nyelsit. Ismételjitk meg az eljarast a
keletkezg grafra, majd az ezutdn keletkezdre stb., amig se forrést, se nyel6t nem tartalmazé
griafthoz nem jutunk. Lassuk be, hogy akkor és csak akkor jutunk igy a pont nélkiili grafhoz,
ha G nem tartalmazott irdnyitott kort!

2.5.13. Van-e irdnyitott kor a 2.12. 4bran lathaté grafban?

2.12. Abra
2.5.14. Huzzuk 6ssze egy irdnyitott graf er6sen 6sszefiiggd Pi, Ps, ... komponenseit egy-egy

D1, P2, ... pontba és az 1j grafban akkor és csak akkor legyen (p;,p;) €él, ha az eredetiben
V(P;)-b8l V(P;)-be vezetett legaldbb egy él. Mutassuk meg, hogy az 1j gréfban nincs

irdnyitott kor!
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2.5.15. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 6sszefiiggé G graf minden pontjinak ugyanaz a ki— és
be-foka, akkor G er&sen Osszefiiggd!
A kovetkez6 feladatokhoz: kormérkézés-grafnak hivunk egy irdnyitott teljes grafot.

2.5.16. Mutassuk meg, hogy minden ilyen grafban van legalibb egy olyan pont, melybél
minden mds pont 1 vagy 2 hosszi irdnyitott titon elérhetd.

2.5.17. Bizonyitsuk be, hogy egy erGsen tsszefiiggé kormérkszés grafnak legaldbb ("gl) kii-
16nb62z6 irdnyitott kore van!

2.5.18. Bizonyitsuk be, hogy minden ilyen grafnak van irdnyitott Hamilton—tja!

2.5.19. Iranyithaték-e tgy a 2.13. dbran lathaté gréafok élei dgy, hogy erGsen 6sszefiiggGek

legyenek, de ne legyen benniik irdnyitott Hamilton-kor?

2.13. Abra

2.5.20. Azt is lassuk be, hogy ha egy kormérk6zés-graf erdsen osszefiiggs, akkor irdnyitott
Hamilton—kore is van!

2.5.21. Tegyiik fel, hogy egy kormérk&zés-graf nem erGsen osszefiiggs. Mutassuk meg, hogy
ilyenkor van olyan éle, melynek az irdnyitdsat megforditva erGsen Osszefiiggévé tudjuk
tenni!

2.5.22. Hagyjunk el egy élt egy n ponti teljes grafbél. Bizonyitsuk be, hogy ezt mar lehet
gy irdnyitani, hogy ne legyen benne irdnyitott Hamilton—it!

2.5.23. Tegyiik fel, hogy egy erfsen Osszefiiggd graf elveszti ezt a tulajdonsigat legfeljebb
k él elhagyasiaval. Mutassuk meg, hogy legfeljebb k €l irdnyitdsanak a megforditasaval is
elérhetjiik ezt!

2.5.24. Kék, zold és piros szinnel szineztiik egy irdnyitott graf éleit. Legyen e zold. Bizonyit-

suk be, hogy vagy van olyan e-t tartalmazé kor, melyben kék €l nincs és minden zo6ld €l
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ugyanolyan irdnyitdsi a kor mentén, vagy van olyan e-t tartalmazé vigés, melyben nincs
piros él és minden z6ld él ugyanolyan irdnyitast a vigas mentén!

2.5.25. Mutassuk meg, hogy barmely graf éleit meg lehet gy irdnyitani, hogy minden pont
be-foka és ki-foka legfeljebb eggyel kiilonb6zzék egymdstol.

2.5.26. Van-e, és ha van melyik az a legkisebb pontsziamu teljes graf, melyre igaz, hogy
barmely harom élének elhagydsa utdn még iranyithaté gy, hogy erdsen 6sszefiiggs legyen?

2.5.27. A G sikbarajzolhat6 graf minden élét irdnyitsuk valamelyik irdnyba gy, hogy a kapott
G’ graf erGsen 6sszefiiggd legyen. Bizonyitsuk be, hogy létezik G-nek olyan tartoménya,
amelyet G'-ben iranyitott kor hatarol!

2.5.28. Maximum héany éle lehet egy n ponti, irdnyitott kért nem tartalmazé egyszert graf-

nak?

Szomszédossagi matrix

3.1.1. Legyen A egy egyszerii irdnyitatlan graf szomszédossdgi matrixa. Bizonyitsuk be, hogy
akkor és csak akkor igaz, hogy A barmely két sordnak a skalaris szorzata legfeljebb egy, ha
a graf nem tartalmaz 4 hossztisagu kort!

3.1.2. Léssuk be, hogy egy egyszerii irdnyitatlan graf akkor és csak akkor péaros, ha szomszé-

dossagi matrixdanak minden pdaratlan kitev&ji hatvinydban minden diagonél-elem zérus!

Illeszkedési matrix

3.2.1. Mutassuk meg, hogy az n-pontd (irdnyitatlan) fa illeszkedési matrixanak a valés test
felett is n — 1 a rangja!

3.2.2. Adjunk példat hurokél-mentes osszefiiggs irdnyitatlan gréfra, melynek illeszkedési
matrixa a valés test felett (n — 1)-nél nagyobb rangu!

3.2.3. * Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladat tulajdonsagaval egy graf akkor és csak akkor

rendelkezik, ha nem péros!

3.2.4. Legyen A és B egy hurokél-mentes irdnyitott graf szomszédossdgi, ill. illeszkedési
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matrixa. Mi mondhaté a B — A matrixrol?

Kormatrix

3.3.1. Az aldbbi méatrixok koziil melyek allnak el grafok kormétrixaként?

1 110 1 11 1 1 0
1 1 01 1 1 0 1 01
1 011 1 01 0 1 1

3.3.2. Adjunk példit e — p + 1 darab olyan korre, melyeknek a kormdtrixban megfelel
vektorai linedrisan fiiggetlenek és amelyek egyetlen kifeszit& fahoz tartozé alapkérrendszer
elemeiként sem &4llnak eld!

3.3.3. * A 7. feladat matrixai koziil melyek allnak el§ grafok kérmétrixainak alkalmas rész-
matrixaként?

3.3.4. * El elhagyésakor hogyan valtozik egy graf kor— és vagdsmatrixa?

Egyéb grafreprezentaciék

3.4.1. * Legyen X egy 0 és =1 elemekbdl all6 matrix, melynek minden sordban péaros sok
nemzérus elem taldlhaté. Bizonyitsuk be, hogy det X péros!

3.4.2. Hogyan ismerhet6 fel egy hurokél vagy egy elvigé él egy — valamelyik matrixdval
adott — grafban?

3.4.3. Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott graf illeszkedési matrixdnak minden négyzetes
részmétrixdra a determindns 0 vagy +1!

3.4.4. Példan mutassuk meg, hogy a kor- és a vigdsméatrixokra ugyanez nem feltétleniil igaz!

Sikbarajzolhaté grafok

3.5.1. Adjunk példat olyan térképre, amely 3 szinnel nem szinezhets meg!
3.5.2. Ha a kozos hatar—ponttal rendelkez§ orszagokat is szomszédosnak neveznénk (pl. a

3.4. 4dbra baloldaldn a 3. és 5. tartoményokat), akkor dltaldban t6bb szinre lenne sziikség.
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Adjunk példat olyan gréafra, mely ilyenkor még 5 szinnel sem szinezhets meg!
3.5.3. A sikot véges sok mindkét irdnyban végtelen egyenes elhelyezésével ,orszagokra” bont-

2

juk. Mutassuk meg, hogy ez a ,térkép” 2 szinnel megszinezhetd!

3.5.4. (folyt.) Ervényes marad-e az el6z6 allitas, ha egyeneseken kiviil kéroket is megenge-
diink? Es ha félkoroket is?

3.5.5. Készitsiik el az 2.7. dbra 2. és 3. grafjanak a dudlisat!

3.5.6. Mutassuk meg, hogy a Kuratowski-grafoknak nem lehet dudlisa!

3.5.7. Keressiink olyan gréfokat, melyek izomorfak a dudlisokkal!

3.5.8. Adjunk példat olyan igaz grafelméleti dllitasra, mely ,dualizdlva” hamissd valik!

3.5.9. Definidljuk két e, f él ,soros” helyzetét ugy, hogy {e, f} vigast alkot. Igazoljuk a 3.2.
Téblazat 6todik sordanak helyességét!

3.5.10. (folyt.) Megegyezik-e az el6z6 definici6 a villamossidgtanban szokdsos definiciéval,

mely szerint e és f akkor és csak akkor soros élek, ha egyik sem hurokél és mindketts

illeszkedik egy masodfokd ponthoz?

Keresés

4.1.1. Tegyiik fel, hogy egy szamit6gép egymillié miiveletet tud elvégezni egy masodperc alatt.
Ha 1 perc gépidd all rendelkezésiinkre, akkor a keresésre megismert két algoritmus koziil
az els6t legfeljebb n = 6 - 107 érték esetén alkalmazhatjuk. Ekkor a mésodik algoritmus
lépésszdma log, 6 - 107 . Mennyi ideig tart ez?

4.1.2. Gondoltam egy szdmot 0 és 31 kozott. Nyilvan ki lehet barkochbézni 5 kérdéssel. Adjon
meg eldre 5 kérdést (tehat ne az els§ vilasz utdn adja meg a 2. kérdést, a 2. vlasz utén a
3. kérdést stb.) gy, hogy az azokra adott valaszokbdl kitaldlhaté legyen a gondolt szam.

4.1.3. 16 latszatra egyforma pénzdarab kozstt egyik hamis, kdnnyebb a tobbinél. Egy egy-
kard, skilds mérlegen koziilitk akirhdny érme 6sszsilydt meg tudjuk hatdrozni, és ebbdsl
megéllapitani, hogy koztiik van-e a hamis. Keressiik meg a hamis pénzt minimdlis szadmu
méréssel. Hasonlitsuk 6ssze feladatunkat a beszirasi feladattal.

4.1.4. 27 latszatra egyforma pénzdarab kozott egyik hamis, konnyebb a tobbinél. Keressiik

meg a hamisat a lehets legkevesebb méréssel ha egy kétkard mérlegiink van, stilyok nélkiil!
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Legaldbb hany mérés kell, ha 10 < n < 26 érménk van?

4.1.5. 5 érménk van, 4 valédi és egy hamis, amirél csak azt tudjuk, hogy a silya kiilonbozik
a valédi érmék silyatél, de azt nem tudjuk, hogy kénnyebb vagy nehezebb naluk. Egy
kétkart mérlegen legaldbb hiny mérést kell végezniink, hogy megtaldljuk, melyik a hamis
és meghatarozzuk, hogy kénnyebb vagy nehezebb a tobbinél? Es ha 15 érménk van?

4.1.6. (folytatas) Es hany mérésre van sziikség ha csak 4 érménk van, de nem kell megmon-
dani, hogy a hamis kénnyebb vagy nehezebb, csak azt, melyik a hamis?

4.1.7. n érmébdl egy hamis, kénnyebb a tobbinél. Egy kétkard mérlegen legfeljebb 3 mérést
végezhetiink. Valaki az els6 mérésnél 4 — 4 darabot tesz mindkét serpenybbe és a mérés
barmely kimenetele esetén meg tudja taldlni a hamisat. Legfeljebb mekkora lehet n?

4.1.8. n érmébdl egy hamis, de nem tudjuk, hogy kénnyebb vagy nehezebb a tébbinél. Egy
kétkard mérlegen legfeljebb 3 mérést végezhetiink. Valaki az els6 mérésnél 3 — 3 darabot
tesz mindkét serpenySbe. Mutassuk meg, hogy n = 9-re meg lehet taldlni a hamisat, de
n = 11-re nem biztos!

4.1.9. Bergengécidban 1,2,3 és 5 petdkos érméket hasznidlnak. Mindegyik annyi gramm t6-
meg(, ahdny petdkot ér. Van 1 — 1 érménk mindegyikbdl, de az egyik hamis, ezért témege
eltér a valédiétél. Kétkari mérleggel hiany méréssel dllapithatjuk meg, hogy

a) melyik a hamis?
b) melyik a hamis és kénnyebb vagy nehezebb mint a val6di?
4.1.10. (folytatas) Fibonacciaban 1,2,3,5 és 8 petdkos érméket haszndlnak. Oldjuk meg az

el6z6 feladat analégjait!

Sorba rendezés

4.3.1. Az 4.1.1. feladatban szerepls 6-107 mfivelet maximum mekkora n-re elég az n?/2, illetve
cn - log, n 1épésszamok esetén (utébbi esetben prébalkozzunk ¢ = 1,10, 100 értékekkel)?
4.3.2. Tegyiik fel, hogy az ay,as,...,a, sorozat is, a by,bs,...,b, sorozat is nagysig sze-

rint névekedGen van rendezve. Adjunk algoritmust, mely ezt a 2n darab szdmot egyetlen

novekedd sorozatba fésiili tssze.
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Szomszédossagi listak

5.1.1. Mutassuk meg, hogy a szomszédossagi lista atalakithaté rendezett szomszédosségi lis-
tava (e + v)log d-vel ardnyos lépésszdmban (d =maxim4lis fokszdm)!
5.1.2. * Az el6z6 atalakitdst (e + v)-vel ardnyos lépésszamban is csindljuk meg!

5.1.3. Bizonyitsa be az 5.1. Tabldzat els6 harom oszlopaban éllitottakat!

Lancolt szomszédossagi listak

5.2.1. Bizonyitsa be az 5.1. Tdbldzat utolsé oszlopdban szerepld elsé 5 allitast!
5.2.2. Bizonyitsa be az utolsé oszlop utolsé allitasat is.
5.2.3.
(a) Egészitse ki az 5.1. Tablazatot az intervallumrendszerrel megadott intervallumgrafok
(1d. 95. oldal) gréafok esetére!
(b) Mutassa meg, hogy ha (p1paps...px) egy intervallumgraf kore (k > 4), akkor a kor-
nek legaldbb egy 4tléja is van (tehat legaldbb egy {p;,p;} él ugy, hogy ¢ és j nem

szomszédos szdmok és nem is {i,5} = {1,k})!
Hogyan jarjunk be grafokat?

6.1.1. Van-e olyan graf, melynek valamely pontb6l csak egyféle bejarasa lehetséges?

6.1.2. Milyen a teljes graf mélységi, ill. szélességi bejarasa?

6.1.3. Mutassuk meg, hogy a K, graf tetszGleges fija el6all egy mélységi vagy szélességi
bejaras fajaként. Igaz-e ugyanez Ky -re is?

6.1.4. Készitsiink olyan G1, G4, ... grafsorozatot, melynek tagjaira a mélységi keresést alkal-
mazva a talalt fa leghosszabb tutjanak a hossza cn tempéban novekszik, mig a szélességi
keresés fajaban konstans marad.

6.1.5. Hogyan jarna be egy (ismeretlen alaprajza) labirintust?

6.1.6. Tegyiik fel, hogy egy grafban minden pont foka legalabb k. Bizonyitsuk be, hogy a graf
minden k 4+ 1 pontu fat tartalmaz részgrafként!

6.2.1. Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott G graf akkor és csak akkor erGsen 6sszefiiggs, ha G
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barmely pontjabél inditva a mélységi vagy a szélességi keresést, minden ponthoz eljutunk.

A legrévidebb tut keresése élstilyozatlan grafban

7.1.1. Készitsen olyan algoritmust, mely egy (élstilyozatlan) grafban meghatarozza, hinyféle
legrovidebb 1t van s-bél t-be.

7.1.2. Legyen F egy graf s pontjabél kiindul6 szélességi keresés soran létrejott fa. frjuk minden
x # s pont mellé az s-bél z-be vezetd legrovidebb ut hosszat (vagyis az egyetlen F-beli
s és x kozotti ut hosszéat). Bizonyitsuk be, hogy egy e ¢ F él két végpontjihoz irt a,b
szdmokra 0 < |a — b| < 1 és adjunk példit mind a 0, mind az 1 el6forduldsara!

7.1.3. Adjunk polinom rendi algoritmust, mely meghatirozza egy graf legrovidebb korének
(kéreinek) hossz4t!

7.1.4. A G grafban barmely két pont kozstt a legréovidebb 1t hossza legfeljebb 2. Milyen
hosszti lehet G-ben a legrovidebb kor?

Dijkstra algoritmusa

7.2.1. Hatarozzuk meg a Dijkstra algoritmussal a legrovidebb utat s és ¢ koézott a 7.1. dbra

grafjan és mutassuk meg az algoritmust 1épésrsl 1épésre!

7.2.2. Hatarozzuk meg a legrovidebb 1t hosszat s-b6l t-be és u-ba a 7.2. dbra grafjan az x
paraméter tetszGleges pozitiv, valés értéke esetén!

7.2.3. Konstrualjunk olyan minimum 5 pontd irdnyitatlan grafot pozitiv élsilyokkal, hogy
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7.2. Abra

valamely s,t pontpar kozti legrovidebb utat a Dijkstra algoritmus pontosan a 4. ,kérben”
szolgaltatja!

7.2.4. Dijkstra algoritmusa csak az s-b&l barmely z-be vezet§ legrévidebb 1t hosszat haté-
rozta meg. Médositsuk az algoritmust gy, hogy a legrévidebb utat (vagy azok egyikét) is
megkaphassuk!

Ford algoritmusa

7.3.1. Végezziik el ugyanazt a médositast Ford algoritmusara, amit a 7.2.4. feladatban Dijkst-
ra algoritmusira végeztiink ell Megtaldlja-e a médositott algoritmus az esetleges negativ
Osszhosszisagu iranyitott koroket is?

7.3.2. Adjon példat irdnyitott grafok olyan G, sorozatdra, ahol v(G,) = n és G,, irdnyitott
koreinek szdma legaldbb n-ben exponencidlis tempoéban tart végtelenhez.

7.3.3. Mekkora a legrovidebb irdnyitott Gt hossza A-bdl E-be a 7.3. dbra grafjan?

7.3. Abra

7.3.4. Milyen élsorrend esetén végzi a Ford algoritmus a lehet§ legtobb ill. a legkevesebb
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lépést a 7.3. dbra grafjan?

Floyd algoritmusa

7.4.1. Hatarozzuk meg a legrévidebb irdnyitott it hosszat az dsszes lehetséges pontpar kozott

a 7.3. dbra grafjan?

Parositasok

8.1.1. Egy vallalatnal hét pélyazé jelentkezett hat iires munkahelyre (szdmozzuk ezeket 1-t61
6-ig); egy ember t6bb helyre is:
Aladéar az 1-es munkahelyre
Béla az 1,6-os munkahelyre
Csaba a 2,3,4-es munkahelyre
Dani a 2,5-6s munkahelyre
Erzsi a 3,4,5-6s munkahelyre
Feri a 1,6-os munkahelyre
Géza a 6-os munkahelyre
(a) Abrazoljuk a helyzetet paros graffal!
(b) Dontsiik el, hogy betsltheté-e mind a 6 munkahely (egy ember csak egy helyre kertil-
het). Ha nem mind, akkor hany t6lthet be? Indokolja is a valaszt!
(c) Javit-e valamit, ha Feri meggondolja magat és a 2. munkahelyet is hajlandé elfogadni?
8.1.2. (folytatds) Egy munkakdzvetiténél hat ember jelentkezett. Nyolc 4llas johet szébaz:
Akos 1,2,3,4,5,6 munkahely
Bandi 2,5,8 munkahely
Csilla 2,5 munkahely
Déra 2,8 munkahely
Erné 5,8 munkahely
Feri 1,2,3,4,7 munkahely
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Adjon meg egy lehets legnagyobb fiiggetlen élrendszert! Indokolja meg, miért nincs na-
gyobb!
8.1.3. Egy harmadik cégnél hét helyre csak hatan palyaznak:

Anita 1,2 munkahelyre

Bea 2,3 munkahelyre

Cirill 3,4 munkahelyre

Diana 4,5 munkahelyre

Elemér 5,6 munkahelyre

Frici 6,7 munkahelyre
A f6nsk mar belenyugodott, hogy igy nem lehet az 6sszes helyet betolteni. El is dontéstte,
hogy a hat emberbél ki hova keriil: A 1, B 2, C 3, D 4, E 5, F 6. Ekkor érkezik a postds
egy tavirattal: ,megpaalyaazom a 2-es munkahelyet stop geeza stop stop.” A fenti hat
fiiggetlen élb6l melyeket cseréli ki a f6nk és mely masikakra?

8.1.4. Keressiink maximélis pérositdst a 8.1. dbra grafjaiban!

Za N
XNSK R

8.1. Abra

8.1.5. Egy péros graf egyik pontosztilydban van olyan X részhalmaz, amelyre [N(X)| <
| X | — 2. Bizonyitsuk be, hogy nincs a grafban Hamilton-t!

8.1.6. Egy iskoldban a didkok kiilonféle bizottsagokat valasztottak (egy ember t6bb bizottsag-
nak is tagja lehet) és most minden bizottsdg a sajat tagjai koziil egy-egy elnokst szeretne
kinevezni. Barmely bizottsag barmely tagja alkalmas lenne elndknek, de nem akarjik, hogy
valaki egyszerre tobb bizottsdgnak is elntke legyen. Mikor val6sithaté ez meg?

8.1.7. Mutassa meg, hogy r-reguldris paros graf biztosan teljesiti a Hall feltételt!

Ko6vetkezmény: r—reguldris paros grafnak mindig van teljes parositasa.
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8.1.8. Egy paros graf minden csticsdba pontosan r él fut. Véletleniil éppen r darab kiilénb6z6
szinfi ceruzdnk van (a feketén kiviil, amivel az eredeti dbra késziilt). Bizonyitsuk be, hogy
az élek kihizhatdk szinessel gy, hogy minden csticsba csupa kiilonb6z8 szinli menjen!

8.1.9. (folytatas) Adjunk példat olyan nem-péaros, de reguléris grafra, ahol a fenti szinezés
lehetetlen!

8.1.10. Mutassuk meg, hogy ha egy paros grafban minden pont foka < r, akkor pontok és élek
hozzéavételével kiegészithets olyannd, amelyben minden csicsra pontosan r él illeszkedik!

8.1.11. Legyen a G egyszerti, paros grafban a maximélis fokszdm k. Bizonyitsuk be, hogy van
olyan pérositds G-ben, amely lefedi az 6sszes k foka pontot!

8.1.12. Legyen G egy r-reguldris paros graf, r > 2. Bizonyitsuk be, hogy G ponthalmaza
lefedhetd diszjunkt korokkel!

8.1.13. Legyen G egy egyszerti, sszefiiggd, paros graf, amelynek mindkét pontosztilydban n
pont van. Az egyik osztdlyban minden pont foka kiilosnb6z6. Bizonyitsuk be, hogy G-ben
van teljes parositas!

8.1.14. Igaz-e, hogy ha egy Osszefiiggd paros griafban van Hamilton—kor, akkor van teljes
pérositas is? Igaz-e az allitas megforditasa?

8.1.15. Egy osztilyban vegyes parosokat szeretnének osszedllitani az iskolai tollaslabda—baj-
nokssgra. Ot lany és ot fid tud jatszani, de nem minden széba johets par akar egyiitt
szerepelni: Andrisnak mindegy; jatszana Flérdval, Gabival, Helgdval, Ildivel vagy akar
Jutkival is. Baldzs, Csaba, Dani és Ede viszont csak Jutkival hajland6 egy parba keriilni.
Hany part tud az osztaly kidllitani? (Otlet: lehet-e olyan par, amelyikben sem Andris, sem
Jutka nincs benne?)

8.1.16. Az asztalitenisz bajnoksag fiti parosainak 6sszedllitdsa sem megy siman: a tiz pingpon-
gozni tudé fiibél Andris és Baldzs csak Marcival akar egy parba lenni. Csaba és Dani Nor-
bival, Ede és Karcsi pedig Oszihoz ragaszkodnak. Laci lenne Marcival, Norbival vagy akar
Oszival is. Az utébbi harom barki oldalan kiallna, akik Sket vilasztottak. Osszesllithaté-e
ot vagy legaldbb négy par? (6tlet: kik azok, akik nélkiil nincs paros?)

8.1.17. Egy osztély mind a 20 fia tanulgja szeret pingpongozni. Egyéniben mindnydjan indul-
nak is az iskolai bajnoksagon, de 10 parost is ki akarnak allitani. Sajnos, Karcsin és Marcin

kiviil - akik mindenkivel jél kijonnek - a maradék 18 gyerek négy csoportra bomlik. Egyik
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ilyen tarsasag hét tagbdl all, a masik 6tb6l, a maradék kettGben harman-hidrman vannak.
Senki sincs jéban a tobbi csoport tagjaival, olyannyira, hogy nem is akarnak veliik egy
parba kertilni. Kiallithat6-e azért még a tiz par?

8.1.18. A G ovsszefiiggs graf tetszGleges pontjat elhagyva a kapott grafnak 1étezik teljes paro-
sitdsa. Bizonyitsuk be, hogy G-ben nincs elvigé él!

8.1.19. Egy 2n pontu teljes grafbdl elhagyjuk egy teljes parositds éleit. Hany kiilonb6zs 3
hosszt kor taldlhat6 a maradék grafban?

8.1.20. Mutassuk meg, hogy 2n — 1 csapat egy teljes bajnoksigot le tud jatszani 2n — 1
forduléban (mindenki mindenkivel egyszer jitszik).

8.1.21. Mutassa meg, hogy egy fanak nem lehet két kiilonb6z& teljes parositasal

8.1.22. Hény kiilonboz6 teljes parositasa van a 3-dimenziés kocka élhaléja altal alkotott graf-
nak?

8.1.23. * Hany kiilosnb6z6 teljes pdrositdsa van annak a grafnak, ami egy n fokt létrdhoz
hasonlit?

8.1.24. Hatéarozzuk meg a fiiggetlen élek maximélis szdmét a 8.2. dbra gréafjain! Bizonyitsuk

be, hogy nem lehet tébbet taldlni!

L b LI

8.2. Abra

8.1.25. Mennyi 7(K,,m)?
8.1.26. Legyen G egy 2n ponti graf, mely egy 2n — 1 pontd L tbdl és egy ¢ pontbdl all, ami

L minden pontjaval 6ssze van kétve. Mennyi 7(G)?
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8.1.27. Legyen F; és F; két fiiggetlen élhalmaz egy G grafban. Mutassuk meg, hogy az (Fy U
F,) — (F1 N Fy) élhalmaz 4ltal meghatarozott részgraf minden 6sszefiiggs komponense vagy
utja vagy kore G-nek! Mit mondhatunk az esetleges korok hosszar6l?

8.1.28. (folytatas) Bizonyitsuk be, hogy egy fiiggetlen élhalmaz vagy maximalis, vagy javit-
haté egy ra nézve alterndlé uttal!

8.1.29. (folytatas) Bizonyitsuk be, hogy egy tetszsleges fiiggetlen élhalmaz pontjai lefoghaték
egy alkalmas maxim4lis fiiggetlen élhalmazzal is!

8.1.30. Legyen A(G) egy grafban a maximdlis fokszam. Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) >
B@G)|!

8.1.31. Bizonyitsuk be, hogy egy hurokmentes G grifban a(G)7(G) > |E(G)| !

8.1.32. Legyen F egy maxim4lis fiiggetlen ponthalmaz az egyszerti G grafban és legyen F’
egy fiiggetlen ponthalmaz V(G) — F-ben. Bizonyitsuk be, hogy v(G) > |F'| !

Halé6zati folyamok

8.2.1. Hatdrozzuk meg a maximalis folyam értékét a 8.3. dbran lathat6 héilézati folyamokon

és bizonyitsuk is be, hogy ez maxim4lis!

8.3. Abra

8.2.2. Hatdrozzuk meg a nemnegativ, valés x fiiggvényében a 8.4. dbran lathaté hil6zatokban
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8.4. Abra
a maximélis folyam értékét!
8.2.3. Hatdrozzuk meg a nemnegativ, valés x és y fiiggvényében a 8.5. d4bran lathaté halézat-

ban a maximadlis folyam értékét!

8.5. Abra

8.2.4. Hatdrozzuk meg a maxim4lis folyam értékét a 8.6. d4brdn lathaté pont— és élkapacité-

sokkal elldtott hédlézati folyamon és bizonyitsuk is be, hogy ez maximalis!

8.6. Abra

8.2.5. A 8.7. dbran lathaté els6 graf élei koziil irjunk hiromra 1 kapacitdst, hdromra 2-t és
hiromra 3-at dgy, hogy a maximalis folyam a lehetd legnagyobb illetve a lehets legkisebb
legyen!

8.2.6. A 8.7. dbrén lathaté mésodik graf élei koziil irjunk hatra 1 és hatra 2 kapacitdst dgy,
hogy a maximaélis folyam a lehet§ legnagyobb illetve a lehets legkisebb legyen!

8.2.7. Igaz-e, hogy ha minden él kapacitdsa paros szdm, akkor van olyan maxim4lis folyam,

aminek minden élén a folyam értéke paros szim? Igaz-e ugyanez paratlan szamokkal?
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8.7. Abra

8.2.8. Legyenek egy graf pontjai az n hosszisigi 0 — 1 sorozatok. Vezessen egy irdnyitott
él a-bél b-be, ha a-ban kevesebb 1-es van, mint b-ben, és legyen egy ilyen él kapacitdsa
az egyesek szdmdnak kiilsnbsége. Legyen F,, a maxim4lis folyam értéke s = (0,...,0) és
t=(1,...,1) kozott. Mennyi F3? Mennyi altalaban F,?

8.2.9. Legyenek egy graf pontjai az n hosszisigi 0 — 1 sorozatok. Vezessen él a-bél b-be,
ha b-t megkapjuk a-bél gy, hogy az a-beli egyik 0-t 1-re cseréljiik. Ha ez a csere az i-ik
koordindtaban tortént, akkor a kapacitdas legyen ¢. Legyen f, a maximélis folyam értéke
s=1(0,...,0) ést = (1,...,1) kozstt. Mennyi f3? Bizonyitsuk be, hogy f, < 271!

8.2.10. * Egy varos szennyvizcsatornijaba szamos helyen befolyhat az es6viz és csak egy
helyen folyhat ki. Nagy felhGszakaddsok esetén a rendszer nem képes minden vizet levezetni.
Ha ismerjiik az egyes szakaszok kapacitdsit, hogyan hatarozhatjuk meg a kib&vitendsket?

8.2.11. * Liliputban csak hizassigkozvetitén keresztiil kothetnek hazassdgot a parok és egy-
egy hézassagkozvetits évente legfeljebb m eskiivét szervezhet. Egy-egy torpe-fia tobb
torpe—lany kozott is valaszthat; és ha egy torpe-fia tobb hazassigkozvetitével is kapcso-
latba 1ép, akkor mindegyiknek elmondja baratndi teljes listdjat. Adjunk algoritmust, mely
maximalizilja az egy évben szervezhet§ eskiivéket.

8.2.12. * Oldjuk meg az el6z6 feladat Dél-liliputi véltozatat is (ahol még megengedett a
tobbnejtiség)?

8.2.13. Mutassuk meg, hogy egy k—szorosan 0sszefiiggd n-ponti grafnak legalabb kn/2 éle
van.

8.2.14. Legyen k < n — 1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n-ponti egyszerti grafban minden
pont foka legaldbb (n + k — 2)/2, akkor a graf k-szorosan pontdsszefiiggd!

8.2.15. Bizonyitsuk be, hogy 3-regularis grafokra a pont— és élosszefiigglségi szamok egyen-

16ek.
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Alapkérrendszer keresése

9.1.1. Lehet-e hasonléan egyszerti algoritmust adni az alapkorrendszer elallitdsara a széles-
ségi keresés segitségével?
9.1.2. Ha egy n ponttu teljes graf alapkorrendszerét hatarozzuk meg, mennyi az algoritmus

lépésszama?

Iranyitott korsk felismerése

9.2.1. A 9.1. dbran lathaté irdnyitott griafnak adja meg egy, az a pontbdl indulé mélységi

fajat, és erre vonatkozéan az elGre-, vissza- és keresztéleket!

9.1. Abra

9.2.2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy iranyitott grafban nincs irdnyitott kor, akkor van forras
és nyeld!

9.2.3. Példan illusztriljuk, hogy az el6z6 allitas végtelen griafokra nem feltétleniil igaz.

9.2.4. Ellenpéldéval mutassuk meg, hogy a 9.2.2. 4llitds nem fordithaté meg.

9.2.5. * Egy irdnyitott kort nem tartalmazé G graf emeletekre bontasban két u, v pont nyilvan

csak akkor keriilhet ugyanabba a V; részhalmazba, ha sem u-bél v-be, sem v-b6l u-ba nem
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vezet irdnyitott 1ut. Mutassuk meg, hogy ez a feltétel elégséges is, vagyis tetszbleges két
ilyen ponthoz van olyan emeletekre bontéds, melyben egy részhalmazba tartoznak.

9.2.6. * A 9.2. szakasz végén latott algoritmus a lehets legtobb (ugyanis v darab) részhal-
mazra bontotta V-t. Mi lehet az emeletekre bonthaté irdnyitott grafokndl a részhalmazok
szaméinak minimuma?

9.2.7. Legyen egy n-elemii halmaz 2™ darab részhalmaza egy G,, irdnyitott graf ponthalmaza
és az X,Y részhalmazdnak megfelel§ z,y pontok kozott akkor és csak akkor vezessen él,
ha X CY és |X|+ 1= |Y|. Mutassuk meg, hogy G,-ben nincs irdnyitott kor, majd adjuk
meg mind maximdlis szdmud, mind minimdlis szdmt emeletekre val6 bontasat.

9.2.8. Tekintsiink el az el6z6 feladatban szereplsé G,, grafban az élek irdnyitasatol.

(a) Hatarozzuk meg a keletkez§ iranyitatlan graf éleinek szamat!
(b) Mutassuk meg, hogy a graf paros!
(c) Bizonyitsuk be, hogy van benne teljes parositas!
9.2.9. * Prébéalja meg definidlni egy sikbarajzolhaté irdnyitott graf dudlisdnak irdnyitasat.

Lehetne-e a graf is, dudlisa is olyan, hogy egyik sem tartalmaz iranyitott kort?

Pert—moaddszer

9.3.1. Hatdrozzuk meg a 9.2. dbran lathaté grafok altal szemléltetett tevékenységekhez sziik-
séges idot!
9.3.2. Hatdrozzuk meg x fiiggvényében a 9.3. dbran lathat6 grafok altal szemléltetett tevé-

kenységhez sziikséges id6t. (z > 0)

9.3. Abra

9.3.3. Hatarozzuk meg (a és b fiiggvényében) a 9.4. dbran lathaté graf altal szemléltetett
tevékenységhez szitkséges id6t. (a,b > 0)
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9.4. Abra

9.3.4. (folyt.) Mely részfeladatok kritikusak?
9.3.5. * Ismételjiik meg az el6z6 két példat, ha (B, D) értékét 1-r6l 3-ra véltoztatjuk.

9.3.6. Emeletekre bonthaté-e a 9.5. dbran lathaté irdnyitott graf?

Grafok szinezése

10.1.1. Legyen V(G) = {v1,...,v106}- v; és v; kdzdtt akkor és csak akkor van él, ha |[i—j| < 7.

Mennyi G kromatikus szdma, x(G)?

10.1.2. Legyenek G cstcsai az Osszes természetes szamok és legyen az n és m cstcs éllel

osszekdtve pontosan akkor, ha n + m pératlan. Hatarozza meg x(G)-t!
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9.5. Abra

10.1.3. Igaz-e, hogy ha egy G graf x(G) kromatikus szdméara és w(G) klikkszdmara teljestil,
hogy x(G) > w(G), akkor behiizhat6k G-be 1j élek 1gy, hogy a keletkezs G’ grafra x(G) =
x(G") = w(G') teljesiiljon?

10.1.4. Bizonyitsuk be, hogy minden n ponta grafra x(G) < 1+ n — a(G), ahol a(G) a G
graf maximadlis elemszami fiiggetlen ponthalmazat jeloli!

10.1.5. Bizonyitsuk be, hogy minden grafban o(G)x(G) > |V(G)| !

10.1.6. Hagyjuk el egy 2n pontii teljes grafbdl egy Hamilton—korének éleit! Mennyi a keletkezé
graf kromatikus szdma? Es ha egy 2n + 1 ponta grafbél indulunk ki?

10.1.7. Bizonyitsuk be, hogy minden n ponta G grifra x(G) > n/a(G) !

10.1.8. Bizonyitsuk be, hogy minden n pontd grafra x(G)x(G) > n !

10.1.9. Legyen a G graf pontjainak fokszamsorozata d; > ds > --- > d,. Bizonyitsuk be,
hogy x(G) < 1+ max;{min{d;,i —1}} !

10.1.10. Tegyiik fel, hogy G minden éle legfeljebb egy koérben van benne. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor x(G) < 3!

10.1.11. Adott a sikon egyenesek egy halmaza, amelyek koziil semelyik 3 nem megy it egy
ponton. Legyenek a G graf pontjai az egyenesek metszéspontjai, két ilyen pont akkor
szomszédos, ha egy egyenesen szomszédos metszéspontok. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 3!

10.1.12. Egy Gy = (V,Ey) és Go = (V, E,) graf unidja a Gy U Gy = (V, Ey U E,) graf.
Bizonyitsuk be, hogy x(G1 U G2) < x(G1)x(G2) !

10.1.13. Bizonyitsuk be, hogy minden grifnak sorba rendezheték dgy a pontjai, hogy ha



206 Feladatok

ebben a sorrendben szinezziik a grafot mohé algoritmussal, akkor x(G) szint hasznilunk!

Perfekt grafok

10.2.1. Adjunk olyan nem perfekt grifot, amelyre x(G) = w(G) !

10.2.2. Lassuk be, hogy egy paratlan kér komplementere nem perfekt!

10.2.3. Egy grafot 8sszehasonlitasi grafnak neveziink, ha élei tranzitivan irdnyithatéak,
azaz ha (z,y) € E és (y,z) € E, akkor (z,2) € E is teljesiiljon. Bizonyitsuk be, hogy az
Osszehasonlitési grafok perfektek!

10.2.4. Egy G graf L(G) élgrafjanak pontjai legyenek a G graf élei. L(G)-ben két pont akkor
és csak akkor van osszekotve, ha a nekik megfelel§ éleknek G-ben van kézos végpontjuk.
Bizonyitsuk be, hogy minden G péaros graf L(G) élgrafja perfekt!

10.2.5. Legyen (G; és G, perfekt és tegyiik fel, hogy G1 N G2 egy teljes graf. Lassuk be, hogy
G1 U G5 perfekt graf!

Sikbarajzolhaté grafok kromatikus szama

10.3.1. Legyen G egy sikbarajzolhaté graf. Milyen értékeket vehet fel a kromatikus szama,
x(G)? (Példdkat is mutasson a lehetséges értékekhez!)

10.3.2. Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzolhaté graf tartoményai pontosan akkor szinezhe-
t6k 2 szinnel, ha minden pont foka péaros!

10.3.3. Bizonyitsuk be (a 4-szin tétel nélkiil), hogy ha egy sikbarajzolhaté grafban van
Hamilton—kor, akkor tartoményai 4—szinnel szinezhetk!

10.3.4. Adjunk olyan polinomidlis algoritmust, ami egy sikbarajzolhaté graf pontjait gy

rendezi sorba, hogy ebben a sorrendben a mohé szinezés legfeljebb 6 szint hasznal!

Elkromatikus szam

10.4.1. Mennyi x¢(Ka2pn) és Xe(Kan+1)?
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10.4.2. Mennyi az élkromatikus szdma egy r-reguldris paros grafnak?

10.4.3. Bizonyitsuk be, hogy ha G péaros graf, akkor x.(G) = A(G) !

10.4.4. Mennyi a Petersen—graf (1d. 2.3. dbra) élkromatikus szama?

10.4.5. Bizonyitsuk be, hogy ha G reguldris, de nem 2-szeresen Osszefiiggs, akkor

Xe(G) > A(G) !

NP-beli problémak

11.1.1. Adjunk polinom rendii algoritmust annak eldéntésére, hogy a(G) > 3 teljesiil-e.

11.1.2. Mutassuk meg, hogy a 11.1. Tabldzat 2. megjegyzésében szerepls feladat NP-
teljes.

11.1.3. Léssuk be, hogy a 11.1. Tdbldzat 3. megjegyzésében szerepls feladat NP-beli és
hogy nem lehet nehezebb, mint a 2. megjegyzésben szerepld.

11.1.4. Vezessiik vissza a Hamilton—koér 1étezésére vonatkozé problémét az adott két pont
kozotti Hamilton—ut 1étezésére vonatkozé problémdra (irdnyitatlan grafok korében)!

11.1.5. Vezessiik vissza az adott két pont koz6tti Hamilton—it 1étezésére vonatkozé problémét
a Hamilton—kor létezésére vonatkozé problémdra (irdnyitatlan grafok korében)!

11.1.6. Vezessiik vissza az irdnyitatlan grifok Hamilton—korének létezésére vonatkozé prob-
lémét az irdnyitott grafok irdnyitott Hamilton—korének létezésére vonatkozé problémaéra.

11.1.7. * Vezessiik vissza az irdnyitott esetet is az irdnyitatlanra!

11.1.8. Tegyiik fel, hogy van egy E eljardsunk, mely egy tetsz6leges G grafra megmondja,
hogy van-e G-nek Hamilton-kore. Vezessiik vissza E-re azt a feladatot, hogy G valamelyik
Hamilton-korét meg is kell taldlni.

11.1.9. Legyen k > 3. Mutassuk meg, hogy ha lenne olyan polinom rendi algoritmus, mely
eldontené egy grafrél, hogy k szinnel szinezhets-e, akkor olyan algoritmus is lenne, amely
a 3 szinnel szinezhet&séget dontené el.

11.1.10. Legyen S egy olyan szubrutin, mely tetsz&leges n ponti grafré6l megmondja, hogy
van-e benne n/2 db fiiggetlen pont. Készitsiink olyan algoritmust, amely S polinom-szamu
hivisaval taldl egy ilyen fiiggetlen ponthalmazt, ha egyaltaldn létezik!

11.1.11. Tegyiik fel, hogy van egy olyan P programunk, mely egy n szégponti G irdnyitatlan
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grafrél n idGegység alatt megmondja, hogy kiszinezhet&-e 3 szinnel. Tervezzen olyan P-t
hasznal6 algoritmust, mely polinom id6ben megtaldlja G egy 3-szinezését (ha van ilyen
egyaltalan)!

11.1.12. Egy G iranyitatlan grafot 2-lebonthaténak neveziink, ha ponthalmaza az tires hal-
mazzd redukdlhaté az aldbbi 1épés ismételt végrehajtiasaval: ,G-bdl egy tetszGleges leg-
feljebb masodfokd pont a csatlakozé élekkel egyiitt torslhets.”’” Mutassa meg, hogy a 2—
lebonthaté grafok polinom idében felismerhet&k. Javasoljon tovabba hatékony algoritmust
az ilyen grafok 3 szinnel val6 szinezésére!

11.1.13. ,Van-e egy grafban k-pontt teljes részgraf?” Mi ennek a problémdanak a bonyolult-
séga, ha k fix? Es ha k is része az inputnak?

11.1.14. Tegyiik fel, hogy van egy P eljarasunk, mely egy input grafra 1 kéltséggel megmondja
a grafban levé maximdlis klikk(ek) méretét. Tervezzen egy olyan, a P eljarast hasznalé
algoritmust, mely polinom idében taldl egy maximalis klikket az input grafban!

11.1.15. * Igazoljuk, hogy a ,hatirozza meg egy G grafban a maximadlis teljes részgraf mé-
retét” feladat (1d. 11.1.13. is) polinom id6ben megoldhatd, ha G egy intervallumgraf (Id.
5.2.3)!

Az alabbi probléméaknak hatarozzuk meg a bonyolultsagat!
11.1.16.
Input: G graf, amelyben nincs Hamilton—kor, és egy K egész szdm
Kérdés: Kaphaté-e G-bdl legfeljebb K él hozzavételével olyan graf, amelyben van Hamil-
ton—kor?
11.1.17.
Input: G graf és S C V(G)
Kérdés: Létezik-e olyan G-beli kor, ami S minden pontjin dtmegy?

11.1.18.

Input: G grafés S C V(G)
Kérdés: Létezik-e olyan G-beli kor, ami V(G) — S minden pontjin dtmegy?

11.1.19.

Input: G graf és S C V(G)
Kérdés: Létezik-e olyan G-beli kor, melynek minden pontja S-beli?
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11.1.20.
Input:
Kérdés:
11.1.21.
Input:
Kérdés:
11.1.22.
Input
Kérdés:
11.1.23.
Input:
Kérdés:
11.1.24.
Input:
Kérdés:
11.1.25.
Input:
Kérdés:
11.1.26.
Input:
Kérdés:
11.1.27.
Input:
Kérdés:
11.1.28.
Input:
Kérdés:
11.1.29.
Input:
Kérdés:

G graf és S C V(G)

Létezik-e olyan G-beli kér, amely minden S-beli pontot tartalmaz?

G graf és K pozitiv egész szam

Létezik-e olyan kor, amely minden ponttél legfeljebb K tavolsagra halad?

: G gréaf és u,v € V(G)

Van-e olyan Hamilton-kér G-ben, melyben u és v nem szomszédosak?

Osszefiiggs, n = bk pontta graf

Van-e G-ben pontosan k hosszi kor?

Osszefiiggs, n = bk pontt graf
Van-e G-ben legaldbb k hosszt kor?

G grif és e € E(G)

Van-e G-ben olyan kor, mely e-t tartalmazza?

G grif és e € E(G)

Van-e GG-ben olyan kor, mely e-t nem tartalmazza?

G graf és S C V(QG)

Van-e G-nek olyan feszit6fdja, melynek els6fokd pontjainak A halmazira A = S?

G graf és S C V(QG)

Van-e G-nek olyan feszitéfaja, melynek els6fokt pontjainak A halmazira A C S7?7

G graf és S C V(G)

Van-e G-nek olyan feszit6faja, melynek els6fokd pontjainak A halmazira A O S?
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11.1.30.
Input: G graf és K pozitiv egész szam
Kérdés: Van-e G-ben olyan feszit6fa, melyben a paros fokt pontok szdma legaldbb K7
11.1.31.
Input: G graf és K pozitiv egész szam
Kérdés: Van-e G-ben olyan feszit6fa, melyben a maximélis fokszdm legfeljebb K?
11.1.32.
Input: G graf és z,y € V(G)
Kérdés: KiszinezhetGek-e G pontjai harom szinnel j6l dgy, hogy x és y kiilonb6z8 szint
legyen?
11.1.33.
Input: G graf és z,y € V(G)
Kérdés: Kiszinezhetbek-e G pontjai harom szinnel j6l Ggy, hogy x és y azonos szinti legyen?
11.1.34.
Input: G graf és z,y,z € V(QG)
Kérdés: KiszinezhetSek-e G pontjai hdrom szinnel jél Ggy, hogy z,y és z kiilénb6z8 szint
legyen?
11.1.35.
Input: G irdnyitott graf és K pozitiv egész szam
Kérdés: Létezik-e G-nek K olyan pontja, amely szerepel (nem feltétleniil ugyanazon) ira-
nyitott kérben?
11.1.36.
Input: G graf és K pozitiv egész szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G atmérGje nagyobb K-nal? (Az atmérs a két legtdvolabbi pont
tdvolsdga, ahol a tdvolsig a legrévidebb 1t hossza.)
11.1.37.
Input: G graf
Kérdés: Igaz-e, hogy G barmely két pontjan at vezet kor? (Mdas parokra esetleg mas kor.)
11.1.38.
Input: G irdnyitott graf
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Kérdés: Igaz-e, hogy G barmely két pontjin at vezet irdnyitott kor?
11.1.39.
Input: n x n-es 0 — 1 elemekbdl 4116 A méatrix
Kérdés: Kivilaszthaté-e A-bél n db 1-es gy, hogy minden sor és minden oszlop pontosan
egyet tartalmazzon koziiliik?
11.1.40.
Input: G graf, melynek élei pq, pa, . . . valészintiséggel meghibdsodé telefonvonalak, x,y €
V(G) és 0 < P < 1 val6s szadm

Kérdés: Van-e olyan 1t x és y kozott, ami legfeljebb P val6szintiséggel hibasodik meg?

Nem polinom rendii algoritmus is lehet jé

11.2.1. Keressiink maximalis fiiggetlen ponthalmazt polinom id6ben olyan grafokban, me-
lyekben minden pont foka legfeljebb 2!

11.2.2. Jelvlje a az %-}- %4 = 1 egyenlet pozitiv megoldasit (o &~ 1.381). Adjunk konstansszor
a™ lépésszami algoritmust, mely n ponti grafban megtaldl egy maximalis fiiggetlen pont-
halmazt.

22

11.2.3. Mutassuk meg, hogy a ladapakoldsi—probléméra bemutatott ,sietds” algoritmus tény-

leg legfeljebb 100% hibéval dolgozik.

Szamelmeélet

12.1.1. Szamitsuk ki az euklideszi algoritmus segitségével 504 és 372 legnagyobb kozds oszté-
jat!

12.1.2. Ha b oszt6ja a-nak, mik a lehetséges értékei a d(a,a+ b), és a d(2a,a — b) legnagyobb
koz6s osztéknak?

12.1.3. Az aq,as,... szdmok relativ primek, ha nincs olyan egynél nagyobb szidm, mely mind-
egyiknek osztéja lenne. Mutasson harom olyan relativ primszamot, melyek koziil semelyik

kett6 nem relativ prim!
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12.1.4. Bizonyitsa be, hogy ha d(a,4) = d(b,4) = 2 akkor a + b oszthaté 4-gyel.

12.1.5. Legyen a és b paratlan. Mennyi d(a? + b2, 4)?

12.1.6. Van-e olyan a,b pér, hogy d(a,b) = 3 és a + b = 100? Es olyan, hogy d(a,b) = 5 és
a + b = 1007 Ahol igen, ott hanyféle?

12.1.7. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan 3 jegy( szdm, melynek osztéinak szdma oszt-
haté6 volna 11-gyel!

12.1.8. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok n-re teljesiil, hogy d(n + 1) > 2d(n).

12.1.9. Bizonyitsuk be, hogy minden a,b egészre d(ab) < d(a)d(b) és egyenl&ség pontosan
akkor teljesiil, ha a és b relativ primek!

12.1.10. Bizonyitsuk be, hogy minden a egészre d(a) < 2+/a !

12.1.11. Lehet-e, hogy 8 egymaést kévets primszam 6sszege is prim?

12.1.12. Két pozitiv egész szam Osszege prim, az egyik a mésik 30-szorosa. Mik lehetnek ezek?

12.1.13. Melyek azok a p primszamok, amelyekre p + 10 és p + 14 is primszam?

12.1.14. Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor n prim!

12.1.15. Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ + 1 prim, akkor n kettShatviny!

Maradékosztalyok

12.2.1. Legyen 2% = I. Ha t' kiszdmitdsahoz elég I szorzés, akkor a 12.2. szakaszban leirt
eljaras alkalmazédsa miért nem vezetett polinom rendd algoritmushoz a 12.1. szakaszban?
12.2.2. Az £ =2 (mod3) és az ¢ = 5 (mod 6) allitdsok koziil melyik kdvetkezik a mdsikb6l?
12.2.3. Dontsiik el, hogy megoldhatéak-e az aldbbi kongruencidk, és a megoldhatékat oldjuk
meg:
a) 3z =5 (mod7),
b) 14z = 8 (mod 21),
¢) 11z = 12 (mod 18),
d) 9z = 24 (mod 96),
e) az =5 (mod 35) ha a = 5,6 vagy 7,
f) ax =3 (mod21) ha a = 6,7 vagy 8,
g) ax =b (mod12) ha a = 4 vagy 5, b = 2 vagy 3.
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12.2.4. Néhany veréb ropkod egy fa koriil. Ha minden dgra 1 — 1 veréb iil, akkor n verébnek
nem jut hely, ha viszont n ag tires marad, akkor a tobbi d4gon n — n veréb iil. Hany &g és
hiny veréb van?

12.2.5. Bizonyitsuk be, hogy 39'* — 1 oszthaté 5-tel!

12.2.6. (b,c) =1 és b — c oszthat6 5-tel. Bizonyitsuk be, hogy (b+ ¢,2b+ 7c) = 1 teljestil!

12.2.7. Keressiik meg 7 azon pozitiv tobbszoroseit, melyek 13-mal osztva 11-et adnak mara-
dékul!

12.2.8. Ha 10839-et és 11863-at elosztjuk ugyanazzal a haromjegy(i szdmmal, akkor ugyanazt
a maradékot kapjuk. Melyik ez a maradék?

12.2.9. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges primre (a + b)P? = a? + bP (modp) !

12.2.10. Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges primre (2;’) = 2 (modp) !

12.2.11. Mi lehet a, ha a'993 =5 (mod 21)?

12.2.12. Milyen maradékot ad 13-mal osztva 426007

12.2.13. Milyen maradékot ad 99-cel osztva 19966597

12.2.14. Milyen maradékot ad 103-mal osztva 2025206”7?

12.2.15. Milyen maradékot ad 10-zel osztva 76543 ?

12.2.16. Mennyi z?

a) 51997 = z (mod 17),
b) 49%° = z (mod 15),
c) 10882 = z (mod 19),
d) z'1999 =5 (mod 13).

12.2.17. Bizonyitsuk be, hogy ha az n egész szdm nem oszthaté 17-tel, akkor n® — 1 vagy
n® 4+ 1 oszthat6 17-tel!

12.2.18. Bizonyitsuk be, hogy n!! 4+ 10n oszthat6 11-gyel, ha n tetszSleges egész szam!

12.2.19. Bizonyitsuk be, hogy n” — n oszthaté 42-vel, ha n tetszéleges egész szam!

12.2.20. Milyen maradékot ad 37-tel osztva az a szdm aminek 10-es szamrendszerbeli alakja
37 db egyesbdl all?

12.2.21. Legyen p prim, n pozitiv egész, hogy p|(10n — 1). Bizonyitsuk be, hogy 10P~2 =
n (modp) !
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12.2.22. * Bizonyitsuk be, hogy ha n tetsz6leges egész szam, p tetszbleges primszam, akkor

n?” — n oszthaté p-vel!

12.2.23. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges n = [[p;* esetén ¢(n) = n - [] (1 = p%_), ahol a

produktum-képzés az n szdm minden p; primosztdjara értendd.
12.2.24. (folyt.) Mutassuk meg, hogy ha a és b relativ primek, akkor p(ab) = ¢(a) - p(b).
12.2.25. Mutassuk meg, hogy ¢(p?) = p(p — 1).
12.2.26. Milyen n-ekre teljesiil 2¢(n) = n?

12.2.27. Milyen n-ekre teljesiil ¢(7n) = Te(n)?

Primtesztelés

12.3.1. Bizonyitsa be, hogy 561 Carmichael szam (segitségiil: primtényezss felbontasa 3 - 11 -
17)!

Titkosiras

13.1.1. A hajé adrbocainak szdmét, a kapitany életkordt és gyermekeinek szamét 6sszeszorozva
258-at kaptunk. Hany éves a kapitany?

sr_ 22

13.1.2. A péros szdmok is gytrtit alkotnak, ebben pl. 6 vagy 18 is ,primszdm”, mert nem
bonthaté kisebb paros szamok szorzatira. Példan mutassuk meg, hogy ebben a gytirtiben

nem teljesiil a szdmelmélet alaptétele.
13.1.3. Bizonyitsuk be, hogy ha ab = k™ (a,b,k és n természetes szamok) és d(a,b) = 1,
akkor a és b is természetes szamok n-edik hatvanyai!

13.1.4. Hogyan lehet két természetes szam kanonikus alakjanak ismeretében legnagyobb koz6s

osztéjuk, ill. legkisebb kézos tobbszorosiik kanonikus alakjat elgallitani?

13.1.5. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges két a,b szam d(a,b) legnagyobb kozds osztéjara és
m(a,b) legkisebb k6z6s tobbszorosére d(a,b) - m(a,b) = a - b.
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Kodolas és dekddolas

13.2.1. Aliz és Béla telefonon keresztiil sakkoznak. Ha a jatszma fiigg6ben marad és mond-
juk Aliz kovetkezik, az utols6 lépést ,boritékolnia” kell. (Ha nem tennék, akkor valame-
lyikiiknek egy extra nap gondolkod4si ideje lenne.) Hogyan lehet ,boritékolni” telefonon
keresztiil? (Egyrészt Béla nem tudhatja masnapig, hogy mi a 1épés. Masrészt Aliz koz-
ben rajohetne, hogy mast kellett volna lépnie, ezért Béla masnap egy Alizt6l kapott djabb
informéciéval mar ki tudja nyitni” a boritékot.) (Segitség: Tetsz6leges négyjegyti szam
folytathaté alkalmas 196 tovabbi jeggyel 1igy, hogy egy 200 jegy(i primhez jussunk.)

13.2.2. A titkosirdssal kommunikilé szerepl6k egyetlen kozos primet védlasztanak. Mindenki
egy—egy p — l-hez relativ prim e; szamot vilaszt és az e;x = 1 (modp — 1) kongruencia
egyetlen megoldasat d;-vel jeloli. (Most persze az i-edik résztvevs d;-t és e;-t is titokban
tartja.) Az y = C;(z) kédoléfiiggvény legyen y = z% (modp) és a z = D;(y) dekédoléfiigg-
vény most legyen z = y% (modp)

a) Mutassuk meg, hogy most is teljesiil minden i-re D;(C;(x)) = x (modp) !
b) Mutassuk meg, hogy most minden i, j parra C;(C;(z)) = C;(C;(z)) (mod p) is teljesiil.

13.2.3. Fehérkém 5 titkos informéciéval rendelkezik, amelyek koziil az egyiket szivesen eladné
Feketekémnek. Az informaciékat Fehérkém egy—egy boritékban tartja, mindre fel van irva
mir6l sz6l. Feketekém az egyik boritékot szivesen megvenné, de fél, hogy mésnap Fehérkém
mér 6 boritékot drulna, az utolsét azzal a felirattal, hogy ,,Mi érdekli Feketekémet?”. Ajanl-
junk nekik olyan eljarast, mellyel Feketekém hozzijut pontosan egy boriték tartalméhoz,

de Fehérkém nem tudja, melyikhez!

Bizonyitas informaciékszlés nélkiil

13.4.1. Tegyiik fel, hogy heti 5 nap, napi 8 éraban ttpercenként kiszolgalnak tigyfeleket a 13.4.
szakaszban leirt képzeletbeli ,bankokban” és tegyiik fel, hogy a vilagon 10% ilyen bankfick
mitkodik. Mennyi id§ alatt végeznek 290 {igyféllel (tehat mennyi id§ alatt varhaté, hogy
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valaki jogosulatlanul jut pénzhez)?

Csoportok

14.1.1. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szdmhoz taldlhaté n elemi csoport és

hogy végtelen sok n-re teljesiil, hogy az n elemi csoportok izomorfak!

14.1.2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G csoportban minden elem rendje 2, akkor G kommutativ

csoport!

14.1.3. Legyen G kommutativ csoport és az a,b € G elemek rendje legyen o(a) = n, o(b) = k.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor o(ab) osztja n és k legkisebb k6zos t&bbszorosét!

14.1.4. Bizonyitsuk be, hogy minden k pozitiv egész szdmhoz létezik olyan véges csoport,

melynek pontosan k db valédi részcsoportja van!
14.1.5. Bizonyitsuk be, hogy ciklikus csoport minden részcsoportja norméloszté!
14.1.6. Hany normélis részcsoportja (norméloszt6ja) van a 15 rendd ciklikus csoportnak?

14.1.7. Legyen G egy legalabb kételemii véges csoport. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van olyan

eleme, melynek rendje primszam!

14.1.8. Bizonyitsuk be, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha részcsoportjainak

szdma véges!

14.1.9. Egy csoport rendje 81 és van olyan eleme, melynek 27. hatvanya nem az egységelem.

Bizonyitsuk be, hogy a csoport kommutativ!

14.1.10. Tekintsiink egy paratlan rendi Abel-csoportot, melyben a miiveletet tsszeaddsnak

nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy az 6sszes elem 6sszege 0 !

14.1.11. Jelslje (G, *) és (G2, *) a (G, ) csoport két kiilsnbsz6 részcsoportjat. (* a miivelet.)
Igaz-e, hogy (G1 U Gy, *) is részcsoport?

14.1.12. Egy leképezés egy csoport minden eleméhez az illet§ elem inverzét rendeli. Bizonyit-

suk be, hogy ez a leképezés akkor és csak akkor homomorfizmus, ha a csoport kommutativ!
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Gyirik, testek, halék

15.1.13. Egy x # 0 gytirtielem baloldali nulloszté, ha van olyan y # 0, melyre xy = 0. Legyen
x1 és x2 baloldali nulloszté. Bizonyitsuk be, hogy xiz5 is baloldali nulloszté, de z1 + xo
nem feltétleniil az!

15.1.14. Bizonyitsuk be, hogy kommutativ testben minden elemnek legfeljebb két kiilonb6z6
négyzetgyoke lehet! Igaz-e ez nem kommutativ testben?

15.1.15. Melyik az a legkisebb természetes szam, melynek osztéhdléja izomorf a 8-elemii
Boole-algebraval?

15.1.16. Milyen hiléra igaz, hogy tetsz&leges nemiires részhalmazait tekintve ismét halét ka-
punk?

15.1.17. Boole-algebrat alkotnak-e a halmazalgebra szokisos miiveleteire nézve a természetes
szamok halmazénak azon H részhalmazai, melyekre igaz, hogy H vagy a komplementere
véges?

15.1.18. Legyen B az E halmaz 6sszes részhalmazinak Boole-algebraja. Adja meg az Gsszes

olyan a € B elemet, melyekre minden b € B esetén igaz, hogy ha a A b # 0 akkor a < b !
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Minta zarthelyik

1. Zarthelyi

1. Egy budapesti, egy vidéki és egy kiilfoldi bardtunknak szeretnénk két—két képeslapot
kiildeni gy, hogy egyikiik se kapjon két egyforma lapot. Hanyféleképp tehetjiik ezt
meg, ha a boltban, ahol vasarolunk, 6sszesen 6tféle képeslap kaphat6?

2. Hényféleképp juthatunk el a 3-dimenziés koordindtarendszer (0,0,0) pontjabdl a
(k,l, m) pontjaba (k,l,m > 0), ha minden lépésben valamely tengellyel pirhuzamosan
lépiink egy egységnyit pozitiv irdnyban?

3. Az n hosszisagu 0 — 1 sorozatoknak feleltessiink meg grafpontokat, melyek koziil kett&
pontosan akkor legyen egy éllel 6sszekotve, ha a két sorozat pontosan egy koordinats-
jaban tér el egymdstol. Az igy kapott grafbdl legalabb hany élt kell elhagyjunk, hogy
kérmentessé viljon?

4. Legalabb hany élt kell hozzdadni a Petersen-grafhoz, hogy a keletkez6 grafban legyen
Euler-kor?

5. A G egyszerii irdnyitatlan grafnak 6 pontja és 12 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor
van G-ben Hamilton-kor! Igaz-e ez akkor is, ha csak 11 éle van?

6. A G grafban barmely két pont kdzott vezet legfeljebb két élbdl 4ll6 ut. Milyen hosszi
lehet a graf legrévidebb kore? Adjunk pontos felsG korlatot!

7. Egy F fa Priifer-kédja csupa kiilonb6z8 szambdél all. Hogy jellemezhetjiik F-et?

8. Igaz-e a kovetkezd 4llitas?

Ha egy G graf x(G) kromatikus szdmdira és w(G) klikk—szdmadra teljesiil, hogy x(G) >
w(G), akkor behtuzhaték G-be 1j élek ugy, hogy a keletkezé G’ grafra x(G) = x(G') =
w(G') teljesiiljon?

219
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2. Zarthelyi

1. Hany olyan hétjegy telefonszam készithetd, melyekben barmely két szomszédos szam-
jegy szorzata primszam? (Figyelem! A 0 és az 1 nem primszdmok!)

2. Egy G graf kiilonb6z§ feszit6fainak szdma 3. Hany éle van G-nek?

3. Egy G = (A, B) péros grafban létezik olyan X C A ponthalmaz, amelyre |N(X)| >
| X | — 2. Mutassuk meg, hogy G biztosan nem tartalmaz Hamilton-utat!

4. Egy konvex test lapjai szabdalyos 6tszégek és szabdlyos hatszogek. A testnek 60 csticsa
van és minden csiics két hatszoglap és egy Otszoglap taldlkozdsinal helyezkedik el.
(Gondoljunk a futball labdédra!) Hany lapja van ennek a testnek és ezek koziil hany
0tszog és hany hatszog?

5. Egy 2n szogpontu teljes grafbél elhagytuk egy Hamilton-kor éleit. Mennyi az igy
kapott graf kromatikus szdma?

6. Mi a bonyolultsiga a kovetkez& probléménak?

Bemenet: egy G graf és egy k természetes szdm

Kérdés: Igaz-e, hogy G dtmérGje nagyobb k-nal?

(Egy G graf atméréje két legtavolabbi pontjanak tavolsaga, ahol a tavolsiag a két pont
kozotti legrovidebb ut hosszat jelenti.)

7. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan hiromjegy{i szdm, melynek osztéinak szdma
oszthaté volna 11-gyel!

8. Bizonyitsuk be, hogy ciklikus csoport minden részcsoportja normaloszto!

3. Zarthelyi

1. Bizonyitsa be, hogy minden n > 1 egészre

()= ()

2. Igaz-e, hogy az dbran lathaté graf paros graf?
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3. Bizonyitsa be, hogy minden 4-nél t6bb pontot tartalmazé egyszerii grafban vagy a
komplementerében van kor!

4. Mekkora a maximélis folyam értéke az dbran lathaté hél6zatban s-bél t-be?

4. feladatabrdja 5. feladat dbrdja

5. Hény kiil6nb6z6 minim4lis stlyt feszit6fa van az dbran lathaté grafban?

6. Adott egy egyszerii Osszefiiggs graf, amelynek minden éle kékre vagy pirosra van szi-
nezve. Adjunk olyan eljarast, amely megtaldl egy olyan feszit&fat, amely legaldbb 2
kék élet tartalmaz vagy megmutatja, hogy nincs ilyen fa.

7. Megoldhaté-e a 17z = 11 (mod 19) kongruencia? Ha igen, akkor oldja meg!

8. Legyen G egy csoport, N norméloszté (V< G), H pedig részcsoport G-ben (H < G).
Bizonyitsa be, hogy N H részcsoport G-ben (NH < G)!

4. Zarthelyi

1. Egy fogadéiroda gytijtéladajaba 10 kitoltott lottészelvény van bedobva (90 szambdl 5
be van jelslve). Hanyféle lehet a kitsltésiiket figyelembe véve ez a 10 szelvénybdl allé
halmaz? (Két szelvény egyforma, ha ugyanazok a szdmok vannak rajtuk bejelslve.)

2. Legyen T a Petersen—graf (1d. az abran) egy feszitéfaja és jelolje I(T) ennek a leg-

hosszabb utjanak hosszéat. (Egy ut hossza a benne szerepls élek szdma.) Adjunk olyan
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feszit6fat, amelyre [(T') = 4 és olyat is amelyre [(T") = 9!

3. Legyen e a G graf egy olyan éle, melyet elhagyva G egy k és egy [ pontti komponensre
esik szét. Bizonyitsa be, hogy ha G-nek van az e élet tartalmazé teljes parositisa,
akkor kl paratlan szim!

4. Adott két halézati folyam, melyekben a minimdlis vagas értéke c; illetve cy. Mekkora
lesz a maximaélis folyam értéke abban a hél6zati folyamban, amit a két folyam soros,

illetve parhuzamos egymashoz kapcsoldsaval kapunk?

—————
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5. Egy irdnyitott graf ponthalmaza V. Bizonyitsa be, hogy
) Jdii(v) — dpe(v)]

paros szam! (Itt dy;(v), ill. dpe(v) a v-b6l kimend, ill. v-be bemend élek szamét jeloli.)

6. Mi a bonyolultsdga a kovetkezd probléméanak: Adott egy G graf és egy [ természe-
tes szdm. Van-e G-ben két teljes l-es részgraf (K;), amelyeknek pontosan egy kozos
pontjuk van?

7. Mi 2003%% utolsé két szamjegye?

8. Bizonyitsa be, hogy ha a G csoportban minden egységelemtdl] kiilonboz6 elem rendje

ugyanaz, akkor ez a rend primszam!



Megoldasok a minta zarthelyikhez

1. Zarthelyi

1. Budapesti bardtunknak az 6tféle képeslapbdl (g)—féleképp valaszthatunk két kiil6n-
boz6t. Ugyanez all vidéki és kiilfsldi ismerdsiinkre is és barmit is valasztunk egyik
baratunknak, a masiknak akkor is (g) -féleképp vélaszthatunk. Igy az sszes lehet&sé-
gek szdma (3)3

2. A feltételekbdl vildgos, hogy k 1épést kell tenniink az z tengellyel parhuzamosan, I-
et y-nal és m-et z-vel. Elég teh4t mindig feljegyezni, hogy pl. a 13-ik 1épésben az
x tengellyel parhuzamosan léptiink. Lathat6 tehat, hogy annyiféleképp juthatunk el
(k,l,m)-be, ahany kiilonb6z6 sorozat létezik k db z-bél, I db y-bél és m db z-bsl
Ezek pedig éppen k + [ + m elem ismétléses permutéciéi, melyeknek szdma

(k+1+m)! (k-l—l-i—m) (l-}-m)
E!-1!'-m! k l '

3. A gréifnak nyilvin v = 2™ pontja van. Minden pontnak pontosan n szomszédja van
(egy-egy koordinéatit 0-r6l 1-re vagy 1-r6l O-ra valtoztatva kapunk egy szomszédot).
Mivel az élek szdma a fokszamok Osszegének fele, a grafnak e = % = n2""! éle van.
Egy v pontd kérmentes grafban legfeljebb v — 1 él lehet, ezért legaldbb e —v 4+ 1 =
(n —2)2"~! + 1 élet kell elhagyni.

4. Egy grafban akkor és csak akkor van Euler-kor, ha minden pont foka paros. A Petersen
graftban mind a 10 pont foka 3, vagyis paratlan. Egy él hozzdadasaval pontosan két
pont foka né eggyel. Ha tehit mindig két paratlan fokd pontot kotiink ssze egy 1j
éllel, akkor éppen 5 élet kell behiiznunk. Kevesebb nyilvian nem lehet elég.

5. A 6 ponti teljes grafnak 15 éle van, igy G-ben éppen 3 él nincs behtizva. Beldtjuk,

223
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hogy G-re teljesiil az Ore—feltétel. Legyen u és v két nem szomszédos pont G-ben. Az
(u,v) élen kiviil még két él hidnyzik, igy d(u) + d(v) > 4+ 4 — 2 = 6 > n. Tehat Ore
tétele szerint 1étezik Hamilton-kor G-ben.

Van olyan 6 ponti graf, aminek 11 éle van és nincs benne Hamilton—kér. Ha a 6 ponti
teljes grafbdl elhagyunk 4 olyan élet, ami egy pontbdl vezet ki, akkor ennek a pontnak
a foka 1 lesz, igy a maradék grafban nyilvin nem lehet Hamilton-kor.

6. Ha a graf snmaga egy 5 hosszi kor, akkor erre teljesiil a feltétel és a legrévidebb kor
nyilvan 5 hosszi. Az viszont nem lehetséges, hogy a legrévidebb kor hossza 6 legyen.
Legyenek a legrovidebb kor pontjai sorrendben vy,...,vg. Ha van él a kér két nem
szomszédos pontja kozott (pl. {v1,v3}), akkor volna k-ndl rovidebb kor is a grafban
(pl. (v1,v3,v4,...,vg)). Mésrészt a feltétel szerint van egy legfeljebb 2 hosszi Ut vy és
v4 k6z06tt, azaz van olyan u pont (az el6bbiek szerint a kér pontjaitél kiilénb6z6 pont),
hogy {v1,u} és {u,v4} is éle a grafnak. Ekkor viszont feltevésiinknek ellentmondva van
egy k — 1 hosszu kor is a grafban: (vq,u,v4, vs, ..., V).

7. F csak egy 1t lehet. Nyilvan 6sszefiiggé és ha lenne > 3 fokid pontja, akkor annak a
sorszama legalabb 2-szer szerepelne a Priifer—kédban.

8. Igaz. Legyen Vi, Vs, ...,V (@) az els6, mésodik, ..., x(G)-edik szinnel szinezett pon-
tok halmaza G-nek egy x(G) szinnel valé szinezésénél. Huzzuk be az 8sszes olyan
élet, ami egy V; és egy Vj-beli pontot kit dssze ha i # j. Az igy kapott G'-nek az
eredeti szinezés tovabbra is j6 szinezése, tehat x(G’') = x(G). Mésrészt, ha minden V;
halmazbdl véilasztunk egy pontot, akkor ezek G’-ben egy teljes részgrafot alkotnak,
vagyis w(G') = x(G).

2. Zarthelyi

1. A két szomszédos jegy szorzata csak akkor lesz prim, ha az egyik 1, a mésik 2,3,5
vagy 7. A feltétel csak akkor fog tehat teljesiilni, ha vagy az els§, harmadik, 6todik
és hetedik helyek mindegyikén 1 &ll és a tobbi helyen egy primszam, vagy a mésodik,
negyedik és hatodik helyen 41l 1 és a tobbi helyen prim. Az els§ eset 43-féleképp 4llhat

el§, a méasodik 4*-féleképp, hiszen hirom, ill. négy hely mindegyikére vilaszthatunk a
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2,3, 5, 7 szamok koziil, egyméstdl fiiggetleniil. Az dssze lehet&ségek szama tehat 43444,
. G nyilvan 6sszefiiggd és nem egy fa, hiszen ekkor feszit6fdinak szama 0 vagy 1 lenne.
Vialasszuk ki G egy tetszbleges F' feszit&fajat és vegyiik hozzd G-nek egy olyan e élét,
ami nem szerepel ebben a faban. Az igy kapott graf pontosan 1 db kért fog tartalmazni,
ami egyébként tartalmazza e-t is. Ha ez a kor legaldbb 4 hosszi, akkor a kor barmely
élét elhagyva egy-egy kiilonboz6 feszitéfat kapunk. Vagyis ez a kor csak 3 hosszi lehet,
ekkor F-en kiviil még két mésik feszit6fa van, mindkett§ tartalmazza e-t. Ha volna
masik f él E(G) — E(F) — e-ben, akkor F-hez f-et hozzavéve és a keletkezett kor
egyik élét olyan feszit6fat kapnank, ami tartalmazza f-et de nem tartalmazza e-t. Ez
kiilonbdzne az el6bbi 3 feszit6fatsl. Tehat nem lehet ilyen él, vagyis G-nek eggyel tobb
éle van mint a feszit6fanak, vagyis az n pontd G grafnak n-éle van.

. Tegyiik fel, hogy van G-ben Hamilton-tut. Vegyiik a Hamilton-it els6, harmadik, 6t6-

Al+|B A|+|B|-1 1os
k,| |;| | | |+|2| van bel6liik

dik, stb. élét. Ezek definici6 szerint fiiggetlen éle vagy
és mindegyik lefed egy A-beli pontot. Igy vagy minden A-beli, vagy egy kivételé-
vel minden A-beli pontot lefedd parositdst kaptunk. Ilyen azonban nem létezhet, ha
IN(X)| > |X| — 2, hiszen egy kivételével minden X-belinek lenne kiilénbdzg szom-
szédja.

. Az élek szama a fokszamok Osszegének a fele. Ebben a grafban minden pont foka 3,
igy e = 37" = 90. Euler formuldja szerint n — e+t = 2, ezért t = 92 — 60 = 32. Ha
k-val jeloljiik az 6tszoglapok szaméat, akkor 5k + 6(t — k) = 2e, hiszen minden él két
lap hatdran van rajta. Ebbé6l 5k + 6 - 32 — 6k = 2 - 90, tehdt £k =6-32 —2-90 = 12.
Tehat 12 6tszog és 20 hatszog van a 32 lap kozott.

. Jeloljiik a csticsokat a Hamilton-koér szerint sorban wq,wvs,...,vs,-nel. Nyilvianvald,
hogy vy, v3,Vs,...,Van—1 €gy n pontu teljes részgrifja a grafnak. Ezért x(G) > n.
Miésrészt ha vy;_1-et és vy;-t egyardnt az i-edik szinnel szinezziik (i = 1,...,n), akkor
a grafot n szinnel jél kiszineztiik, hiszen ezek a péarok nem élei a grafnak. Tehdt
x(G) <n ésigy x(G) =n.

. A feladat P-beli. A BFS algoritmus segitségével cn? idé§ alatt meg tudjuk hatarozni

egy kivalasztott pont tavolsdgit a tobbi ponttél. Ha ezt minden pontra megtessziik,

akkor cn® id§ alatt rendelkezésre 4ll barmely két pont tavolsiga. Ezek koziil log ('2‘)
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id6 alatt ki tudjuk valasztani a legnagyobbat és eldonteni, hogy ez nagyobb-e k-nal.
7. Ha n = p{"*.--pp*, akkor az oszték szima Hi;l(ai + 1). Mivel a 11 prim, ezért
valamelyik (o; + 1)-nek oszthaténak kell lennie 11-gyel, vagyis a; > 10. Viszont ekkor

210 = 1024, vagyis n nem lehet haromjegyfi.

nyilvanvalé, hogy n >
8. A ciklikus csoport kommutativ, igy minden N részcsoportra és g elemre teljesiil Ng =

gN, azaz N norméloszté.

3. Zarthelyi

1. Szamoljuk 6ssze hényféleképpen lehet 2n kiilonb6z6 targybdl n darabot kivdlasztani.
Tudjuk, hogy ezt (2nn) moédon lehet megtenni. Most tegyiik fel, hogy pontosan n targy

pirosra van festve. Csoportositsuk az eseteket aszerint, hogy hany pirosat véilasztot-

(G

esetben vilasztottunk pontosan k pirosat. Ezt minden k-ra tsszegezve ugyanazt kell

tunk. Eppen

kapnunk, mint az els6 esetben.

2. Nem péros, mert van benne péaratlan hosszi kor.

3. Tegyiik fel, hogy sem G-ben sem G-ben nincs kér. Ekkor G-ben és G-ben is legfeljebb
n — 1 él lehet (n a graf pontjainak szdma). Tudjuk azonban, hogy |E(G)| + |E(G)| =
n(n — 1)/2. Viszont ez n > 4 esetén nagyobb mint 2n — 2, ami ellentmondés.

4. Az 4bran lathat6 egy 7 értéki folyam és egy 7 értékii vagds. A Ford—Fulkerson tétel
miatt tehdt a maximélis folyamérték 7.

5. Elgszor majdnem az 6sszes 2 silyut ki kell valasztani. A 2 silydak koéziil 4 kort alkot,
igy 4-féleképpen lehet ezek koziil 3-at vilasztani. Utdna egy lehet&ség van egy 3 silyud
kivélasztasara, 4-est nem valaszthatunk, végiil a két 5-6s koziil az egyik kell. Osszesen

8 minim4lis silyd fa van.
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6. Elossor nézi(ik) végig az éleket és szamoljuk 6ssze, hany kék él van. Ha 2-nél kevesebb
kék él van, akkor biztosan nincs ilyen feszitéfa. Ha viszont legaldbb 2 van, akkor a
kovetkez6 algoritmussal konstrudlhatunk meg egy ilyet. Valasszunk ki két tetszGleges
kék élet, majd a tovibbiakban egyesével vilasztunk tetszsleges éleket, amelyek nem
alkotnak kort az el6tte kivalasztottakkal, amig feszit6fat nem kapunk, azaz amig n —1
élet kivilasztottunk.

7. Mivel d(17,19) = 1, pontosan egy 19-nél kisebb megoldas van. 17z = (—2)z = (—8) =
11 (mod 19). Tehat a megoldés a 4. (Az 8sszes megoldas a 4 + 19k alakt szdmok.)

8. Legyen ni,ne € N és hy,hy € H. Azt kell belatnunk, hogy az inverz és a miivelet
nem vezet ki N H-bél, vagyis, hogy (nih1)™! € NH és nihinshs € NH. (njhy)™! =
hl_lnl_1 = hgns. Mivel N normaéloszté, hgny = nqshy € NH alkalmas ngy € N-el.
Ugyanezért ni(hinz)ha = ni(nshi)he = (nins)(hihy) € NH, hiszen N és H is

részcsoport.

4. Zarthelyi

1. (%) féleképp lehet kitolteni egy lottészelvényt. Ismétléses kombindciéval a megoldas
igy
10
= 7408902375770529820321416089993573121657717377068081953712090397273610.

<(95°) +10— 1> _

2. Az 4bran lathaték a keresett feszitofak.
3. Legyen Gy és G; az e él elhagydsaval keletkez§ két komponens. Legyen (z,y) = e

gy, hogy x pontja Gg-nek és y pontja G-nak. Ha van e-t tartalmazé teljes péarosités,
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akkor ez megad egyben egy teljes parositdst G — {z}-ben és G; — {y}-ban is. Ekkor
ezek pontszdma paros, igy k és | paratlan, amibgl kovetkezik, hogy kl is paratlan.

4. A soros kotés esetén a maximalis folyam értéke min(cy, cq). Ilyen értékii vagds nyilvan
van (ha c¢; a kisebb, akkor az els6 folyam egy minim4lis vdgasa), ha pedig volna kisebb
vagas, akkor ez az egyik folyamnak volna a minimélisndl kisebb vigédsa. A Ford—
Fulkerson tételbdl igy mar kovetkezik az allitds. A parhuzamos kotésnél a maximalis
folyamérték cq + co. Ilyen értékii vagas nyilvan van (a két minimélis vigas uni6ja), ha
pedig volna kisebb vigas, akkor ez legaldbb az egyik folyamban a minimé&lisnal kisebb
vagast adna. Ismét a Ford-Fulkerson tételbsl kivetkezik az allitas.

5. |dii(v) — dpe(v)| pontosan akkor paros, amikor |dy;(v) 4 dpe(v)|. Igy elég azt beltni,
hogy

D |dii (v) + die (V)]

veV

paros. Ez viszont nyilvan az (irdnyitott) élek szdménak kétszerese, ami paros.

6. A probléma trividlisan NP-beli, ha adott a két l-es ponthalmaz, akkor kénnyen el-
lenérizhetd, hogy kielégitik-e a feltételeket. Beldtjuk, hogy NP-teljes. Vezessiik vissza
rd a klikk problémdt. Ha kapunk egy G gréafot és egy [ szdmot, és el kell donteniink,
hogy van-e ebben a grafban teljes l-es, akkor konstrudljuk meg a G, grafot igy, hogy
G-nek a v csticsdhoz csatoljunk egy teljes l-es grafot tgy, hogy G-nek és a teljes [-
esnek egyetlen koz6s pontja legyen, a v. Minden v € V(G)-re nézziik meg, hogy van-e
G,-ben két Kj-es részgraf, amelyeknek egy kézos pontja van. Konnyen lathaté, hogy
akkor és csak akkor van G-ben teljes l-es, ha valamelyik v-re lesz ilyen G,-ben.

7. Tudjuk, hogy ¢(100) = 100 (1— 3) (1—¢) = 40. Az Euler-Fermat tétel alapjén,
mivel d(2003,100) = 1,

2003*° = 1 (mod 100),

2003*2 = 2003% = 3% = 9 (mod 100).
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Tehat az utolsé két jegy 09.
8. Tegyiik fel, hogy minden elem rendje n, és k valédi osztéja n-nek, kl = n. Ekkor o'

rendje legfeljebb k < n, hiszen (a')* = a™ =e.



