A szamitastudomany alapjai
1. ppZH javitékulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A Cayley egyetem kombinatorika-kertészet szakanak elso 3 félévében Gsszesen 18 targyat kell elvégezni,
minden félévben hatot. Az el6tanulményi rend szerint a Fak targyat a Feszitofak targynal el6bb kell
felvenni, mas megkotés nincs. Hanyféleképp lehet felvenni a targyakat az egyes félévekben, feltéve,
hogy minden felvett targyat mar az adott félévben sikeresen teljesitenek a hallgatok?

Ha tudjuk, hogy a ,Fak” ill. a ,Feszitofak” targyat melyik két félévben veszi fel egy hallgatd, akkor a
nyilvén az kordbbi félévben kell felvennie az elébbi, a késébbiben pedig az utébbi targyat. (1 pont)
E két félévet (;’) = 3-féleképp valaszthatjuk. (2 pont)
Ha mar tudjuk, hogy melyik két félévrol van szd, akkor a maradék 16 targyat kell a 3 félévre beosztani,
ugy hogy arra a félévre, amikorra a fenti targyak egyikét sem vette fel, 6 targy jusson, a ,Fak’-at
hallgatott félévre 5, a ,Feszit6fak™at tartalmazéra pedig szintén tovébbi 5 targy keriiljon. (3 pont)
A 6 targy felvételére (1Y) lehetdség van, a maradék térgyakbol az 5-6t (17)-féleképp lehet kivélasztani,
a megmarado 5 targy pedig a feszitofdkkal egyiitt szerepel. (3 pont)

A vélasztasaink fiiggetlenek, ezért a valasz 3 - (166) (150) =3 #6.!6! . 51,—05', =3 %. (1 pont)

2. Mutassuk meg, hogy barmely véges G grafnak legaldbb |V (G)| — |E(G)| komponense van.

Tegyiik fel, hogy a G grafnak k& komponense van, rendre ny,no, ..., n; csiccsal. (2 pont)
Mindegyik komponens tartalmaz egy-egy feszitofat, (2 pont)
és minden feszitofanak eggyel kevesebb éle van, mint az adott komponens mérete. (2 pont)
Ezek szerint G éleinek szaméra azt kapjuk, hogy |[E(G)| >n; —1+ns—1+...4+ng—1=ny +ng +
ety —k=1|V(GQ)| — k. (3 pont)
Innen a feladat allitasa kozvetleniil adddik. (1 pont)

Persze masképp is érvelhetiink.

Ha G-nek egy élét elhagyjuk, attol legfeljebb eggyel né a graf komponenseinek szama. (3 pont)
Ha G minden élét elhagyjuk, akkor a komponensek szdma az eredeti k-rél |V (G)|-re novekszik, hiszen
minden pont izoldlt lesz. (3 pont)
Ezek szerint k + |E(G)| > |V(G)|, (3 pont)
és ebbdl atrendezéssel a feladat &llitdsat kapjuk: k > |V(G) — |E(G)| . (1 pont)

3. A G gréfot tgy kapjuk, hogy az 1,2,... csicscimkékkel ellatott teljes grafban parhuzamos élekként
megkettézzik a (2,3,2,2,5,3,5,2) Priifer-kédu F feszitéfa éleit. Van-e G-nek Euler-korsétaja?

A G grafot ugy kapjuk, hogy egy teljes (igy 6f) grafba tovébbi éleket hiizunk be, igy G mindenféleképp

of lesz. (1 pont)
Az 6réan tanult tétel szerint tehdat G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha minden csicsanak
péros a fokszama. (3 pont)
Mivel a Priifer-kéd hossza 8, ezért G-nek 10 csicsa van. (1 pont)
A K grafban minden pont foka 9, ezért G-ben pontosan akkor lesz minden pont foka paros, ha F
minden csicséanak a foka paratlan. (2 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden cstics eggyel kevesebbszer szerepel, a fokszamanal, (1 pont)
marpedig a konkrét Priifer-kédban minden cstics ps sokszor szerepel (a 0 is ps szdm). (1 pont)
Tehat F-ben minden fok ptn, igy G-ben minden fok ps, vagyis van Euler-korséta G-ben. (1 pont)

Lehet persze favagassal is.




Az o6ran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F' fat a Priifer-kédjabdl. F-nek 10 pontja van,
hisz a kéd hossza 8. A téblazat fels6 sora a letorolt leveleket mutatja:

% 31 51 JI\;Q
1‘4‘6‘7‘8‘9‘3‘5‘2 9 8 g7 § 5 pont

2|3]2]2[5]3[5]2[10 ( )

Ha F' csicsaira még egy teljes grafot illesztiink, akkor az igy kapott graf 6f marad, ( )
és minden csucsanak a foka ps lesz, hisz F-ben is és Kjp-ben is minden csics foka pératlan. (1 pont)
( )

Az éran tanult tétel szerint tehat G-nek van Euler-korsétdja.

. Tegyiik fel, hogy a G egyszerti grafnak 20 csicsa van és GG 10-szeresen élosszefiiggé. Mutassuk meg,
hogy G-nek van Hamilton kore.

Ha G 10-él6f, akkor minden csicsanak legalabb 10 a foka, hiszen ellenkezd esetben a minimaélis foku
csuesbdl indulé legfeljebb 9 él elhagyasatol G szétesne. (4 pont)
A Dirac tétel szerint ha egy n csicst grafban minden pont foka legaldbb 7, akkor G-ben van Hamilton
kor. (4 pont)
Ez a tulajdonsag fennall a feladatbeli G grafra n = 20-ra, tehat a Dirac tétel szerint annak van
Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (2 pont)

. Adott egy G graf, az e él hosszat jelolje [(e). Minden él hosszat noveljiik meg 2-vel, azaz legyen
I'(e) = I(e) + 2 minden élre. Tegyiik fel, hogy u és v kozott P egy legrovidebb 1t az [’ élhosszokkal.
Igaz-e, hogy P biztosan egy legrévidebb ut u és v kozott az [ élhosszokra nézve is?

A valasz az, hogy altalaban nem igaz, hogy minden élhosszt egyforméan novelve barmely legrovidebb

uv 1t legrovidebb marad az 14 hosszokkal is. (1 pont)
Ennek igazolasira elegendé egy ellenpéldat mutatni, azaz egy olyan élhosszokkal ellatott grafot és
abban egy legrovidebb uv utat, ami nem lesz legrovidebb az élhossznovelések utén. (3 pont)
Az abran lathato graf ilyen: eredetileg az uxv Ut hossza 2, a T

kozvetlen uv €l hossza pedig 3, tehat uxv az egyediili legrovi- L L v

debb uv ut. Az élhosszok novelése utan az uzv hossza 6 lesz, Y 3

mig az uv élé 5, tehat urv nem marad legrovidebb tt. (6

pont)

. Hatarozzuk meg a mellékelt hal6zatban a maximalis st-folyam nagysagat, és igazoljuk is, hogy ennél
nagyobb st-folyam nem létezik.

A javité utak moédszerével meghataroztunk egy 15 nagysigi folyamot az dbran lathaté médon. (a
kisebben szedett szamok a folyam &ltal felvett értékeket jelentik az adott élen.) (6 pont)
Az X-szel jelolt ponthalmaz altal meghatarozott st-vagéas kapacitasa is éppen 15, tehat ennél nagyobb
st-folyam nem lehetséges. (4 pont)




