1. Zarthelyi
A2 2011 tavasz

1. Legyen L tetszéleges véges dimenzios linedris tér és L; C L altere L-nek. Mutassa
meg, hogy ha dim L; =dim L, akkor L, = L.

2. Adjon meg egy olyan R*-beli vektort, ha van ilyen, mely nincs benne egyetlen olyan
altérben sem, melyet az alabbi vektorok koziil harom feszit Kki!

v = (1,0,1,0), »» =(0,1,0,1), v3=(-1,0,0,1), vy = (0,-1,1,1)

2 B 2 6
3. Leg}ené—(1 3)esg—(1 1).

Mind A, mind B esetén hatdrozza meg az Gsszes olyan 2 x 2-es X maétrixot, amellyel
jobbrdl szorozva il

(a) nullmatrixot

(b) egységmatrixot

kapunk!

4. Legyen A olyan nxn-es matrix, melynek minden elemére fenndll, hogy a;; = min(%, j).
Mutassa meg, hogy det A = 1.

5. Hatdrozza meg R3-on a 2 tengely koriili +15°-os forgatds szokdsos bazisbeli matrixanak
90-edik hatvanyat!

6.
(a) Melyik igaz, melyik nem?

(1) Lineérisan fiiggetlen vektorrendszer minden része is linedrisan fliggetlen.

(2) Ha egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor a tér minden eleme el64ll ezen vektor-
rendszer elemeinek

linearis kombindaciéjaként.
(3) Véges dimenzios linedris térnek véges sok bazisa van.
(4) Minden L linedris tér esetén van olyan n pozitiv egész, hogy az L dimenzidja n.

(b) Melyik igaz az Gsszes n ismeretlenes m darab egyenletbdl all6 lineéris egyenletrendszerre?
(1) Pontosan akkor létezik egyetlen megoldds, ha m = n.
(2) Nem létezik megoldds, ha n < m.
(3) Amennyiben egyéltalan létezik, nem egyértelmii a megoldas, ha n > m.
(4) Mindig végtelen sok megoldas van, ha n > m.



1. Zarthelyi megoldasokkal

A2 2011 tavasz

1. Legyen L tetszbleges véges dimenziés lineéris tér és L; C L altere L-nek. Mutassa meg, hogy ha
dim L1 =dim L, akkor L, = L.

MO. Jeloljiik tetszbleges X C L esetén L(X)-el az X &ltal generdlt alteret.

Legyen e bézisa Li-nek, ekkor e n elemf linedrisan fiiggetlen vektorrendszer és L(e) = L. 4p

Ly C L, tehat e n elemi linedrisan fliggetlen vektorrendszere L-nek is, igy bazisa is annak,

hisz dim L = n. Ezért L(e) = L, tehdt Ly = L(e) = L. 6p
10p

2. Adjon meg egy olyan R*-beli vektort, ha van ilyen, mely nincs benne egyetlen olyan altérben sem,
melyet az aldbbi vektorok koziil harom feszit ki!

v; = (1,0,1,0), v =(0,1,0,1), v3 =(-1,0,0,1), vy = (0,—1,1,1)

MO. Legyen az ismeretlen vektor v = (a, b, ¢, d). Gauss-elimindcié utdn a vektorrendszer métrixa:

T v
1 0 0 0 2c—d—a+bd
0 1 0 0 d—c+a , p
0 0 1 0 2c—2a—d+b
0 0 0 1 d—c+a—->b

Kovetkezésképp, (v1, v, v3,v4) R* egy bézisa, azaz elemei linedrisan fiiggetlenek és ha
pl.a=b=c=0ésd=1, akkor a v=—v; + vy —v3+vg a feltételeknek megfeleld,

hisz minden béziselem irdnydban (azaz a tobbi hdromtdl linedrisan fiiggetlen irdnyban)

van nem nulla komponense. (Valéban, ha pl. v = ¢jv; + cava + c3v3 volna, akkor

—v1 4+ vy — U3 + Vg = v = c1v] + Cov2 + c3vs alapjan vy € L(v1,v9,v3) volna.) 3p

10p
2 6\ ., 2 6
3. Legyené—< ) 3> esg—( ) 1).
Mind A, mind B esetén hatarozza meg az 6sszes olyan 2 x 2-es X métrixot, amellyel jobbrdl szorozva
(a) nullmétrixot

(b) egységmétrixot
kapunk!

MO. (a) Két homogén egyenletrendszer:

Wa- (2 D)o (33) ~omme( 2 )omma( L) ~x (2 4) o
). .

(1) A oszlopai linedrisan Osszefiiggnek ~.» nincs inverz. 2p

o o

(2) B oszlopai linedrisan fliggetlenek, csak trividlis megoldds van: X = (

(b) Inverz matrix keresés:
(2) B inverzéhez:

(o)~ ( ) ~(0 5 )~ (02 ) o xe ()
10p

Folytatds a kovetkezo oldalon.



4. Legyen A olyan n x n-es métrix, melynek minden elemére fennall hogy a;; = min(s, 7).
Mutassa meg, hogy det A = 1.

1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
1 2 3 3 3 3
MO. A definici6b6l det A = , 2p
1 2 3 4 n—1 n-—1
2 3 4 ... n-—-1 n
igy minden k = 1,2,...,n esetén az els6 sor k-szorosit kivonva a k. sorbdl, azt kapjuk, hogy
1 1 1 o1 1 1
-1 0 0 ... 0 0 O
-2 -1 0 ... 0 0 O
det A = 4p
-(n-2) —-n-3 —-(n—4) ... -1 0 O
—-(n-1 —-n-2) —-(n-3) ... -2 -1 0
1 1 1 1 1
-1 0 0 0 O
(Ez példdul n = 5-re detA=|-2 -1 0 0 0 |.)
- -3 -2 -1 0 O
-4 -3 -2 -1 0
Mivel itt az utolsé oszlop egyetlen nem nulla eleméhez tartozé aldeterminans értéke (—1)"717 3p
hisz ez egy n — 1-ed rendli hdromszogdeterminans, melynek féatldjaban csupa —1 &ll, az egész
determinénst az utolsé oszlopa szerint kifejtve azt kapjuk, hogy det A = (—=1)" 1. (=1)" "' = 1. 1p
10p

5. Hatdrozza meg R3-on a z tengely koriili +15°—os forgatas szokdsos bézisbeli métrixdnak 90-edik hatvanyét!

MO. Legyen a +15°-os forgatds operdtora F', és az identitas I. Mivel 4-360 = 96 - 15 ~»

F% =T ~» F=F75 amia —6-15° = —90°-os forgatds operitora, 5p
0 1 0
tehst F O =F% =F% =[—-1 0 0 |, hiszen F % =—j, F % =i, FSk=k
- ’ : 0 0 1
(ahol s = (4,7, k) a szokdsos bazis). _5p
10p
6

(a) Melyik igaz, melyik nem?

(1) Linedrisan fliggetlen vektorrendszer minden része is linedrisan fliggetlen.

(2) Ha egy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor a tér minden eleme el84ll ezen vektorrendszer elemeinek
linearis kombinécidjaként.

(3) Véges dimenziés linedris térnek véges sok bazisa van.

(4) Minden L linedris tér esetén van olyan n pozitiv egész, hogy az L dimenzidja n.

(b) Melyik igaz az Osszes n ismeretlenes m darab egyenletbdl 4116 linedris egyenletrendszerre?
(1) Pontosan akkor létezik egyetlen megoldds ha m =n.
(2) Nem létezik megoldés, ha n < m.
(3) Amennyiben egyéltaldn létezik, nem egyértelmi a megoldas, ha n > m.
(4) Mindig végtelen sok megoldds van, han > m.

MO.
(a)
(1) Igen 1p
(2) Nem: pl. R*-on ((1,0,0),(0,1,0)) lin fiiggetlen, de (0,0,1) nem 4ll el§ ezek linedris
kombindcidjaként 1p
(3) Nem: pl. R-nek minden z # 0 bézisa. 1p
(4) Nem: pl. a végtelen valds elemii sorozatok terében minden n-hez van n + 1 elemf linedrisan
fiiggetlen rendszer: {(0,0,...,0, 1‘3, 0,...):¢=1,2,...n,n+ 1} 2p

(b)

(1) Nem: pl. z4+y =2,z —y = 0,2z + y = 3—nek egyetlen megolddsa az x =y =1 1p

(2) Nem: lasd (1) 1p
(3) Igen: ha A az egylitthaté métrix, akkor nyilvan mindig r(A) < min{n,m} és egyértelmii

a megoldés iff r(A) =n. Viszont m <n ~s r(A) < min{n,m}=m < n. 2p
(4) Nem: pl. 4y + 2z =0,z + y + z = 1 - nek nincs megoldésa. _1p

10p



