Sorok

Numerikus sorok

Végtelen sok szam Osszege?

atatat+..ta,tat+...

>a,vagy > a,
n=1
N
A Y a, sor N-edik részletdsszege S, =a; + ... ta, =) a,
n=1

Def: A ) a, numerikus sor konvergens €s dsszege S, ha lim Sy =S

N—owo

Ha a részletdsszegek sorozata divergens, akkor ) a, divergens numerikus sor

PL.: Y'q" mértani sor

l1—q
Si=q+q+...+q'= ql_q—>—1q ,ha|q<1
q

divergens, ha |q/>1, vagy q=-1, ha q =1, akkor Y} q" = N — divergens

A mértani sor Y ¢’ =1L , ha |g|<1, divergens maskor
1 -q

Tétel: A konverencia sziikséges feltétele:
Ha ) a, konvergens, akkor a, — 0
Biz: Ha S, — S, akkor a,=S, - S, > S-S=0

Megj: A feltétel nem elégséges
1 : .
PL: Z ” (harmonikus sor) AlL: divergens

Biz: Szn— Sn: Qi1 T Ano T ... T A =
SR U U N O SV IO S S
n+l n+2 2n — 2n 2n 2n 2n 2
Ha konvergens lenne, akkor S,, — S, — S-S =0, nem lehet, mert legalabb 2

(ellentmondas)

Pl.: Z # divergens (a, — 0)



Tétel: Ha Y a, = A, > b, akkor
dca,=cA

> (an +/- by) = (A+/- B)

23 1 o1 1 1 3 56
PL: zo 6" _23" 326"_ L 172775

Tétel: Véges sok 0sszeadando hozzavétele, torlése, atrendezése, modositasa nem vltoztatja
meg a sor konvergenciajat, vagy divergenciajat

Nemnegativ tagli numerikus sorok konvergencidja: Ha minden a, > 0, akkor {S,}

monoton novo
(Sn+l = Sn + ap 2 Sn)
Ezért
Y a, konvergens <=> ha a részletdsszegek korlatosak

Konvergencia kritériumok nemnegativ tagu sorban:

1) Tétel: Majorans kritérium
Ha 0 < a, <b, minden n > N-re és > b, konvergens, akkor ) a, is konvergens

1') Tétel: Minorans kritérium
HA 0 <b, <a, és ) b, divergens, akkor ) a, is divergens

1 1 1 1 1
. e : > = 4 —=5. — = 1
Pl.: z Sa—1 divergens, mert sn—] = 35 ° ¢ Z = z . > divergens
1 1 1
Pl.: Z — konvergens, mert — < ,han>2, ¢s
n n n(n—1)

S

22: n-(n—l)_z n(n+1) konv.

2) Tétel: Osszehasonlitd kritérium
Legyen 0 < a,, 0 <b,. Akkor:

a
a) 0 <lim b—" < oo esetén ) a, konvergens <=> b, konvergens

n

Q

b)lim — =0 esetén Yb, konvergens => ¥ a, konvergens

Q®‘|
=

¢) lim = oo esetén Y b, divergens => ) a, divergens

S

. 1 e
Pl.: Z —2” > konvergens, mert Z ? konvergens mértani sor
3 2'=n



2_
—_ 1__

n

In’(n 1
PL: z 3 konvergens, mert Z — konvergens ¢és
n n

In’ (n)

a, n’ _ In’(n)
b 1 n

2
n

-0

b) kritérium miatt a, is konvergens

3) Tétel: (Cauchy-féle) gyokkritérium:
Haa, >0, n>N és lim "Va, < 1, akkor Y a, konvergens
>1 divergens
Biz: lim ™a, = q < 1 esetén "Va,<q+6<1,han>N
a, < (q + 9)", majorans kritérium miatt a, konvergens
lim > 1, akkor "Va, > 1 n>N
a,> 1, a, nem tart 0-hoz

1 1 ,
PL.: z o divergens, ; konvergens, mindkét esetben "Va, — 1

2 2
PL: z % "a, = (V0?2 — Vs < 1=> Z % konvergens

PL.: z L => M—>%=0<1 => Z

n
k
In"(n) in(n) In"(n) OTVCTEENS
4) Tétel: (d'Alembert-féle) hanyadoskritérium:
a
a,>0;n>N, lim ——<1 — Ya, konvergens
>1 — > a, divergens
3n+1
3" a,., (n+1)! 3
. = = = 0<l1
PL: D, Y konvergens a 3 i
n!
D 5" _y 5 -y 5"(n!)?
Pl.: on (2n)! (2n)!
n (n!)
5" ((n+1)!)
2
iy _ (2n+2)! _ 5-(n+1) _)§>1
a, 5"(n!) (2n+1)-(2n+2) 4

(2n)!/



> 3
|

2n) divergens

n
_4n a 2n+2
. . n+1 n
. = >1
Pl (Zn) is divergens, mert 4, on+l
n

an+1 >a, > 0 => a, nem tart 0-hoz

Megj.: Gyakori hiba: "Va, < I minden n-re == ¥a, konvergens

a
+1 .
—— < 1 minden n-re => Y a, konvergens

n

5) Tétel: Integral kritérium:
Ha 0 < a,, a, monoton csokkenve tart 0-hoz és ha f:[c,c0) — R, f> 0, f monoton csokken

és f(n) = a,, n > N. Akkor Ya, konvergens <=> [f(x) dx konvergens improprius integral

1
PL: Z —, hiperharmonikus sor, konvergens <=>a > 1
n

S o IO NUCYES)ud B
Pl. Zn~(ln(n))1+5 konvergens, ha & > 0; fx-(ln(x))HSd [ ]

konvergens
Tétel: Hibabecslés integral kritérium alkalmazasanal:

[f<S—8,<[f

n+1

Z;

PL: 1 melyik részletdsszeg kozelit 107-nal kevesebb hibaval?
n-In’(n)

T dx 1 * 1 -3
_ = =| - = 10

10°<Inn
¢'" < n => a sor konvergencija rendkiviil lasst

Pl.: Y e™ 0<S-S,<Je*dx=¢"
0 n

e" <103

e" > 1000
n>3In10=6,9
n=7



Eldjeles sorok konvergencidja:
végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ 6sszeadando tag van

Def: Y a, sor abszolut konvergens, ha Y |a,| konvergens

1. Tétel: Az abszolut konvergens sorok konvergensek
> |as| konvergens => ) a, is konvergens
Biz: 0 < a, + |a,| < 2|a.|; D 2|as| konvergens (majorans krit.) =>
> (ant|an|) is konvergens
=> Y a, konvergens
> |as| konvergens

sin (n)
2
n

konvergens,

sin(n)
Pl.: Z > konvergens, s6t abszolut konvergens, mert Z
n

1 : . s
mert Z — feliilrdl becsiili és konvergens (majorans kritérium)
n

Def: Leibniz tipusu sor:
>'(-1)""-a,, ha a, monoton csdkkenden tart 0-hoz

2. Tétel: a Leibniz tipusu sorok konvergensek

2'. Tétel: Hibabecslés Leibniz tipusu sorra
|S - Sn| S An+1

i(—l)”‘l 1 1 1.1 1

=l —————+..
~  p 2'3 45 6

Leibniz tipusi => konvergens, de nem abszolut konvergens, mert > 1/n divergens

PL.:

Def: ) a, feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konvergens
Az 6sszeadanddk rendezése:

PL: S=1-'%+1/3-"+ ... konvergens S>0
2S=2-1+2/3-"%+2/5-1/3+2/7T-Y%+7/9-1/5+2/11-1/6 +2/13 -1/7+ ...
=1-%+13-Y%+1/5-1/6+1/7-...

Tétel: Abszolut konvergens [spec: nemnegativ tagi] sorok esetén az d6sszeadandok
atrendezése a sordsszeget nem valtoztatja meg

Tétel: Riemann atrendezési tétele:
Feltételesen konvergens numerikus sor atrendezhet6 tigy, hogy a sor 6sszege tetszéleges
valds szam legyen

Megj.: Abszolut konvergens sornal Y a, =S és Y. 0 =S végesek, és a sor barmely
atrendezésénél az osszeg S*+ S 0 an<0
Feltételesen konvergens sornal S™= +o0; S=-00 (mert > |a, = S" - S)

ST 0 0 IO B

2 2 4 3 8 4 16 n 2"
- Nem Leibniz tipust, mert a, — 0, de nem monoton



1 1
- Nem konvergens, P ; konvergens

1
=> Z o konvergens

1
Z ? konvergens

Az eredeti feltevés hibas — az eredeti sor divergens
Sorok zardjelezése
at+t(ata)tas+(ast+ast+ta;+ag)+...
zarojelekkel részletdsszegek sorozatara tériink at

zarojelezés <=> attérés S, egy részsorozatara

Tétel: Ha ) a, = S, akkor tetszdleges zardjelezés utan kapott 0j sor is S-hez konvergens. De
divergens sor zardjelezés utan konvergenssé valhat

PL: 1-1+1-1+1-1+ ... divergens, de zardjelezés utan konvergens
A-D+A=1)+(1=1)+.

Megj.: A zargjelek felbontsa ,,veszélyes” miivelet, mert konvergens sorbdl divergens
sort hozhat 1étre

Mikor szabad zarbjeleket felbontani?:

Tétel: Ha a zargjelezett 0sszeg konvergens és az egyes zarojelekben adott 6sszeadandok
abszolutérték osszegei tartanak 0-hoz, akkor a zarojelek felbontasa utdn is ugyanolyan
Osszegli sort kapunk.

t——c—c +... konvergens, mert

1 1
—[=+= |+... Leibniz tipust
773 ) Leibniz tipusu

konvergens sor ¢és a zardjelek felbonthatok, mert az n-ik zardjelben vett abszolutérték
1

+——0
2n—1 2n

0sszeg

3.Tétel: Majorans kritérium eldjeles sorra
Ha |a,| < b, minden n > N-re €s > b, konvergens, akkor ) a, is konvergens (sét abszolut
konvergens)

Megj.: pozitiv tagi sorokra > a, konvergens

S, — +0, azaz Y a, = ©
Ezért pozitiv tagu sorokra ) a, konvergens <=> Y 'a, < ©
Eldjeles sorokra masképpen is divergalhatnak a részletdsszegek



Fiiggvénysorok

Def: f.(x) fiiggvénysorozat konvergencia tartomanya
KT = {x: fi(x) konvergens sorozat}

hatarfiiggvénye
f(x) =lim fy(x) xeleme KT

n —oo

Def: A ) fi(x) fiiggvénysor konvergencia tartomanya
KT = {x: Y fi(x) konvergens numerikus sor}

Osszegfiiggvénye: S(x) =Y fu(x)
PL: f\(x) =1+ o/n
KT=R f(x)=lim fy(x) =1
PL: fy(x) =x"
KT=(-1;1] f(x)=lim f,(x) =1, ha [x| < 1
=0,hax=1

PL: "V1+x" x>0

KT = [0; o)
f(x)=limfy(x)=1,ha0<x<1
=x,ha x>1
1
PL: DL
KT=0
3 (=1)
n-x
KT=R\{0}
1
2 KT = (1;00)
n
2 X" KT=(-1:1); S&)=1/(1-=x)
0

Def: Az f,(x) fliggvénysorozat a H (KT részhalmaza) halmaza egyenletesen tart f(x)-hez, ha
minden & > 0-hoz létezik olyan N, hogy minden n > N-re és minden H-beli x-re
I£.00) — )] < &
[a kiiszobindex x-tdl fiiggetlen]
Azaz: f, és f eltérése H-n mindeniitt kicsi, ha n nagy
Jele: f, => fH-n

PL: fi(x) =x"— f(x) =0, ha 0 <x <1
=1,hax=1



Barmilyen nagy n-re f,(x) — f(x) — 1, hax — 1-0
Az f, — fkonvergencia nem egyenletes [0;1]-en. De egyenletes [0; 1-6]-n, ha & > 0,
mert ott x <,,(1-0)”, itt f, és f kdzott a max eltérés (1-0)" — 0

PL. (sin(n-x)

1
) =>( R-en ( N=E jo)

Pl.: x" — x*[0;1]-en, hatarfiiggvény: f=0
max (x"—x*") — 0,han — o
[0;1]
fo=nx"""2nx""=nx""(1 - 2x")
1
f, max: x = @

max (X" —x")=Y%—-Ya=Y%—0
[0;1]

Tétel: f,=> f[a;b]-n <=>sup [fu(x) — f(X)] = 0,han — 0
[a:b]

PL:x*e™ —0,hax>0 Egyenletes-e?
(2x — nx?)-e™

x= — -néllesz f, maximalis
n

2 41\ » , .
f.=] = |—5]€e —0,tehat egyenletes konvergencia [0; «o]-en

Def: > fi(x) egyenletesen tart S(x)-hez a H (KT részhalmaza) halmazon, ha minden n > N,
minden x eleme H-ra
[Sa(x) = S(x)| <&
Jele: Y fy(x) => S(x) H-n
Azaz: S,(x) => S(x)

Elégséges feltételek > f, egyenletes konvergenciajara:

1. Tétel: Weierstrass-kritérium
Ha [fi(x)| < ca (x eleme H) és ha Y ¢, < oo, akkor ) fi(x) => S(x) H-n

Biz: [Su(x) - SX)| =2 fiix)| <Y |f(X)[ <Y ck— 0 (x-tdl fiiggetlen)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

(n-x)

sin (nx) 1
2. —— =>Reen, mert [f,(x)| = : =
n n

n

sin

PlL.:

AN

=Cp, €S D Ch <0

2. Tétel: Leibniz tipust fliggvénysor egyenletes konvergencidja
Ha [fu(x)| < dn és dy — 0, és ha ) fi(x) Leibniz tipust minden x eleme H-ra, akkor
> fu(x) =>H-n
Biz: [S(x) — Su(x)| < [fa+1(X)| < dy — 0 minden x eleme H-ra (n — o0)




PL: z (_+ 5 Leibniz tipusu minden x eleme R-re
n+x

[5Gl =

<

5 < =d,—0
n+x

NS

—1)
Ezért Z% => R-en
n+x

Az egyenletes konvergencia ,haszna”:

1.Tétel: Folytonossag
a) Ha f, eleme C[a;b] és f, =>f[a;b]-n, akkor f eleme C[a;b]
b) Ha £, eleme C[a;b] és Y f, => S [a;b]-n, akkor S eleme CJ[a;b]

PlL:.x"—>0,ha0<x<1
— 1,hax=1
Tehat x" eleme C[0;1], x" — f(x) [0;1]-en, de f nem eleme C[0;1]

5 1

¥ S S
P S(x)=xha __1

(1 +x ) 1 1452

=0,hax=0

S(x) folytonos x = 0-ban, de f,(x) eleme C(R) => a konvergencia nem lehet egyenletes

az x = 0-t tartalmazd intervallumokon

N 1
PL: li =?
m Zl In?(x)+n-(n+1)

=x’+1

Pl.: z
0

x—1

f, eleme C(0;0). Egyenletes-e a konvergencia?

Ifa(x)] < m és Z m < oo Weierstrass-kritérium — a konvergencia
egyenletes
. Tétel — S(x) elem C(0; 00) — lim S(x) = S(1) = Z m=l

x—1 1

2.Tétel: Derivalhatosag
a) Ha f, = fés f,' => g [a;b]-n, akkor f diffhat6, és f' = g [a;b]-n.
Azaz: (lim f,)' = lim (f,), lim felcserélhetd d/dx-szel
b) Ha Y f, =S, > f, => g, akkor }f, diffhato és (3 f.)' = g.
Azaz: (3 f,)' =\ ) felcserélhetd d/dx-szel
Gyakori hiba: ha f, = f— ', =>f

Pl.: fu(x) = (1/n)-sin(n*x) => 0, de {',(x) = n-cos(nx) divergens
pl: f.(0)=n

PL.: S(x) = i arc sin (%) = S'(0)=Y 1/n?



. X
arc sin —
n

S(x) konvergens, mert z iz konvergens ¢és -1,
n X
2
n
1 eleme (0;00)-nek.
1
__n_ 2 1
dfh=>mertf,= < - x| < 5

¥ 2 = nz
1‘(?)

2 .
és 2.5 <x(W-krit)— Yf.=> |x| < Ys-en
n

3. Tétel: Integralhatosag
a) Ha f, eleme R[a;b] és f, => f[a;b]-n, akkor fis integralhato és ff— lim ff

Azaz: f lim f, = lim f fa
a a b b
b) Ha f, eleme R[a;b] és > f, => S [a;b]-n, akkor Is =y If,

b b
Azaz: [Yf, =Y If,

© 2n
PL: f(x) =¥ q"cos(nx) — [f(x) dx =?
n=0 0
egy 0 <q<l-re
|q™-cos(nx)| < q" és > .q" < oo (W-krit)— q"cos(nx)=>f(x)
o 2m

(3.Tétel)— ff(x) dx = qu -cos(nx) dx = f ldx =2=n

(=q"[(sin(nx))/n]o™" =

Hatvanysorok

o0
> an(X —X¢)" X bazispontu hatvanysor

Hol konvergens? X =X jO
KT=- {Xo}
- [(xo— R, X0 + R)]
-R

Tétel: Cauchy-Hadamard tétel:
Van egy olyan R > 0 ( vagy R = ) szam, hogy KT = [(xo — R, x¢ + R)]
1

Ha létezik a lim™V|a,|, akkor R = lim " \/m
1

an+l

, akkor R =

an+1

a

A sor abszolut konvergens (xo — R, Xo + R)-en, és egyenletesen konvergens
[xo—R, X+ R]-en, r <R

Ha létezik a lim ‘ )
lim

n




n
SR
. a,.q —+1
R= "7 i —KT=[(-1; )]
n
_ (—=1)" o
x=1-ben Z— Leibniz
n
1
x=-1-ben Z;
KT=(-1; 1]
PL: ¥ nlx" R= . |d| lmetl — KT = {0}
al’l
n 71 =—=+4o
PL: =~  R= . 1 0 KT=R
n: n+1
E 1 1 1
pl: Y (1+1) " R= lim"|g,| 1\ e
n o lim | 14—
n
2 1L nz-xzn kT= {xoell-Lrel|l=|(-LiL)|| =, r= =
n e Ve Ve ’ Ve

Tétel: A hatvanysor tagonkénti difthatésdga
Ha R > 0, akkor S(x) = :i an(x — X¢)" akarhanyszor differencialhato (xo — R; xo + R)-en és
minden derivalas tagonként végezhetd
Azaz: S'(x) = %nan(x —Xo)™!
S"(x) = %;‘, n(n-1)-a.(x — xo)™2
S"(x) ZZ: n(n-1)(n-2)-as(x — Xo)™*
Tétel: A hatvanysor tagonkénti integralhatésdga
Ha R > 0, akkor barmely (xo — R, Xo + R)-beli [a;b] részhalmaz esetén

? S(x) dx = th)an(x —Xo)" dx

A két tétel bizonyitasa azon alapul, hogy [a;b]-n a hatvanysor és minden tagonkénti derivalt



hatvanysora is egyenletesen konvergens

Nevezetes hatvanysorok:

1
Pl. — =1-t+t-t+... ha |t| <1
1+¢
Legyen [x| < 1, akkor [0; x] vagy [x; 0] szakaszon a sor egyenletesen konvergens —

tagonként integralhato

dt
[ 17 =[1-Jtdt+]edt-[Edt+.. . =x—x2+x 3 -xY4+ ... [x|<1
0 0 0 0 0
x> x xt
In(l1+x)=x——+—-—+... ,h <1
n(l+x)=x >3 , ha [x|
PL: 1/(1+) =1-t+t' —t*+t*- ...  halt<1
Egyenletesen konvergens [0; x]-en, ill. [x; 0]-n, ha [x| <1
fa/(1+2) =[1 - [P dt+ [ dt- ... =x—x/3+x¥/5-x"/7+ ... halx|<I
0 0 0 0
X X
tg(x)=x—"+—="+..
arctg(x)=x st 3
Pl.: > =1+ +t 10+
1—t¢
dt X X
arth(x)=fa_tz=x+?+?+7+... ha |x| <1

0

konvergalnak masutt is?
R =1 miatt csak x = +/- 1 jon széba

Tétel: Abel tétele:
A hatvanysor S(x) 6sszege az egész KT-on folytonos

Pl:1-%+13-%+...=In2
Biz: S(x) = x — x*/2 + x/3 - ... folytonos a KT-on, tehat balrol folytonos x = 1-ben —
=Y+ 13— Ya+ ... =S(1) = lim S(x) = lim In(1+x) = In (2)

x—1-0 x—1-0

Pl:1-13+1/5-1/7+...=n/4
S(x)=x—-x/3+x/5-x"/7+...,8(1)=lim S(x) = lim arc tg (x) = arx tg (1) = n/4

x—1-0 x—1-0

Hatvanysorok szorzésa:

Pl (ao +ax + azxz + a3X3)(bo + b1X + b2X2 + b3X3)
x* egyiitthatoja aeh, + a,b; + asb,
X3 egyﬁtthatéja aob3 + a1b2 + a2b1 + a3bo



Tétel: Ha)_ a, (x — Xo)" konvergencia sugara R, > 0, > ba(x — Xo)" sugara R, > 0, akkor

[OOZarl (x— xo)“]-[ibn (x—x%0)"]= % Cn (X — Xo)", ha |x — Xo| <min (R,, Rs), ahol

Ch — aobn + a1bn.1 + ...+ anbo

sl

PL: n.

“[Ms
=
el

=
Il
OM8
=2
|
+
»—A|Q_
S%
L
N
=
o]
=}

n!

_ i ((a+b)x)

Kov.: Ha f(x) = z : T akkor f(a)-f(b) = f(a+b)
0 .

0

Lesz: f(x) =¢*

Kapcsolat a hatvanysor 6sszege €s egyiitthatoi kozott

S(n)
Tétel: Ha R >0, akkor a, = (/x(’) :n>0
n!

(Kov.: Kiilonb6z6 hatvanysorok 0sszege nem lehet azonos)
Biz.: S(X) = Z dn (X — Xo)n =a+ a1(X — Xo) + az(X — X())2 +...—> S(Xo) =
0

S'(x) = Ya,n(x — xo)*' = a; + 2a, + 3-2-a5"(x — xp) + 4-3-ar(x —Xo)* +... > S'(x)=a
1

S"(x) = Y ayn-(n-1)(x-x0)"% = 2a, + 3-2-a3(x-X¢) + 4-3:(x-Xo)* + ... — S"(x) = 2a,
2

S"(x) =Y. ayn-(n-1)-(n-2)-(x-Xo)™> = 3-2-1-a3 + 4:3-2-a4"(X-Xo) + 5-4-3-as"(X-x0)* + ... —
3

— S"(x) =32-1-a;
S®(x0) = k!-ax

Elball-e egy f eleme C” fliggvény hatvanysor sszegeként?

(n)(

o f
Ha cl6al, akkor 3 -0

0

n

(x—x,)" alakban all el6

Def: Ha feleme C” az x, egy kdrnyezetében, akkor f x, bazisponti Taylor-sora:

n

o f(x,
Zﬂ:f (/)

» '(x_xo)



PL: fx)= ¥
— feleme C*(R)
=0, ha x=0
0=1(0)=1(0)=1"(0)=... » fTaylor-sora=0
Def: f(x) analitikus (xo-R, x¢+R)-en, ha ott a Taylor-sor eldallitja

Def: f(x) xo bazispontu n-edfoku Taylor-polinomja:

e LW

k=0 k!
AlL: Ta(x0) = f(X0), T'w(X0) = f(X0), ... , Ta™(x0) = f¥(x0)

Milyen pontosan kozelit a Taylor-polinom?

Tétel: A Taylor-polinom maradéktagjanak Lagrange-féle alakja:
Ha f eleme C™'(a,b) és xo, X eleme (a;b) és x # Xo, akkor 1étezik olyan (xo;x)-beli, vagy

(x;x%¢)-beli c, hogy:
£ 0(e)

(n+1)! )Hl

f(x)-Tu(x) =

'(x_xo

Ko6v: Ha [xo-H, xo+H]-n |{")(x)| < K minden n-re és minden x-re, akkor

(n)
= L (/XO).(x_xo)" ha [x-xo| < H

n
2 600 — T = el (g ot K e HM
Biz.: |f(x) — Tu(x)| |(n_|_1)/(x x,) < (n+1)/|x x| < K(n+1)/
ov: 2t e T T4 eleme
(n)
Biz.: f(x) = ¢*=>f(x) T sora Zf (0) n_ L~x"
n! /

Ha |x| < H, akkor [{"(x)|=e*<e"=K

3 5 7 0 2n+1
X X X X
Kov: hx)=x+—+—+—+..= S EE—— 1 R
ov: sh()=at7+a 4, Zol(znﬂ)f X eleme
x2 x4 x() 0 x2n
Ch(X)—1+E+H+a+...—; (211).’ X eleme R

Biz.: Sh(X):¥:%(i x,_i




: x X x
PL: sm(x)—x—§+§—$+...
2 4 6
cos(X)=x—— L
2! 4! 6!
x eleme R

Biz: [f(x)| <K = 1, ha f(x) = sin(x), cos(x)=> sin(x)-et és cos(x)-et is elballitja a
Taylor-sora:

0 Sln(ll)(o) ) x3 x5 7

. . U _X
sin (x) = ZO T VA i TR
© (n) 2 4 6
o %mcos”(0) Lo x x x
cos (x) = ZO T A T T

a , , .
Def: (n) , o valos szam, n > 0 egész

(@) —1 (%)= (9= @la=1) a)_ (a(a=1)(a=2))

) 2 3 (3/)

i 7 (xlr=1)(z=2)
Pl ( n ):() (3>: 6
<—nl)_ ((—1)'(—(}21)!')---'(—’4)) — (1)

Tétel: Binomidlis sor
. a
Ha a valos, akkor (1+x)* =Y (n) - X" ha |x| <1
n=0
A konvergencia sugar = 1,
o> 0 esetén x = +/- 1-re,
-1 < a<0esetén x = 1-re is egyenldség all fenn,
a tobbi esetben x = +/- 1-re divergens a sor

Megj.: Ha o >0 egész, akkor n> a-ra (Z) =0= (n 0 és akkor

(x)=Y (Z)x

n=0

1 _ 0
PL: =(1+x) 1=Z
0

(1+x) (_1)«x"=1—x+x2—x3+m x| < 0-ra konvergens



Pl.: >
I—x " "
3 e (BN (FHEHE)
=1+\12) (-1)x*+ 2 2 x4+ 2 2 2 (-1)x°=
1 (2/) (37)
Lo, (13, (135) . (143:57)
ZI_E.X—F(2-4)'X+(2'46)‘X+(2'46-8)X+ x| <1

p—

aresin (9= | 72 | (O 5y =x e
n

( 2n+l)

(1-3-5) (x)
(246) 7 +... x| <1

+

Def: 1-3-5-...-(2n+1) = 2n+1)!! (semifaktoridlis)

2:4-6-...:(2n) = (2n)!!

. & ((2n=1)/!1 1
Spec: 5 =arc sin(1)=1 +ZO: ((((r;n)/)/) ) (2n+1)

-1
1 1 —
— -5 2n
Pt e ~ )2 72 i ’
0
0 —_1 x2n+l
ar sh (x) = 20: i 201 ;x| <1

Tétel: Paros fiiggvény x, = 0 bazispontu Taylor-soraban nincsenek paratlan x hatvanyok
Pératlan fliggvény soraban pedig nincsenek paros x hatvanyok
Biz: f paros — f' paratlan
d d —d
[ )= f (=)= f (=)
f paratlan — f' paros
Ezért f paros => f*" paros, f** paratlan

Taylor-soron f**V(0) = 0 => x*"! egyiitthatdja 0
(paratlan fliggvény 0-ban vett derivaltja csak 0 lehet)

Visszavezetés ismert Taylor-sorra:

(1+ch(2x)) (2x)? N (2x)* + x valos

)= I a2 (260




In(x)=In(3+(x-3)

)=In3(1 + ()63;3)))=1n3+1n(1+ (x;3))=

2 3 4

Xo= 3 ln(1+x)=x—x—+x——x—+...

x=3)\’ x=3)
=ln3+(x_3) -( 3 )+( 3 )-...ha

2 3 4

<lazaz0<x<6

sin (x) = (sin (x—%)

_ % (sin(x—%

2 3

o (o o) o 5] 3] -
renfe=3) -

R
V2 4 (27) (3/) (4/) (50 7
cos(t)=1—(;/)+(i/)—(é/)+...
N S A
=G s T
Pl.: L__ 1 =1+x-1)P-x-1D+x-1)°
C e (=(x=17) x—1)y-x-1)"+(x-1)’°-...
Xo=1 x—-1]<1
LG G
(2x—x%) )
X0:3

1 1 1 1 1 1 2 (1 1 3
A e K Ty I T T

—1 1

(4-2x) ~ ((6=2x)=2) 2  (1+(x=3))

ha |x — 3| < 1




ot (sin G gy o
| sin (0) (=1°"(0))

f(x) = sin(;c—) hax #0
=1 hax=0
S (U)o -
ﬂﬂ—?( />)X_1‘mo+wm'wwﬁ“7ﬂ0*”
_ (M) =1 -1
(51/) (51/)

A Taylor sorfejtés hatranvai:

1) Kevés fiiggvény fejthetd Taylor-sorba
2) xo-tol tavolabb lassan konvergal
3) Numerikus kiszamitas nehészégei

20 — S (_2O)n
© Z( (n)) )

0
_ . 20% 7
n= 20-nal (20/)~4 10

20
-nal 10~ nagysagt kezelési hiba lesz

10 jegyre szamitunk => (207)

Fourier-sorok

Def: —

Z (a -cos(n-x)+b, sin(n- x)) trigonometrikus sor,

a0+z (a -cos(n-x)+b, sin(n- x)) trigonometrikus polinom (<N-ed foku)

2 n=1
Def: A 2r -periodikus, [0; 27]-n integralhato f(x) fiiggvény Fourier-sora

N
70 Z(a ~cos(nx)+b,sin(n-x)|, ahol

n=1

f(x) ~

-f(f(x)-cos(n-x)dx)

0

8 |-

an =

2n

. f(f(x)-sin(n-x)dx)
0

Fourier egyiitthatok

L. cfn(f(x)-cos(n-x)dx)

c

N |-



1 c+2n
= f -sin(n-x)dx)

Pl: f(x)=1 0 <x<m

=2 T <x<2m Fourier-sora?
A, = % f (f(x)-cos(n-x)dx)= % j(cos(wx)dx) +
[(SiH(X))]”
%- T(cos(n'x)dx)zo
[ (sin (nx)) ]27[

a0 = % 2fn(f)z %-31::3
ba = % ]r. (sin (nx) dx + 2& T(sin(nx)dx)z %_—(cos(nnn)—l) =

[ —cos( ] [(—cos(nx)):rI

(I=cos(nm)) (cos(mr)—l)ﬂ

=0, ha n paros
-2

= ()’ ha n pératlan

2 (sin(x))+(sin(3x))+(sin(5x))

f(x) = - 1 3 5 +...] hax#kn

3
2
3

2—...,hax—k7t

Tétel: elégséges feltétel Fourier-sor konvergencidjara:
Legyen f(x) 2n periodikus, eleme R[0, 2n]. Ha xo-ban 1éteznek az f féloldali derivaltjai,
+0)+
akkor Sy(f, xo) — (fx )2 S xy))

Spec: HA f difthato x-ban, akkor S,(f, xo) — f(Xo)
Megj.: feleme — a Fourier-sor tart f-hez
Tétel: Egyenletes konvergencia:

a) Ha f eleme C'(a,b), akkor S,f=>f[c,d]-n,a<c<d<b
b) Ha feleme C'[0, 2x] és f(2n) = £(0), akkor S.f=>f R-en




PL: f(x)=x* ha|x| <=

2n-priodikus
ao=7lr f ff 71r fxdx)=%-23i=§-n2
an = % }(x cos(n-x)dx) = % [xz((sml(qn ) ] -
) 0
2 (sin (nx)) 2 (cos(nx)) I
- 7[ ;[T(x( » )dX) = o [ ( n2 )_n -
4., (6o ()
us n
_%. :’;((COZ(Z x))dx) = — - cos(nm) = %'(-1)n
0
b, = 0, mert f paros
f(x) = 70+i(a -cos(n-x)+b, -sin(n- x)) =
= 7[—2-4 ((cos(2 ))— (cos(22n))+ (COS(Sn))—m) a konvergencia egyenletes R-en
3 1 2 3
Spec: x=m
, 7 (cos(m)) (cos(2m)) (cos(3m))
n f(n)—?—4( 12 2 32 )_
= 7[_24_4 l—i-iz-f—iz—f— N 7[_2
3 273 6
o0 1 _Lz
Z(?)_ 6

Tétel: f paratlan — minden a, = 0
f paros — minden b, =0

Biz: paratlan f-re a, = -cos (nx)dx) =0

a;ﬁ'

paros f-re hasonlo

PL: Az {1, cos(x), sin(x), cos(2x), sin(2x), ...} trigonometrikus rendszer fiiggvényei
2n

paronként merdlegesek az <f,g>= f (f (x)g(x)dx) skalaris szorzatra
0

cos(3x) -+ cos(4x), mert f(cos(3x) -cos (4x) dx ) = (sinz(x)) - (sin1(47x)) ' =0




(cos(x)—cos(7x))
2

(cos(a—pB)+cos(a+pB))
2

cos(a) - sin(a) =

2n

sin(x) L sin(5x), mert f(sin (x)-sin (5x)dx) = f (cos (4x) COS(6X))

dx|=0

0
Ha {ei, ..., &.} ortogonalis bazis, akkor v = (<v; e>/|leil]")-&i

A n
Tétel: Ha T, = 70 + D, (A, cos(kx)+ B, sin(kx)) trigonometrikus polinom, akkor
k=1

n = Saf

Azaz: f(x) merdleges vetiilete a Lim {1, cos(x), sin(x), ... ,cos(nx), sin(nx)} altérre éppen a
Fourier-sor n-ik részletdsszege

Komplex Fourier-sorok:

i 2n
fx)~ D (cn_e(i-mx))’ahol o = % J‘(f(x)'e<_['”'x)dx
0

n=—o

A sor n-ik részletosszege:

Su(f, X) = Zn: (ck'e(i'k'x))

k=—n

Kapcsolat a valos Fourier-sorral:

Ck= (akz—lk) hak>0
+ib
_ laatihy) . +) k<o

Az atiras alapja:
(e(i-n'x)_i_e(—i‘nvc))
2
(e(i-n-x)_e(—i~n-x))

2i

cos(n-x) =

sin(n-*x) =

[e“=cos (a) +i-sin (a)]
A valos és a komplex Fourier-sorok részletdsszegei megegyeznek
Tétel: Parseval-formula:

s




