2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Bizonyitsa be a Pythagorasz tételt vektoralgebrai eszkozokkel!
MO. Ha a két befogd a és b az atfogd pedig c, akkor (a,b) = 0 és a +b = ¢, tehdt |c|> = ¢ = (¢,¢) =
(a+b,a+b)=a®+2(a,b) + b*> = a® + b> = |al® + |b]2.
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3. Legyen (a,) tetszdleges sorozat. Az alabbi dllitdsok koziil melyik igaz, melyik nem? Vdlaszat indokoljal
a) Ha (a,) monoton és korlatos, akkor minden részsorozata konvergens. b) Ha (a,) minden részsorozata
konvergens, akkor (a,) monoton és korldtos. c) Ha (a,) monoton és van korldtos részsorozata, akkor
konvergens. d) Ha (a,,) korldtos és van monoton részsorozata, akkor konvergens.
MO. a) Igen, a, monoton és korlatos ~» a, konvergens ~> a, minden rdszsorozata konvergens. b)

. 1 .
Nem: van nem monoton de konvergens sorozat is, pl. a, = (—=1)"= ¢) Igen: Ha a,, monoton és van
n

korldtos részsorozata, akkor a,, korldtos (hisz ellenkez6 esetben van a,—nak (pl. a,, névekedd esetén) co—
hez konvergdld ay () részsorozata, azaz tetszéleges P esetén van N, hogy minden n > N-te af,) > P,
amib6l a monotonitds miatt minden n > f(N + 1)-re a, > apn41) > P, vagyis a, — oo adédik. d)
Nem: két monoton kiilonbozd hatérértékhaz tarté sorozat Osszefésiilése, pl. a, = (—1)", ellenpéldat
szolgéltat.

4. Tnvertdlhaté-e az f(zx) = ™ fiiggvény a I = [r/4,7/2] intervallumon? Ha igen, egyenletesen
folytonos-e az inverze f x I-n?

MO. Igen, invertdlhatd, mert kélesondsen egyértelmii fliggvények osszetett fliggvénye is trividlisan kolesonosen
egyértelmii és folytonos inverze is folytonos, igy zart intervallumon egyenletesen folytonos.

5. Adja meg azt a legkisebb pozitiv egész n—et (ha van ilyen), melyre a kivetkezd f fliggvény derivilhaté
az origéban: f(zx) =0ha z <0és f(z) =z™ ha z > 0.
MO. n = 2, mert ha n > 1, akkor f jobb— és baloldali derivaltja megegyezik az origéban, hisz
fL(0) = mc"*1|l_:0 = 0= f"(0), tehat ekkor f derivdlhaté itt, de ha n = 1, akkor ez nem igaz, mert
FL0) =12£0=F (0).
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8. Legyen f(x) = xsin; ha x # 0 és f(0) = 0. Hol értelmezett és hol derivélhaté a g(z) = / f@)de
0

fiiggvény? Ha létezik, szamitsa ki a a ¢'(2) értékét!
MO. g mindeniitt létezik és derivalhatd, mert f mindeniitt folytonos és ezért ¢'(x) = f(z) minden z-re,

tehat g’(%) = f(%) = %Sing = %



