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1. Linearis algebra

Valtozdkbdl alkotott sorokban és oszlopokban rendezett tablazat.

a, m sor
a,, noszliop
mxn-es tipusu
a; A matrix eleme
a — m,n
mn A_(ay )[:1,1‘:1

m=n -> négyzetes matrix
n=1-> oszlopmatrix (oszlopvektor)
m=1-> sormatrix (sorvektor)

0 . .
0 aij=0, ha i#
. mxn-es tipusu
a S .
m foatlo tagjai nem 0-k
mxn-es tipusu
a,=1 ha i=j
a;=0 ha i#
=0=0 Minden i,j-re a,=0
ap, a 0
a _|a a
x als¢ a,=0, ha i<j A=|"n 2

felsé a,=0, ha i>]

&

mn




a;; dyp a, a; dap a,
A=| %1 9» Aon |5 4T=| %12 922 )
amI aml amn aln aZn amn
mxn nxm
9. Szi tril -
A=nxn és A=A" 3 4 5
T
A=|4 3 2|=4
5 2 3
=B

mxn~_ 2 mxn

Tétel: 2 matrix akkor é k akk 16
éte matrix akkor és csak akkor egyenl$ A=(al-j);B=(b,~j) e

Definicid: Almatrix

Egy tetsz6leges matrix sorait vagy oszlopait elhagyva kaphatd.

ay ap o 4y yy Ay o0 Ay,
A=[%1 9 7 An |, p=|9n d3 T dy
am] am] o amn amZ am3 o amn

Tétel: Mlveletek

Adott [ﬂ]:(%))?\ec

1. Osszeadas

B=(b,;), mXn
A+ B=(a,*b,)_,
a) A+B=B+4
b) (A+B)+C=A4+(B+C)
c) A+0=4
d) A+(=4)=0 -A=(-ay),ha A=(ay)

2. Szammal vald szorzas
A-A=A(a;)=(A-a;) >V elemet meg kell szorozni A-val.
3. Szorzas

1. eset: sor-,és oszlopmatrix kombinalasa
bl

a, a, ‘- an)- b_2 =(al-b1+a2-b2+-~-+an-bn)=C
b

n




2. eset: Altaldnos alak

C=4-B =(ay‘)?1='ij=1'(bjk)}};pl,kﬂ: C =(Cik)im=’fk=1
mXn nXp nXp

n
Cip= z a; by
=1

a) nem kommutativ
b) asszociativ
c) disztributiv az 6sszeadasra A(B+C)=AB+AC

d) szorzas az identitdsmatrixszal kommutativ A4-E=FE-A=A4

2. Matrixok elemi transzformacioi
Definicid: Matrix transzformacio
Olyan m(velet, amelynek segitségével egy adott matrixbdl egy masik matrixot kapunk.

Definicié: Elemi transzformacid:Nem valtoztatja a matrix rendjét és rangjat
a) Egy matrix 2 soranak, illetve oszlopanak felcserélése
b) Egy matrix oszlopanak, illetve soranak szorzasa egy skalarral
c) Egy matrix valamelyik sorat, illetve oszlopat egy skalarral megszorozva a matrix egy
masik sorahoz, illetve oszlopahoz adjuk

Definicié: Ekvivalens transzformacié: nem valtoztatja a matrix rangjat
Jel6lés: S» elemi sortranszformacié, K» elemi oszloptranszformacio

Atri v
ay a4y ay b,
Rl = PTRPARSA H L
a;nl a.ml a.mn b,

3. Matrix rangja és kiszamitasa
Definicié: Rang:  A=(a,)/~ ;=
Az A rangja r(A),ha 3 r-edrend(i reguldris almatrixa, de ¥ r-nél nagyobb rend(i almatrixa
szingularis.
Reguldris: det(A)#0 Szingularis: det(4)=0

—

étel: Gauss-eliminacid
Ha A=(a;) akkor az elemi transzformaciék segitségével elérjiik, hogy a f84tlé alatt csak 0
legyen, nxn-es matrix esetén fels6 haromszdégmatrix.

2 =30 4\ (2 =3 0 4| [2 =3 0 4
A=|1 =1 5 2|~|0 05 5 0|~l0 05 5 0|>r(4)=2<3 r<min(m,n)
5 =75 10/ \0 05 5 0/ \lo 0 0 0

4. Matrix inverzének létezése és kiszamitasa
Definicio:

1

0

A=(a;) nxn E=. . . .

0 --- 0
1 - 0




Ha 3BnXnAA V=B A=E—B=A""

A '>det(A-A7")=det(E)=1
Tétel: Ha det(A)-det(A_')zl — A reguldris — létezik inverz.
det(A)#0

Tétel: Ha 34 '> csak 1 van.

X,(4-X\)=X,E

Bizonyitas: 31X, X, E-X\=X,
X=X,
Tétel: A=(a;) nxn tipust métrix «——3 inverze, ha det(A)#0 és ekkor
_ 1 T
A™'=——(4)(D,
L(4)(p,)
Kiszamitds:
(1) det(A) meghatdrozasa
(2) Ha det(A4)#0— D,
(3) (D;) — fdatléra tikrozés
Tétel:Az inverz mivelet tulajdonsagai
a) det(A_1)=1—(A)
det
b) Ha det(A)#0—det A"#0—(A")"'=(47")"

) (4 '=4
d) A ésBreguléris —A4-B isreguléris, (4-B)'=B'-4""

5-6. N-edrendl determinans+Specialis matrixok determinansa

Ertelmezés: Az nXn -es matrixhoz hozzarendeliink egy szamot.

det( A)=| |
a) det(a)=a
a b a b
b) det =ad—bc=
c d c d
ay 4 4| |4 4 dp a a a a a a
o detla, a, a,|=la de al=a [F2 9n|_, (Gu Gx| , (da dx
21 Gy Ao 21 G Ao 11 12 13
sy di a3 A sy dy

a3 4z Ay |43 43 dig
d) n-edrendl determinans(elsé sor szerinti kifejtés)

Ay 4dy o ay
a a oo a

det(A)= e M=a,Dy+a,Dy++a,, Dy,
anl anZ ann

ahol D,, az a,, -heztartozé el6jeles aldeterminans.

a22 oo az
pl. D11:
an2 .o a

n

nn

Tétel: YV n-edrend( determindns visszavezetheté masodrend(i determindnsok kiszamitasara.




Kifejtés: Geometriai jelentés

cl(al,az,a3) b(bl,bz,bB)
i J k i j k
axb=la, @y aloT=laxbl=la, @ a=lklabab)
bl b2 b3 bl bZ b3
T=|a1b2—a2b1‘

a) Terlletszamitas

C—l(al H a250)

b—(bl ’ bz,O)

b) Térfogatszamitas

Q(a],a2,a3) b(bl,bz,b3) Q(cl,cz,c3)
a, a, da, a
V=la b c|= b, b, b, B b
Ci G C3 R
c

Tétel: Determinans tulajdonsagai

1. det(A)=det(A")
2. Haromszogmatrix determindnsa a féatloban all6 elemek szorzataval egyenld
3. Ha egy oszlopot vagy sort megszorzunk egy A szammal, akkor a determinans értéke az
eredeti A szorosara né
det(@’&,...,cﬁ.‘—@)...)ﬂ):det(&,&,...’%,...)@).’-det(ﬁ)afz,...,a;,...,&l)
b, b, b,
4. - : g
det| p,+b, |=det | b, | +det| p.
b, b, b,
5. Egy determinans elGjelet valt, ha 2 sorat illetve 2 oszlopat egymassal felcseréljik
6. Egy determinans értéke nem valtozik, ha egy tetsz6leges oszlophoz vagy sorhoz
hozzdadjuk egy masik oszlop vagy sor A-szorosat
7. det(A-B)=det(A)-det(B)=det(B)-det(A)=det (B- A)
8. Specialis eset det(E)=1
9. Ha egy determinansban 2 sor vagy oszlop megegyezik, akkor a determinans értéke 0.




10. Vandermonde determinans.

2 n—1
1 x, x] X,
2 n—1
V(X],Xz, ’xn):1 x2 ‘X’:Z x2. :H('xt—‘xk)
: i>k
1 x, x X!
Pl.:
1 2 4
v=1 3 9[=[](x—x)=(4=-3)-(4-2)-(3-2)=2
1 4 16| ~*
11. al] = I
ap Ay o
an] ann
7-8-9. Lin

Ertelmezés: Altaldnos linedris egyenletrendszer

a, X, ta,x,++a, x,=b

Ay X+ Ay X+t a, x,=b, . a;, b, —szabad egyitthatok

: : x;—ismeretlenek

a, x,ta,,x,+-+a, x,=b,

Matrix alak
bl xl
A=(a.)=(a,,...,a
A=(a,) b=|: x=| : (a;)=(a,,....a,)
’ ) A-x=b—x;a,+x,;a,++x, a,=b

b, X, | %2 4y

Tétel: Megoldas: Gauss-eliminacio

Ha a matrixokra elemi transzformaciokat alkalmazunk, Ugy hogy a kapott matrix
haromszdégmatrix legyen, akkor a mUiveletet Gauss-féle kikliszobolési mddszernek, Gauss-

a
S ot el )
a
M O~x(11)+a(212)-x(2”+--~+ agi)-x21)=bgl)
A M, M (1, . () ()
_a_ O.Xn +an12.x2 +'”+amn'xn =bn
11

eliminacionak nevezzik.
1. |épés

2. lépés
Hasonld az el6z6h6z




r. |épés:

e
r—{ 0 ~x(lr)+ a(zrz)'x(;)Jr e +a(2rn)~x(r)= b(z")

n

a7 x gt ) = p

n r

m—r— '--+0-x;=b:ﬂ
r__1r
~+0-x,=b,
a) r=n
b, ,=-=b,=0 egy megoldas van
xox sxt s 47 B'=(A"Ib")— kibvitett métrix

A-x=b r(A4)=r(4")=r(B")=n— egyetlen megoldas van
b) r<n

b(,rll, ---,b(,;) kozott legaldbb egy nem 0 — nincs megoldas

r(A4)=r(4")<r(B")

c) r<n
B =-=p"=0—r(4")=r(B")=r(4)<n—w sok megoldas van
Tétel: Megoldas inverz makrix segitségével
X1 b,
A l:b A"X” x= Z_): E
xl‘l bl’l
A" (4-x)=4""b 347"
(47" A4)x=A4""b
E-x=A""b
x=A""b
Cramer=szabaly.
A-x=b A™" D=|A|#0
Dl D2 Dn
X\=— ; X,= xX,=

Bizonyitas:
x=A""b
10. Matrix sajatvektora és sajatértéke

Definicio:
§

A=(a;) o1 5 Ao €C 1 S i L [#0

sajétv_ektor

ha A4-s=A-s




A-s—A-5=0
A-s—AE-s=0
a,—A ap a,
as ay—A Am |=0
anl anZ ann_A

(A—A- E)-s=0—homogén egyenletrendszer
Mivel s#0 ,igy det(A—AE)=0

K,(A) pontosan n-edfokd polinom.
Az A matrix karakterisztikus polinomja.

Tétel: Algebra alaptétele

P,(x) komplex egyitthatés polinomnak, amely n-edfoku

(n>1) pontosan komplex gydke van K,(A)=0 multiplicitassal egyutt

~yakfelbonts
P,(x)=(A=x)"(Ay=x)" (A, = x)"™
AL Ay AL, e, AL —kiildnbozé gyokok

m,,m,, -, m,— multiplicitas
0 0
Pl. 4=
o)
0-A O
K,(A)= 0 1_A=—2\(a—)\)=0—>/\1=0;2\2=1

Saiatvektorol tAraza
a) Sajatértékek meghatarozasa

b) WV egyes A (i=1---r) -hez tartozd sajatvektort kell meghatéarozni
A-s=As—(4A—A-E)-s=0

s -ra vonatkozé egyenletrendszer — Gauss-eliminacidoval s meghatarozhato
PI. A=(0 O) A=0  A=1

0 0)/[s, —0— 0-s,+0-5,=0 5,=0
. = —
0 1)\s,] 0-s,+1-5,=0 5,€C\[0}

.s=0

-1 0} (s, —0- —1-5,+0-5,=0 . 5,=0
0 0)\s,] 0-5,+1-5,=0 5,€C\{0]

—
[tn
I




Definicié: Hasanlo matrixaok

A,B nXn -eshasonléak, ha 3 T,,, -es reguldris matrix:
A=T""B-T Jelslés A=B

a) A=~A—idempotens

A=T""“B-T
b) A~B—B~A—szmmetikus— T-A-T '=T7-T""-B-T-T"'
T-A-T"'=B

c) A=B és B=(C— A=C — tranzitiv

A~B(A=T""-B'T)
l
a) A és B sajatértékei ugyanazok
b) s sajatvektora A-nak «~—  T-s sajatvektora B-nek

E. rlr : -

a) A sajatértéke A-nak. As=As
(T""B-T)s=A-s
T-TV“B-T-s=T-A-s
B(T-s5)=A(T-s)

l
A sajatértéke B-nek
T-s sajatvektora B-nek

b) Forditva: A sajatértéke B-nek és T-s sajatvektora
B(T-5)=A(T"s)
T-AT YT s)=AT-s
T "T-AT"T-s=AT-s
A-s=A-s
A\ sajatértéke A-nak
s sajatvektora A-nak

11.Linearis tér definicidja

Jelblések. IR=(—o00,00) (valés szamtest)
C komplex szamok halmaza (komplex szamtest)
F: vagy IR vagy C (szamtest)

Definiciéja: Vektortér:

V adott halmaz. V F feletti linearis tér (vektortér),ha V-n értelmezve van 2 mlivelet,

Osszeadas(+) és A-val vald szorzds A€ F ,és a kovetkez6 axidomak érvényesek ra:
1. Yu,v€V -re u+veV— amdlvelet V-re zart

Yu,veV -re u+v=v+u— kommutativ

Yu,v,x€V -re (u+v)+x=u+(v+x)— asszociativ

YueV -re JyeV u+y=0— additivinverzének I -e

doeV Yu€V -reés u+ac=u — neutrdliselem I -e

YueV -reés A€EF -re u-A€V — a mdlvelet V-re zart

ev=y deeF Vv -re — egységelem I -e

(A-p)v=A-(pv) VA ueF VyeV -re

(A+u)yv=A-v+uv VA, ueF VyveV -re

10. A-(u+v)=Au+Ad-vy VAeF Yu,veV -re

© N UTAWN




Definicid:Vektorrendszer
V vektortér ViV, V,EV (v v,y
Definicid: Linearis kombinacio
m’lz,...,‘ineV ; (Xl)O(21“"O(n€F

n
2 Xi V=0Vt v, + o, v, EV
i=1
Trividlis eset:
n
=0, ==x,=0 Z ;- v,=0
i=1

Definicid: Linearis burkold

n
[vi.....v,|EV linedrisan fiiggetlen, ha Y. &, v,=0—a=0 (i=1,...,n)
i=1
Definicié: Linedrisan fliggé rendszer
{\i,...,vn}EV linearisan fiiggd, ha
n
Z o,v,=06s 3 «,#0 (k=1,...,n) azaz létezik nem trividlis linedris kombinacio,
i=1

amely 0-t adja.

PI. aj?&O; o oV, o<
i=1,i#j j i=Li#j

Tétel: Egy vektorrendszer akkor és csak akkor fligg6, ha valamelyik vektor kifejezhet6 a tobbi
vektor linedris kombinacidjaként.

Definicid: Generatorrendszer

{5,...,Q}€V és [m,g,.-.,g =V vagyis V,,...,v, vektorok lineéris
kombinacidjaként az egyik V vektortér el6all.

Definicié: Bazis
{5,...,5}6 V' bazis, ha lineérisan fliggetlen és generatorrendszer.

Tétel: Egy vektorrendszer bazis, ha vektorterének ( {n v,(€V bazis V-ben) akkor és

csak akkor, ha Jve)V —>=Z v, egyértelmlen.

i=1

Tétel: Kicserélési tétel
Ha V-ben létezik két bazis: [v,.....v,| és [u;,...,u,|-r=s




Tétel: Dimenzidtétel

Ha 3[5,\2,...,\/_,}61/ bazis, akkor a rendszer vagy bazis elemszama a dimenzio,
dimV =r

Pl. C' a C felett, vagy R* IR felett 4 dimenzids vektortér

Definicié: Haa C [a,b] -ban nem 3 végesszdmu béazis, akkor nem véges dimenziéju
térrdl beszéllink.

Definicid: Altér

V vektortér F felett UCSV altér, ha U maga is vektortér ugyanazon mi(veletre nézve.
u,veU—-u+velU
A€F—-A-ucU
0 mindig altér.

Tétel: Ha U; és U, altér V-ben, akkor U ,NU, és U,+U, is altér.

12. Euklidészi tér

Ertelmezés
V vektortér K szamtest felett

Skaldris.szorzat Vi, V,€V vektorparhoz hozzérendelink egy skalart( k€K )
Jeldlése ( vy, Vv, )
Tulajdonsagai:

Lo (v, vy)=(v, )

2. (evpy)=c(vy,v)

3. (nHvyvy)=(v,v)+(vy, vy)

4., (v,v)=0 és (v,v)=0——-v=0

Definicié: Euklidészi tér
Olyan vektortér, amelyben értelmezve van a skalaris szorzat.
Példak:
1. |R"={;_c=(x1,...,xn)|xl.€|R} (x,¥):=D x,,
i=1
2. C”={g=(xl,...,xn)|ci€03} (c,d):=D) ¢, d,

k=1

3. Cla,b] = {ffolytonos [a,b]-n}
(f.g):=] f(x)g(x)dx

Bizonyitas:
f€Cla,b] azelsé 3 tulajdonsdg a hatarozott integral
definicidoja és tulajdonsagai alapjan kodvetkezik
b

4. a) (f,f)=0 [ f(x)dx=0
5. b) f(x)=0==(f,f)=0 f#0-[ f*(x)dx>0

Definicid: Norma

Legyen E Euklidészi tér, ekkor ||v||:=V(v,v) a norma.
Pl [lxll=v(x,x) x=(x,,x,x;) [xll=Vxi+xi+x;




Definicié: Tévolsag
d (v, v,):=|lv,=v,

e

x
d(x,y)=|lx—y|] = tavolsdg a 2 vektor végpontja kozott

Definicié: Merdlegesség: 2 vektor meréleges (v, Lv,) ,ha (v,,v,)=0

Tétel: Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlensé
Legyen E Euklidészi tér; ‘Q:V_zEE_’Kh:V_z)|5||h||'||v_2||
Bizonyitas: E valés c€R
(V1= evy,v—evy)=0
(Vi i) =2eefvy, v )€y, v,) 20
I lP=2-c(v), v,)+c*|v >0
— c-nek masodfokl polinomja, teljestl ha D<0
D=4:(v,, v, =4[y, [ [|v,|F <0

vy v, )I=<lyy v,

Definicio: Bazis Euklidészi-térben
n-dimenzids Euklidészi térben E"
B=le,,....e,| bézis

Ortonormalt bazis
0 bha, i#j e le; (i#))
Pl. 3-dimenzids valds vektortér {i,j,k} ortonormalt bazis

(ei:e_[

Tétel: Gram-Schmidt-féle ortogonizalasi eljaras
B={Qlén] bazis E" -ben — 3 C=[c?,c_’;,...,c:]

ortonormalt bazis, ahol QG{E] cze[_llﬁ]ﬁle{ﬁb_}
¢,=b,
c=by+A-¢

0=(c;,¢;)=(by )] +A[ey ) =A==

Altaldban ¢;,...,¢;_,
Ck:bk+§1'ﬁ+§2'c_z+---+§k—1'£_’g:---,gk—l QiJ—Cl (i<k)
b)) (ben)
& == P DY
lerail (cimr s cimd)

Tétel: Projekcié-tétel
E Euklidészi tér, S altere, P¢&S

E

(s)v




) SES pont és halmaz tavolsaga

d(P,S)=inf d(p,s
d(p.s)——p—syls (s€S)

d(p, S)

PI. V2-ben y

Definicié: Euklidészi tér linedris operatora

E" B={gl,...,gﬂ} ortonormalt bazis
v=vie, tvye,toty e,

TeC(E" E")

13.Linearis operator
U,V vektorterek F szamtest felett

Definicié: Leképezés (operator)
minden egyes u €U vektorhoz hozzarendel egy vE)V vektort:
T. U-=V ; T-u=V T operator

1%
U®/H
)%

Definicié: T operator linearis, ha

1. T(u+u,)=Tu+Tu, (u,u,€U)— additiv tulajdonség
2. T(Au)=A(Tu) (ueU ,A€eF)— homogén tulajdonsag
U targytér TulueUSV|) képtér
v V
0
Ker (T Im(7T)

Definicié: funkcionl
Specialis operator, az egyik tér R vagy € halmaza




Definicié: Magtér
(ueU Tu=0|=Ker(T)= T operator magtere (Isd feljebb)

Jelolés: C(U,V)=[T:U—Vlinearis|
Tétel:

Legyen T€C(U,V)— a) képtér, azaz Im(T) altér
b) magtér, azaz Ker(T) altér
c) T egyértelm(i leképezés «—— Ker(T)= 0
Egyértelm( (1-1 leképezés)
Y u,#u, -reigaz, hogy Tu,#Tu,

-

Bizonyitas: Tétel bizonyitasa

a) Im(T) altér V-ben
I. vl,vzelm(T)—lervzeIm(T)
=Tu,v,= Tu_zzhiv_2=Tﬂ+Tu_2=T(Lh+LQ)€Im(T)
. uelm(T),/\eK—m-ueIm(T)
v=Tu—->A-v=A(T-u)=T (A-u)€Im(T)

b) Ker(T) altér U-ban

1. u,,u,€Ker(7T)—u+u,eKer(T)
Tu=0 , Tu,=0-T (u,+u,)=T u+Tu,=0+0=0
—u,+u,€Ker (T) N -

1. ucKer(T) , AeK—>A-ucKer(T)

Tu=0-A(Tu)=T(Au)=A(Tu)=A-0=0—-A-ucKer(T)

c) Ker(T)={0} «— 1-1 leképezés
|4 —u=0€U v=TucV
u—Tu= —y=0€V

u—u ;:EQ—>Tul Tu2 T (u,—u,)#0
képezés — Ker(T)={0}
#{0]->3u#0 u€cKer(T)

— ellentmondds, mert ekkor T mar nem 1-1 leképezés
Tétel: Dimenziotétel
TeC :UésV véges dimenzids terek
dim(U)=dim(Im(T))+dim(Ker(T))
Bizonyitas:

U

dim(Im(T))=r
dim(Ker(T))=m




v 5} bazis Im(T)-ben
&} bazis Ker(T)-ben

bazis U-ban, r+m elem
dim(U)=r+m

|
’x_mf

Tétel: Mlveletek operatorokkal

ml

a) Osszeadas T, T,ec(U,V)
(T \+T,)u=T u+T,u ueU->T+T,eC(U,V)
Bizonyitas:
L (T, +T)(u+u,)=T u,+T uy+Tyu+ Tyu, =T (u, +uy) + T, (u, +uy)=
=(T\+T)u+(T,+T,)u,
(7 +7,) (Aw)=A[(T,+ T, )u]
b) Skalarral valé szorzas
Teg(U,V) aeK (AT)u=A(Tu)-ATeC(U,V)
C) Szorzas, operatorok szorzata
Tec(U,V) Tec(V,w)
(I'T)u=T(Tu)->TTeC(U, W)
Bizonyitas: 3 . 3 _
L (TT)(u+uy)=T(T (u,+u,))=T(Tu,+Tuy)=TT u,+T T u,
(TT)(u_+u_)=7~”T_1+7~“T_2 u, u,€lU
II. ueU , A€k
—(TT)Au)=T(T(Auw))=T (A (T u)=A(TT)u
d) Inverz operator
Teg(U,V) ésKer(T)={0} — T 1-1 leképezés
V
Definicié: Linedris operator matrixa
Tec(U,,U,) dim(U,)=n , dim(V,6)=m
B=[€] ﬁ} béazis U,-ben
F=\f,....[, bazisVna-ben
YueU,»u=u,e+...+u, e,
u B-re vonatkozo koordinatai
Uy
u= — koordinata oszlopvektor
u}’l
YyvnV,»v=vfi+..+v,f,
Vi I Lin




/
Te,
B F tll tln
r- =y - B és F kozotti linearis operator, mxn-es matrixa
tml tmn

Tétel
Tec(U,,V,) ,Bbazis U, -ben, Fbazis V, -ben.
U, Vi U Vi
u= cov=l: > Tu=y—oI”"|:|=
un Vm un vm

Bizonyitds: u=u,-e,+...+u, e,

U Vi

Tu=u;T-e+...4+u, T-e =v=u -t+..4u-t,=T"": :
il n al

t t, u v

.3 n m

Il
<
Il

Tétel: Operator matrixanak tulajdonsagai
T, T7,T,€¢(U,,U,) ;Begybazis U, -ben
a) I,+T,=T+T,
b) QAT)=A-T
o II,=IT,
d) Ha 377'>(1")=(T)"
Tétel: Operatorok sajatértéke és sajatvektora
Tec(U,U) ; A€K , u=seU

Tu=Au sajatérték és sajatvektor

—
o

Tétel
Tec(U, U, ; B=le,....e,] bézisU,-ben —»T=""%
§
Egy s=| :| , A€K sajatvektora és sajatértéke T-nek, ha
Sl’l
S
‘| és A sajatvektora és sajatértéke I -nek, azaz
S}'[
S S
Ts=As——T =A
Si’l Sl‘l
u, v,
Bizonyitds: Definiciéja: Tu=ve—TI| : |=
u v




O~

14. Bazistranszformaci

Ertelmezés: V, ; B,={b,....b,|

n

Bz={ﬁ’...,&}

¢, =2, ¢,b (j=l..n) ; C=(c,) Bi-rél B,-re attérd bézistranszformacié matrixa

reg(v,.v, , r» , "

Definicid: Spektralfelbontas
A nXn -es; S,...,8, flggetlen sajatvektorai A-nak; A,...,A, sajatértékek
A-s,=A-s, (k=1,...,n) 5,#0

A, 0 - 0
A=90 A Ol=iaa,.0,)
0 0 A,
Tetel S_(SISZ ﬂz) A:S'<Al ’An> ™ BBI:{SI ﬂ’}
1 0
B,= 0 : s .= ” s.c,—>S=C
2 ’ ’ 0 D P iy B,— B,
0 1

Példa: A" kiszamitasara kivald
Tétel: A"=S-((A,...,A,)f 5™
Bizonyits: A=S(A A 8T8 A LA ) ST =S (A ) ST

E
Indukciéval bizonyithatd

Tétel: Osszefliggések sajatértékekkel
a) Anxn-es A..., A,
det A=A "Ny A5 0,
Bizonyitds: K (2)=det(A—AE)=(A;—=A)-...-(A,—A)
ha A=0—det A=A,-...-A,
b) Matrix nyoma
Tr(A)=A,+A,+...4A,=a, +an+...+a,,
n-edfokul algebrai egyenletre vonatkozo Viet-tétel

15.Onadjungalt operatorok sajatértékei, matrixa

TeC(E", E")
7" :T adjungalt operatora
(Tx,y)=(x,T"y) Vx, yeE"




Tétel: Y TeC(E" E") van T* adjungéltja és egyértelmilien meghatdrozhat6(1db van):

T"y=)(».Te)e,

i=1

Bizonyitas:
a) I. T'eC(E" E")
T (x+y)=T"x+T "y

D(x+y,Te)e=2,(x,Te)e+Y, (v, Te)e,
i=1 j=

i=1

b) (Tx

=
ﬂ-)6
=
I
[ Ngb
[
[®
<
H
i
~
O:
N
<
[¢]
[md
0]
3
=
o<
(D~
1]
H
L
-,
©
o
o
3
ctr
Q-
2]
Q-
o
o

c) Csak egy van
(Tez’vy ( )

)=
(Jz Te,)=(T y,e)

; (T"y,e)=2(y.Te)e

Definicidé: T* matrixa
TEC(E”,E”),B={eA,...,&} ortonormalt bazis

r=r""=1">1"=((T"))
Ha valés tér —T :(L)T
bij:(T ii’_l)z(gz’ _t)=(T_l’e_L)= ij
Definicié: Onadjungalt operator:
Ha T*=T, akkor T 6nadjungalt operator. Ha B=[5,...,ﬁ] ortonormalt bazis, akkor
- [:ﬁ:(z)T . Valés térben T=T" , vagyis szimmetrikus operator az

O6nadjungalt operator.

Tétel: Onadjungalt operator sajatértékei valds szamok

. . (1 S,S)—()\S,S)—)\‘(S,S) <
: =T -¢— _ —-A=A—-2A€R
BIZOIlgltaS A-s=T-s ( ,T ) ( ’)\ ) 2\( , ) A=A A€l

Tétel: Onadjungalt operator kildnbdz6 sajatértékeihez tartozd sajatvektorok merdlegesek
egymasra

(A5, 85)=A-(s,.5,)

Bizonyitds: A;#A, ; 5, ; 5, (Ts,.8)=
A(S1 &)

(Ts18)=(5.T 55)=(5,A,:5,)=2,(5,.5,)
AI(S_I,S_Z):AZ(S_IL_Z)

51,52




(N‘M)(ﬂ&)zo
#0

—(s,.5,)=0-s,Ls,
Koévetkezmény: Ha T€C(E",E") 6nadjungalt operator n kiilénbézé sajatértékkel, akkor
3 B={~L1---’&} ortonormalt bazis.

Tétel: FGtengely-tétel
TeC(E", E") ®nadjungalt operator 3 B={i-.-,§,} ortonormalt bazis akkor

A, O 0
75— 0 A, 0
0 0 A

16. Operatorok diagonizalasa

Definicié: E (valds vagy komplex) Euklidészi tér; T€C(E,E)
a) Tunitér I3T7' és T'=T"
b) Tnormalis 7°-T=T-T" (felcserélhetSek)
c) Tizometria 37" és (x,y)=(Tx,Ty) Vx,x€E -re
Megjegyzés: tetszéleges A matrixra
a) A'=A4""> unitér matrix
b) A-A'=A"-A— normalis matrix

Tétel: TEC(E",E") , akkor
1. T unitér akkor és csak akkor, ha izometria is
2. B=le,...,e,| ortonormélt bazi — T unitér «—T’=4
A=4"=4"
3. Tnormélis «—A"“A=A4-A"

Bizonyitas:

a) Ha T unitér T*=T"

(Tx,Ty)=(x,T-T y)=(x,T-T""y)=(x, y)

b) Ha T izometria 377! ; (x,y)=(Tx,Ty)
(x,)=(Tx,Ty)=(x, T Ty)=(x,y—T T y)=0
(x,»(I=T"T))=0 , ahol I identikus operator. (I-X=X)
T'T=I-T"=T"

Tétel: Onadjungalt vagy unitér operator normalis operator is
Bizonyitas:
a) T T—>T T=T=T-T"

by T'=r'S71"T=r"'"T=I=T-T'=T-T"

Tétel: Diagonizalasi tétel
Egy TE€C(E",E") operatorhoz akkor és csak akkor létezik B={ﬁ,...,7
ortonormalt bazis, amelyre T” ortogondlis, ha T normalis operator.

Bizonyitas(vazlat):

a) Ha 3 B= g} ortonormalt bazis, Z
, A

ey
ST'T=TT" ,mert I'=(I)"=(A,...

Q
S

(A,...A,)=T

)




L'r=(A}.. A=
b) T normalis szerkeszthet6
{ﬂ...,ﬁ} ortonormalt bazis, amelyre T'° diagonalis. B={ﬁ7.--,§l
Sajatvektorokbdl allé ortonormalt bazis. Bizonyithatd, hogy ha ilyen rendszer létezik

STP=(A,...A,)
Kévetkezmények:

1. Ha egy operator 6nadjungalt vagy unitér operator, akkor 3 B={€_1,-.-,e_,,} ortonormalt
bazis, melyre T'® ortogonalis
2. Valos Euklidészi terekben az unitér operator egyben ortogonalis operator is.
3. Az unitér operator minden ortonormalt bazist egy masik ortonormalt bazisba visz at
(x,»)=(Tx,Ty)>(e,e;)=(Te, Te))

4. A }ortonorméltbézis.

Il
—
o
]
S—
oV
Il
e
r4

N

Tehat I operator B-re vonatkozé matrixa az A métrix — A =4"=4""
Vagyis ha A ortogondlis matrix (oszlopai ortogonalisak), akkor a unitér matrix,
specialisan ha valés A7= 4"

2. Sorozatok,sorok

17.Szamsorok

Definicié: a, a,...€R
00

Formdlis sor: @, +d,+...+a,+..=).a, ,ahol a,=4ltaldnos tag
n=1

Tétel: Algebrai m(iveletek
a) Osszeadas
00 00 00
2 a,x2.b,=>(a*b,)
n=1 n=1 n=1
b) Szammal vald szorzas
00 00

N;%FZM%)

n=1
Tétel: Konvergencia

Definicid: részletésszeg:

Zan szzan (m=1,2,)

n=1 =1
o0

n
m-edik részletosszeg [Sm}1 szamsorozat

a) Ha dlim smzseIRHZan=s—>z a, konvergens

m— o n=1 n=1

b) Ha nem dlim Sm_’z a, divergens

m— oo n=1




Tétel: Konvergens sor elem tulajdonsagai
1. Konvergencia szlikséges feltétele

Ha Za konvergens —>11ma =0

n=1

2. Zarojelezés
Ha a,+a,+...+a,,+a,.+...+a,+...—A€R

—(a,+a,+...+a, )+ a,., +...+a,,)+...=A€R

3. Véges tag elhagyasa és hozzdadasa
Egy sor konvergencidja, illetve divergencidaja nem valtozik, ha végesszamu tagot
hozzaadunk, vagy elhagyunk beI6Ie

. Zb B—>Za+2b =A+B
4. D a,=4

n=1 —AeR A-Z a,=A-A
n=1
Definicié: Pozitiv tagu sor
2. 4,>0 n=12,... konvergens — 2 4,<®

n=1 n=1

Tétel: MaJorans krlterlum

o0 o0
zan zc Oﬁanscn Ha ch<oo_>zan<oo

n=1 n=1 n=1

Tétel: Minorans kritérium
o0 o0

Zan ’ zcn OScnSan Ha ZC”:OOHZQ”:OO

n=1 n=1 n=1 n=1

Tétel: Hényados kritérium

.. a,
Za (a,>0) Legyen I=lim - ha J— I<1 sor konvergens, I>1 a sor

n—owo A,

d|vergens, I=1 a sor konvergencidja nem hatarozhat6é meg.
Tétel: Gy?’ok-kritérium
Z (a,>0) Ha 3 l:lijlolo n\/;n* <1 konvergens, |I>1 divergens, =1 a sor
kc;\l/ergenciéja nem hatarozhaté meg.
Tétel Integral-kritérium

0<f(x) monoton csékkend fiiggvény [l,oo) -on Zf(k)<°°‘——’ff(x)d3€<°°
k=1 1
Bizonyitas:

A

o Q)+ f3)+...+f(n)<) f(x)dx<f(1)+ f(2)+...+ f (n—

IA
s

v




Definicié: Abszolut és feltételes konvergenaa

1. Abszolut konvergens sor Zan abszolut konvergens, ha Z|an| konvergens

n=1 n=1

2. Ha Z|an| konvergens — Zan is konvergens

n 1 n=1

3. Ha Za <°0—’Z a, abszolut konvergens

n=1

M8 i

4. Ha a4, konvergens, de Z|an| nem, akkor feltételesen konvergens Zan
n=1 n=1 n=1
Tétel
1. Ha Zan:A sor abszolUt konvergens — barmely atrendezése ZanI:A
n=1 n=1
2. Ha 2.a,=B feltételesen konvergens —3 A€R*w ,hogy >.a,'=A4 (#B)
n=1 n=1
N +1
Definicié: Valtakozd el6jell sorok ¢,>0 ¢, —c,+c;— Z )’
7 . - - 7 . n+
Tétel: Leibnitz-kritérium ¢,;=c¢,>... és limc —0_’2 "€, konvergens

n—o0 n=1

18. Fliggvénysorozat, fiiggvénysorok

Definicié: Fliggvénysorozat
So(x),s,(x),... x€H {s5,(x)]7,

Definicié: Konvergencia
x,€H pontban konvergens, ha (s (xo)ly _’]}T}O 5¢(X)=5 ahol s az adott pontban a

fuggvénysorozat hatarértéke.

Definicié: Konvergencia-tartomany
(s, (x)}y= KT=(x:3 lim s, (x)=s(x)}

k—o0

Definicié: Hatarfliggvény
x€KT —lim s,(x)=s(x)

k—oo

, ahol s(x) a sorozat hatarfliggvénye.

Definicié: Egyenletes konvergencia
lim s, (x)=s(x) i XEKT ; x,€KT—|s(x,)—s(xp)|<e , ha k<N(e)

k—

N(g) szdm &-tdl és xo-tdl fligg és V>0 -ra ha igaz, akkor si(x) egyenletesen
konvergal s(x)-hez H-n

Definl'cié:wFUggvénysor
Y filx) x€eH= fuggvénysor
k=0

Definicié: Konvergencia

A figgvénysor X,E€H pontban konvergens, ha D filx,)=4 AeR
k=1

=Y f.(x), [s,(x)] fuggvénysorozat, akkor igaz, hogy s,,(x,)— 4




Definicid: Konvergenc;atartomény és 0sszegfliggvény
KT={x 3 Z fk(x)=f(x)€|R} , ahol f(x) a sor 6sszegfiiggvénye.
k=0

Definicié: Egyenletes konvergencia
> fux)=s, (x)=. f,(x) Ha s,(x)=f(x) x€H , akkor a fiiggvénysor
=l k=0

egyenletesen konvergal f(x)-hez H-n

Definicid: Pontbeli abszolut konvergencia

Ha Z |fk xo)|<°0—> Z f Xo abszolut konvergens x, pontban
k=0

Definicid: Abszolut egyenletes konvergencia

Ha Z |fk egyenletesen konvergal H-n _’Z fk sor abszollt egyenletesen
=0 k=0

konvergens H-n.

Z |fk<x)| egyenletesen konvergens H-n —>Z fk(x) is egyenletesen
k=0 k=0

konvergens.

Tétel: Weierstrass-féle kirétrium . B
|fe(x)|<e, , (xeH, k=0,1,2...) és ch<°°_’2|fk(x)| egyenletesen
k=0 k=0

konvergens H-n, és Z f(x) abszolut egyenletesen konvergens.
k=0

19. Fliggvénysorok osszegfiiggvényeinek tulajdonsagai

A tételek az egyenletesen konvergens fliiggvénysor 0sszegfliggvényeinek tulajdonsagait irjak
le.

Tétel: Folyotonosség
;fk(x)=f(x) egyenletesen konvergens [a,b] -n —
a) Ha f,(x) fuggvények folytonosak x, -ban — f(x) is folytonos X, -ban
b) Ha f,(x) fiiggvények folytonosak [a,b] -n — f(x) is folytonos [a,b]
Tétel Differegciélhatéség
Ha l;fk(x)=f(x) (x€(a,b)) ka =g(x) (egyenletesen konvergens)
- f'(x)=g(x)
Tétel: Intggrélhatéség
kZ f(x)=f(x) egyenletesen konvergens [a,b] -nés

3 [ fulx)deo [ flx)de=3 [ £i(x)dr

k=0 a




20. Hatvanysor, Taylor-sor

0

Definicid Z (x—x,) £ a sor hatanvysor, ax egyitthato, xo kézéppont.

Ha 4;= 3 O_)zx

Definicié: Konvergencia-sugar
Cauchy-Hadamard-formula

0 1 — 1
R=——— ., . R= A
Z‘ X= xo : lim \/|an| ha letezik, lim |an+1| , ha létezik

n— o0

n—o |an|

Tétel: Konvergencia-tartomany

a) Ha R=0, akkor csak x,-ban konvergens

b) Ha R=co, akkor a sor mindenhol konvergens
|x— x,| < R konvergens

c) Ha O<R<oo |x— x,|> R divergens

|x—x,|=R?

Bizonyitas Z ak X—= xo Z Cr , gyok-kritérium alkalmazasa

lim \/|ck|— —hm \/|ak| |x—x,[*=|x—x,| hm V]a

k— o0
l<1 |x— x0|<Rkonvergens
x =2, .
[=— "% [>1 |x—x,|>Rdivergens
I=1 |x—x,|=R?

Tétel: Abszolut konvergencia

Z an('x—xo)n
n=0

r<R, [xo—r,x0+r]C(x0 R,x+r) hatvanysor abszolut egyenletesen konvergens
[xo—r, xg+7] (x,+7) -ben aszollt konvergens: D la, (xg+r—x,)| <o

0
=x<ro X la,(x=x,V|=2 g, r—x ) <3 la, |- <o

n=0 n=0 n=0

. ’ - 7 - n ’
Weierstrass-féle kritérium —>Z an(x—xo) abszolut egyenletesen konvergens
0

Hatvanysor minden belsé intervallumon abszol(t egyenletesen konvergens.

1 ’
)" abszolut konvergens x-ben

Tétel: Hatvanysor 6sszegfliggvénye
> a,(x—x,)"= f(x) [x—x,|<R
n=0

1. f(x) folytonos Kr(xo)-ban

2. Ha (x0+R) pontban konvergens — f(x) balrdl folytonos (Abel-tétel)
Ha (x0o-R) pontban konvergens — f(x) jobbrol folytonos
3. f(x) vegtelen sokszor differencialhaté (xo R x0+R) -ban
f’(x)=Z(a (x—x,)" Za ‘n(x—x,)" Za n-(x—x,)""'>R'=R
n=0 n=0

Egyutthaték meghatarozasa

Z a,(x=x,)"=f(x) Kg(x,)

-ban
n=0




,@ (xo) 2 (n) (xo)
1

Hx=x,)+ f' ’T!(x—xo) +..+f 7!(x—xo)"

Definicié: Taylor-sor

YA RSt LT PP P Tp Ay T

f(x) fuggvény x, koérili Taylor—sora

f(x) akarhanyszor differencidlhatd Kx(xo)-ban (R>0)
0 (n)
> Lo

- !(x—x,)" formalis hatvanysor

n=0

Altaldban
Adott f fuggvény Taylor-sora

a) konvergens xo-ban és eldallitja f(x)-t

if(n)(xo)
nzOT(x_xo)n:f(xo)

b) divergens xoban, R konvergencia-sugaru

1
R=
. ‘f(’”(x) f(x)=T,(x)+R,(x) Taylor-tétel
lim |—%
n!
( ) ,,(xo) 2 (n)(xo) n
T, (x)=f(x)+ f'——!(x=x,)+f T/(x—xo) +...+f T/(x—xo) — Taylor-
polinom
_f("‘*’l)(g) n+l _Ai y _fA
R, (x)="——2-(x—x,)"" =&, azn-dik maradéktag (Lagrange-féle alak)
5 (n+1)! "

A Taylor-polinom a Taylor-sor n-dik részletdsszege
T,(x)=f(x) (now)=>R,(x)=0
Kozelités hibaja
f(x) Taylor-soraba kifejthet6 K (x,) -ban

(n+1)
FT ) 1 =T < B e mert 10T (O=IR,(x)
n+l M .An+l

M = m[ax |{n+1) x)| Jx—x |”“_(n”+—1)/ x€[a,b]— kicsi, ha n nagy

x€la, b !

Specialis eset
2 n
f(x)= e—1+1,+2/+ +i x€R
(x)= ‘)‘—1+_—+—2+_X3 Tl DR S

sWme =Ty T T




a) f(x)- f(Ax) , akkor Taylor-sorban x helyére A-x kerll

0 ")y
b) f(x)—>f(x2)=f(x0)+ / 1(/ o) (xz—x0)+...+ fT(/O)(xz—xo)"

21. Fourier-sor

Definicié: f(x) 21T periodikus integralhaté [0;2TT]-ban

reR[2m]
ak(f)=%ff( )-coskxdx k=0,1,...
bk(f)=%ff(x)-sinkxdx k=12

0 by si x4bysin2xt.. =204 k-x)+b,sin (k
5 taycosx+bysinx+ay cos2x+b,sin x+...—?+k_l[ak-cos( -x)+b,sin ( 'x)]

f Fourier-sora.

Ha Xo-ban Fourier-sor konvergens, akkor 6sszege xo-ban egyenld f(xo)-lal.
Fourier-sor divergalhat sok pontban

Tétel: Riemann-Lemma
lim ak(f)=0 lim bk(f)=0
k— o k— o

f 2n periodikus

ak(f)=iff(x)cos k-x) v=— nfaf )-cos (k-x)dx %} f(x)-cos(k-x)dx

bk(f)=:r—ff(x)sin(k x) . f f(x)-sin(k-x)dx
a) Ha f paros ak(f)=%}f(x)~cos(k~x)dx , b (f)=0

b) Ha f paratian a,(f)=0 , bk(f)=%ff(x)-sin(k-x)dx

Tétel: Pontonkénti konvergencia

Ha f,f' 2n periodikus, szakaszonként folytonos [0,2n-on, akkor f fliggvény Fourier-sora
f(xo+)+f(xo—)

Xo-ban konvergal 7

Tétel: Szakaszonként folytonos [a,b]-n

f fuggvény véges sok pontban nem folytonos [a,b]-n. Ha f korlatos is, akkor minden Xo-
ban 3 f(x,.) és f(x,_)

Kévetkezmény: f,f' szakaszonként folytonos (f€R[2]) , akkor f kifejthetd Fourier-soraba
minden folytonos Xxe-ban.

Tétel: Egyenletes konvergencia

f 2n periodikus és 2-szer differencialhatg, f'' és integralhatd [0,2n]-n, akkor f kifejthet6
a Fourier-soraba az egész szamegyenesen és egyenletesen konvergens.




Bizonyitas:

k=1
ak(f)=%j‘ f(x)cos(k-x)dx=%[f(x)%sin(k-x)]n —k%j‘f'(x)sin(k-x)dx=
T oL costrn =1 ol =L cos(he o e
=] mgeostien] 2L ] peostien]a
__ L R "
=— kz_'[Tf (x)cos (k-x)dx PE a,(f")
= =—i- r — < L < L
b,(f)=... 2bk(f ) la,|<M E |b|<M E

k=1

|7|+Z|a cos (k-x)+b,sin (k-x) |<| °|+2| I+1b, |<| °|+M-z(%+%)<ooﬁ
Weierstrass-féle kritérium szerint a Four|er sor egyenletesen konvergens R-n.
Definicid: Eourier—sor komplex alakja

Jkx .. . .
Z Cr€¢ 7 komplex fiUggvény Fourier-sora

k=—o
Definicié: 2| periodikus figgvény Fourier-sora
f(x+21)=f( ) Vx€R [>0 fintegralhaté [0,21]-n

+Z +bksin(k7nx)]
i

k=7f cos(—x)dx
1 l

—f sm(—x)dx
2

22.Tobbvaltozos fiiggvény

akcos(

k

Definicié: R"={x=(x,...,x,). x,€ER]

x+y ; Ax ; (9_6,)1)=in'yi 7 ||x||=\/fo
i=1 i=1

x :vektor, x :pont P~x O~y ; d(x,y)=d(P,0)=[x—y]
n=1,2,3 — geometriai jelentése

v




Tartomany
T<R"
n-dimenzids tégla
(x=(x....,x,):a,<x;<b; i=1,....,n x,€R]
n=1
r r_
-
5 a
n=
Ay
d,,,,
cl
a b x
n-dimenzids golyé
(x=(x...,x,):lx—all<r]
n=1
r ro
S
a
n=2

v




AZ
N
X
Definicié: Kérnyezet:
e>0 ; P=a
(x=0:d(P,Q)<e|=[x:|lx—all<¢}
n=1

n=2 nyilt kérlemez

Definicis: Belsd
TSR"
0

D

M

P: T bels6pontja, ha 3 K, (P)cT

Definicid: Kilsé pont
Q T kiilsé pontja, ha 3 K, (Q): K, (0)NT=0

Definicié: Hatdrpont: M T hatérpontja, ha ¥ ¢>0 -ra K.(M) van belsd és kiils6 pont.

Definicié: Nyilt tartomany
T nyilt tartomany, ha V' pontja belsd pont

Pl.: (x—1)+(y—1)*’<1— kérvonal «T

Definicié: Zart tartomany
T zart tartomany, ha komplementere R"\T
Pl.:. k={(x,y):x*+y’<1} k=R \k
T° =T belsé pontjainak halmaza
front T — hatarpontok halmaza




T lezértja [T]-T°U front T

Definicié: Korlatos tartomany
TSR ,ha 3 K. (P)2T

Definicié: Pontsorozat konvergenciaja

x,=P,cR"(k=0,1,...) ; a=PcR"
x,—alk—w) M K=a lmP=P g d(P,P)=0 (ko)

vagyis [lx,—al[—0 (k— o)

n=1 szadmsorozat hatarértéke

Tétel
5= (X Xy %) a=la,....a,)
lim x,=<— X, =4
k— o0
: k— o0
xnk_éan
n

x—allx—all[=0 , Y (x,—a,V—0-—x,—a (k—ow,i=1,...,n)

i=1

Definicié: Torléddasi pont
DSR" , a€R" a D-nek torlédasi pontja, ha I a,=D (n=12,...) a,~a
Y belsd pont torléddsi pont + hatarpontok is, kiilsé6 pontok nem

[

Definicié: n-valtozds valds fliggvények

DcSR" ; f:D—R" ; f(x)=x—f(x)eR ; ¥V xeD vektorhoz hozzarendeliink
egy valés szamot. D értelmezési tartomany, f(x) skalarvektor fliggvény, f(p)
pontfliggvény, f(xl,--.,xn) tobbvaltozds valds fliggvény
Grafikonja: f(x,...,x,)=f(x), x€D

G={(f(x).x,....x,)x=(x, ..., x,)ED|

Definicid: Osszetett fliggvény
n=2 f(x,y) ; x=X(u,v) , y=Y(u,v) ,ahol u,v€D,, f(x(u,v), y(u,v))

n=3 f(x,y,z) ; x=x(u,v,t) , y=y(u,v,t) , z=z(u,v,t) ahol
u,v,te€D f(x(u,v,t), y(u,v,t),z(u,v,t))

Definicid: Hatarértékszamitas
f D—IR DCIR" a€D" (torlddasi pont) AER , vagy oo
l;iri[f(l)]=A ,ha Vﬁ(—)@ (ﬁ{ED,ﬁC;ﬁQ)—)f(ﬂ)—)A (k— )
Tétel: Mlveletek
1. lim[A-f(x)]=A1im f(x)

. }(iilg[f(x)ig(x)]ﬂif:f(x)iiigg(&)
3. }:ifj[f(’—‘)'g(&)]zlfirjﬂ’—‘)'ff (x)
h lim f(x)
o tm LD T ()0l g (x)%0

x—a g(zc) lim g(,x) x—a




Definicid: Folytonossag
f(x) , xéDSR" , a€D folytonos a -ban, ha }le;f(x):f(él)

Tétel: Tulajdonsagok f(x) és g(x) folytonos a -ban, akkor

1. fzxg
2. Aflx)
3. flx)glx)
4 S x) g(x)#0 — fiiggvények is folytonosak
g(x)
Tétel

fx,y) , x=x(u,v)=@(u,v) , y=yu,v)=y(u,v)
Ha ¢ és y folytonosak (u,v,) -banés f(x,y) folytonos (@(ugv,), W (uve))
pontban, akkor g(u,v) folytonos (u,v,) -ban

Definicié: Végtelen pont
a€R" (véges pont), b=(b,....b,) I k:b,=%o0

1

lim f(x)=4 . pgiga lim lim —lim lim ——=——=0

x—b ¥20 y=0 x4+ pT x,20,-0 x,+ V), 0+o0

Tétel: Korlatos, zart tartomanyon folytonos fliggvények tulajdonsagai
Ha f(x) egy D korlatos, zart tartomanyon folytonos, akkor

a) korlatos: |f(x)|<K x€D , KeR
b) felvesz maximum és minimum értéket: Ix, f(x)<f(x,) Vx€D -re
dx, fx)=f(x) VxeD -re

23.Parcialis derivalas

DefInI’CIé' f(-LC) D_)IR (Dgan) 4 QEDUDT li Q:<al,"'1ak_])ak)ak+];'--)an)

Di=(xeR:(a,...,ar_,as,a5s1,...,a,)ED]
fix)=f ( @y, Ay, gy s-n0a,) , XED,
folx) csak egyvaltozos fuggvény x valtozé

df/;(x) }li_)o fk(ak+};l) fla k)=fk,<ak)

Ha 3 f,'(a,)— f(x) x, véltozd szerint parcidlisan differencidlhaté a -ban:

0f(x) _a/f(a)

1 a —
fila)= 8 =20
df(x) lim fla,...a,+h,.. . a,)-f(a,...a,..,a,
axk x=a h—0 h
Definicid: A lim-es kifejezés szamlaldja a parcialis differencia x, szerint.

Geometriai jelentése




Definicié: Totdlisan differencalhatésag

of(x

g 0/
a‘xk X=a

Definicid: Totalis differencia

f(x), a, h=(h ... h)
A=f(a+h)- f(a)=f(a+h,...,a,+h,)—f(a,...,a,)

Ertelmezés: Totélisan differencidlhatésag
0f(x
5 /W
6'xk X=a
Definicid: Totalis differencia
f()_C) r a }l:(hl,"':hn)

A= f(a+h)- f(a)=f(a,+h,...,a,+h,)-f(a,...,a,)

Ertelmezés: Totélisan differencidlhatésag
fla+h)=f(a)=A,h\+...+ A, h,+e(h)h+..+¢,(h)h, ,ahol A4, ..., A4,

konstansok; &(4),...,&,(h) kKicsik:

lime (h)=0 k=1 n—f(x) a -ban totalisan differencidlhatd

> A,-h,=df (a,b) differencial

Tétel:
Ha f(x) totdlisan differencidlhaté a -ban, akkor parcidlisan differencidlhaté ¥
szerint a pontban.
Bizonyitas: A2=(0, h,...,O)
A f(a Lag+h,...,a)-fl(a ... a, o/ (x)
— al ’ “=A+¢e (h)> A= —
ho h k i(;z C0x, 4
-0
Tétel:
Ha f(x) a pont kdrnyezetében parcidlisan differencidlhaté V' valtozé szerint és
X
g)ﬁ_) (k=1,...,n) differencidlhanyadosok folytonosak, akkor f(x) fiiggvény
k x=a
a pontban differencialhaté
Tétel:

Ha f(x) totdlisan differencidlhaté a -ban — f(x) folytonos a -ban
Bizonyitas: Totalisan differencialhatdsag definicidja alapjan

Tétel: Fliggvény kozelitése differenciallal
f(x) a -ban totdlisan differencialhatd

f(x)=f(a)+d f(a,h)

c_l-i-ZA h+Z£ (h)-h

-0

[
IR




Definicié: Magasabb rendd derivaltak
k-adrend( parcialis derivalt

f(x)=f(x,...x,) , K(a) -ben 3

Me g ( 8 (ﬁf@—c)))...

mekﬁxmk_l-...-@xml_6xmk 0X,,\ Ox

ml

ahol m,+...+m, =k

Tétel: Vegyes parcialis derivalt sorrendtdl vald fliggetlensége
f:D->R DCcR" , a -ban 3 &sszes -kadrend( parcialis derivaltja és ezek a

vegyes parcialis derivaltak folytonosak 4 -ban, akkor a sorrendjik fliggetlen.

Definicid: Osszetett fliggvény parcidlis derivaltjai

d t

f_ii( )):f'(g(t))-g'(t)e egyvaltozds fliggvény

gl)=f(@t)) , t=(t,....t,) , @=(py....,p,)> fnvéltozds @, ....p, m
valtozos

Lanc-szabaly

o0glt) _osf(@() _<af(x)
Ot; 1=y ot i=u =1 OXy x=q(u)
i of(x) 091

=il Ox; x=ol) Pl =y

ahol @,(t) totdlisan differencidlhaté u=(u, ...,u,) -ban f(x) differencidlhaté
a=(p,(u),...,p,(u)) -ban —g(t) totdlisan differencidlhaté u -ban és a képlet
fennall.

24. Kétvaltozos fiiggvény Taylor-polinomja

Egyvaltozds fliggvényes esetén
f(x) (n+1)-szer differencidlhaté K (x,) -ban

! (n)
Tn(x):f(xo)'i‘fI(TO)(x—x0)+...+fn—(/xO)(x—x0)” és f(x)~T,(x)
maradeicag: R,()=L e es 70T (xR, (3

| f(x)=T,(x)|<|R,(x)|<... ezt kell becsllni

Definicié: Konvex tartomany
IR* -ben. T tartomany konvex, ha T barmely 2 pontjat 6sszekotott szakasz is T-ben

van.
@ konvex @ konkav

R" -ben a#b ; a,b€R" ; TSR" ; s={a+t(b—a): t€[0,1]}
T konvex, ha barmely a , beT -reigaz, hogy az 6ket 6sszekotott s szakasz is
eleme T-nek.

Tétel: Lagrange-féle kdzépérték-tétel
D<SR" konvex tartomany, f.:D—IR totdlisan differencidlhaté D-ben, akkor




YaeD , h=(h,....h,) : a+heD I 0<9<I1 , hogy

fla+h)—f(a)= fo, a+9-h)-h=df (a+9-h,h)
@i (t)=a,+th F(t)=f(a+t: /i)—f(m(t)) teR
M: ) (t)=:a +t-h ~ F’(t):%f(gg(t)) “Lanc-szabaly Zf a+t h) E

F(t)-re alkalmazzuk a Lagrange kbzépérték tétel egyvaltozos alakJat

fla+h)=f(a)=F(1)=F(0 Zf (a+9-h):

Definicidé: Magasabb rendd differencial
d fla,h) Zf (a)-h, , ha f totdlisan differencidlhaté. Ha f(x) K(a)

kbrnyezeteben totallsan differencialhatd, akkor df (x,%) x€K(a) rogzitett h
esetén x -nak fliggvénye. Ha 3 df(x,h) x flggvényének differencidlja x -

ban & n6évekménnyel, akkor

d’ f(x,h)=d (d(f (x,h)))...d" [ (x, h)=d (d"™" f(x,h)=d" [ (x,h)=d (""" f(x,h))

HCSR" D% ={f(x)k-szor totalisan differencialhaté D-ben |
3 d*(f(x,h)) VxeD

Példa: n=1 , k=2— df()_c,b)=2fxt'()_c)'hi

d(d f (e )= hed(f () h)=3 0 o (5 b= Y f o ()b,

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

Tétel: Taylor-formula
DCSR" konvex tartomany f€D)"'—a,h(aEDésa+heD)

df(g,b)+d2f(ﬂyh)+ +dkf(g’h)+Rn(a,h)

flath)=f(a)+ T 5] - , ahol
(k+1)
R,,(c_l,h)=d (kar(Tl)";\‘i‘b) valamely 0<9<l1

a korlli n-dik Taylor-polinomja, R, a maradéktag Lagrange-
féle alakja. f(a,h)~T,—|f(a+h)-T |<|R, (a,h)
2-véltozés eset P(x, y,) korl.
Tozf(xo,yo)
T1=T0+[fx’(xo,yo)]'(x_xo)"*'[fy '(xo,yo)]'(y_yo)

T2:Tl+%[fxx’ '(xo,yo)'(x_xo)2+2'fxy"(xo,yo)'(x_xo)(y_yo)+fyy”(xo,yo)'(y_yo)z]

T (a,h) :ffuggvény a

25. Erintésik definiciéja és egyenlete

Definicié: Irdnymenti derivalt:
Egyenes szakasz R" -ben ag#b €R" , s={x€R":x=a+(b—a)t}
t€[0,1]
abep ; s L =limiim L=/ (@)
’ ’ Sa xoaxes d(x,a) '
d(x,a)=||x—a||-> ffiggvény a -belis irdnyl irdnymenti derivaltja a fenti képlet.

f:D->R DcR" ; ahol




IR
<
S~

Pl n=2

Geometriai jelentés

Definicid: Gradiens

0 0

f(x) totdlisan differencidlhatd a -ban grad f(a)= f(g),.-., fla)
0x, ox,

0 /

9 —( grad f(a), 72 |=1."(a)

0s, v|

Tétel
. . L of iy L,
Ha f(x) a -ban totdlisan differencidlhaté HHE YV s irdnymenti derivalt.

a

Geometriai jelentés

x=(x,y) Ha f(x) totdlisan differencidlhaté a=(a,b)
a -banés d(a, f(a)) x=(x,y)— P-ben vett

érintosikja. Minden érint6éegyenes érintGsikban van.
(x)~f "(a)h+f,"(a)h+f(a) ;

=(h, h,)=x—a=(x—a, y—b)
fx,y)~fla,b)+f "(a,b)(x=a)+f '(a,b)(y=b)

=~

Definicid: Tobbvaltozds fliggvények implicit alakja
u=f(x)=f (... %,)

Implicit: g(u,x)=0—g(u,x, ...,x,)=0— g n+1 valtozds fiiggvény

Tétel: Explicit figgvény létezése implicit fliggvénybdl




0=g(u,x) ; ueJ=(«,p) ; x=(x,...,x,)EJSR" nyilt tartomany
Ha g'u(u,x)#0 (u,x)elIXJ=G-VxeJ——-Tu=f(x):g(f(x),x)=0
azaz d u-nak x szerinti explicit figgvénye.

Definicié:_Implicit fliggvény folytonossaga
glu,x)=0 g, (u,x)#0 (u,x)EG=IXJ

g(u,x) n+1 valtozés fliggvény folytonos G-ben —u= f(x) is folytonos J-ben

Definicié: Implicit fliggvény differencidlhatéséga
glu,x) ; g,/ (u,x) ; (u,x)eG=IxJ
1. Ha a€J , g totdlisan differencidlhaté (f(a),a) -ban —u=f(x) totélisan
af(&)__gxi,f Q’Q)
ox; g.'(fla)a)
2. Ha x€J pontban g(u,x) r-szer totdlisan differencidlhaté (7 (x),x) -ban akkor
u= f(x) is r-szer totdlisan differencidlhaté x -ban

differencialhatdé a -ban

ErintSsik
g(x,y,2)=0 ; g'.(x,y,2)#0 ; K(x,02))=P(x, 12 kérnyezete
Ha g(x,y,z) totdlisan differencidlhatd P-ben, akkor z=/f(x,y) totalisan
differencialhaté (X, ¥,) -ban, akkor 3 P-ben vett érintésik.
n=(g,"".g,"", g."")=(4,B,C) n(r—ry)=0

Ax+By+Cz—(A-x,+B-y,+C-z,)=0

26. Lokalis és globalis széls6érték szamitas

Definicié: Lokalis szélséérték
f:D—>R DCSR" ; a€D g -ban lokalis szélsGérték van, ha 3 K(a)
f(x)<f(a) VxeK(a)ND lokalis maximum
f(x)=f(a) WV xeK(a)nD lokélis minimum

Tétel: SzélsGérték létezésének sziikséges és elégséges feltétele
Ha f(x) az aeDN D" (pl a belsd pont) a -ban van lokalis szélséérték, tovabba

3 f.'(a) (i=1,...,n)>f "(a)=0 (i=1,...,n)

Bizonyitas: a,(al,.--,a,,) -ban lokalis szélsGérték
fk(x)zf(al,uwak_l;ak;ak+1,-~-;a”) 3 lokalis széls6érték xX=a, a, -ban
d 0 f(x)
> fiX) =
dx 0X; y=4

Tétel: Lokalis szélsGérték |étezésének elegendd feltétele
feD,zc—> f 2-szer totdlisan differencialhnaté a pont kérnyezetében.

f.'(@)=0 (k=1,...,n) grad f(a)=0 , akkor d>f(a,h) indefinit a ban,

akkor nem létezik lokalis széls6érték, ha pozitiv definit, akkor ¢ -ban lokalis

maximum van, ha semi definit, akkor nem tudjuk, masképp kell meghatarozni.
Bizonyitas:
Taylor-formula szerint pl b) eset pozitiv definit

f(a+h)—f(a)=df(a,h)+%d2f(a+9h)

%dzf(a+9b)>0 pozitiv definit, f(a)<f(a+h)




Tétel: Kétvaltozds fiiggvények lokalis szélsGértéke
f(x,y) 2-szer totdlisan differencidlhaté a=(a,b) kornyezetében
a rs
fi'(@)=f,"(a)=0 .Legyen A= ( E;; jj:xy E_;) ha det(A)<0

a ""(a)>0

akkor a -ban lokalis minimum, ha f..''(a)<0 & -ban lokélis maximum.
Ha det(A)=0, akkor masképp kell eldénteni, hogy a -ban mi van.

akkor nincs lokalis széls6érték a ban, ha det(A)>0, akkor f ..

Bizonyitas: fla,h) z z [ la) h=(h,, h,) , akkor kvadratikus alakja
A= . () fxy (Q) A1 A, sajatértékei A-nak
(6_1) (a)
A 2\2 det(A) .Ha det(A)<0 A, és A, ellentétes eldjeli — indefinit

Ha det(A)>0—A, és A, azonos —3 lokalis sz&lsBérték.
A1+A2:fxxll(a)+fyy'l(a) Al.Azzfxx’"fyy’!_(fxyl,)z
_)fxx”(a)>0_)fyy"(a‘)>0_))\l+A2>0 A1>O A2>0
= o "(@)<0= £, "(@)<0=A+2,<0  A,<0 A,<0

Definicié: Globalis szélséérték
f(x,y) , (x,y)EDSIR®* D korlator és zart
Ha f(x,y) folytonos D-n, akkor Weierstrass II. tétele miatt IMax(f(x,y))=M ,
(x,y)eD illetve min f(x,y)=m , (x,y)eD
1. 1épés D belsé pontjaiban lokalis széls6értékek meghatarozasa (m,, M)
X=r-cost

2. lépés D hatdra zart gérbe G:y=@(x) V : y=r-sint — polar-
rendszerben
max_f(x,y) mzn_f(x,y) — feltételes szélsbértékek y=q(x)
y=¢(x) y=¢(x)
feltét IIeI
g(N= (x,(x)) > M=maxg(x), m=ming|x)

m’ =min(m, ...,m,, m)

3. lépés .
M =max(M ... M, , M)

27.Tobbvaltozés Jordan-féle mérték. Tobbvaltozos fiiggvények
integralja

Definicio: Ponthalmaz Jordan-mértéke
Téglatest: T={x=(x,...,x,):q,<x,<b, i=1,...,n|
T=[a, b]x[a, b,]%...X[a,.b,] ; ¢«(T)=]](b—a)

i=1
HSR" , H°=H belsé pontjainak halmaza, H korlatos

H korlatos: befedhets egy téglatesttel @
AcR" korlatos AT : AST

C .
Lefedési médszer: T,...,T, HA—ETI

-T/NT=0 (i, j=1,....n)




A

K<A>=mf§t<ri>

AcUT,
i=1
Halmaz bels6 mértéke
T.cA4 (i=1,...,n)

T°NT9=0 (i, j=1,...n) UT,ca b(4)=sup), t(T)
i=1

i=1

i=1
Ha nem létezik egyetlen téglatest sem, amely benne van A-ban, akkor b(A)=0

Mérhet6 halmaz
Ha K(A)=b(A)=:t(A) Jordan mértéke a halmaznak

Tétel: Legyen ASIR" korlatos. A mérhet6é «—— ha hatara nullmértékd halmaz.
Definicid: Nullmértékid halmaz

t(H)=0—>Ve>0 3AT,...,T, Afedés-rendszere gcUT, , Ut(T,)<¢

i=1 i=1

Tétel: Mérték additiv tulajdonsaga
Ha 4,...,4, mérhetsk R" -ben, egymasba nem nyilok (4/NAj=0 Vi, j-re)

n

U 4,

i=1

—A=U 4, is mérhetd —¢

i=1

1(4)

1

Tobbes integral

Definicid: Felosztas
A mérhetd IR" -ben

a A i i J
i=1
m Fm:{Al,""Am}

Definicié: Halmaz atmérdje

I
N
m
>
m
I
[e)
<

|
L3

d(x,y)— sup d(x,y)=d(4)

x,y€EA
max d(A,)=|F,|— felosztas norméja 1<i<m

[F,J7_, felosztas-sorozat — ¥V hatéron finomodé —|F,|—0 (m—wo)

x,y€EA, ~ halmaz atméréje

A




Definicié: Integralkozelité 6sszeg
flx)=f(x,....x,) , x€4 ; F ={A1~-~,Am} finomodo felosztas-sorozat

m

g€4,  (i=1,...n)»0o=b(f,F,E) Zf A4,)

Definicié: Integral
Ha 3 /€R ,amelyre I=i1£r; o(f) figgetlen £, -sorozatok &; pontok

megvalasztasatol, akkor f integralhaté A-n: sz 'A'J‘ f(x)dx, ... dx,
Geometr|a| jelentése
1‘*,[ ff )d x megadja az alaphalmaz mértékét.

Tétel: AcR" mérhetd. Ha A zart és £ (x) folytonos A-n (tehat korlatos is) és | f(x)|<M
xEA , akkor integralhaté f(x) A-n

Tétel: Integral tulajdonsagai
1. f€R(A) és B<SA és mérhets, akkor fE€R(B)

2. f€R(4) ; A:(n]Al. ; AJNAS=0 ; A, mérhets — fER(4) és
f';l'fle;f';ll'ff
3. fe€R(4) , feRB)-ser(auB) [ .. [r=[.Jr+[..[r
4. f1.fof€R(4)
a)f fcf )d x= cf ff)_cdx
b) f./.l.f fi£1) —I.A.ffl_f.;l.ffz
c) [, fZER(A)
d) %ER(A) feltéve |f,(x)|>6>0 x€4
5. SERA)-ISIERA:N[ [ fI=[ ... [1S]

6. m=inf(f(x)) D M=‘xedf(x) ; fER(A )—»m-t(A)sf.f.l.ffsM-t(A)

XEA

28. Kettds integral kiszamitasa
Definicid: A€R® , mérhetd fER(A)

f{f(x,y)dxdy=f£f(x,y)dT ; A=[a,b]><[c,d]—>jljlf(x,y)dydx

Tétel: Kiszamitas téglalapon
A=[a,b]X[c.d] ; f(x,y) (x,y)€4 [fER(4)
b

Ha 3g(y)=ff(x,y)abc

y€le, d]—>fff (x,y)dxdy= fg f(ff (x,y) dx)dy

Ha EIIf(x,y)dy YV x€la,b] -re — fff(x,y)dxdy=f(ff(x,y)dy)dx




—

étel:

Q%Q

c

b
Ha f(x,y) folytonos A-n, akkor f(

Kovetkezmény: f(x,y)= h(y)— g(x) integrélhaté [a,b]-n
h(y) integralhaté [c,d]-n
b d b d b d
J T rxe.y)ayae=] [ g(x)-h(y)dyde=][ g<x>~(fh<y>dy) dx

R C— >
oQ

x)dx-f h(y)dy

Tétel Kiszamitds normaltartomanyon

a) A, =[(x,y):asx<bésg (x)<y<g,(x)|
Ha g,(x) és g,(x) fontonos [a,b]-nés f(x,y) A, -n, akkor

fff(x,y)dxdy—f( ] f(x dy)dx

a

by A,={(x,y):c<y=<d, gl( )<x<g,(y)} Ha g(y) és g (»)
folytonos [c,d]-n és f(x,y) 4, -nakkor

d [gAy)
ffyf(X,y)dxdy=f( f(x,y)dx)dy

c gl(x)
y 2 gy)
d
Mgz(x) g ()
gl(f) ¢ N
| a b x X
a) részhez b) részhez

Tétel: Kiszamitas transzformacidval

Definicio: Jacobi-determinans

y Y

| X "

3 ¢, P, P;,p, folytonosak G-n

O (u,v)—(x,y)=(@(u,v),@(u,v)) 1-1leképezés
a s

Al )= 2220 Lo, (u,v) @, (u,v)

O(u,v) |w,(u,v) w,(u,v)

Létel: Helvettesitél yabdl
J [ rixyyacay=] [ f(@u,v), wlu,v)|A(u,v)|du-dv

f(x dy)dx f (f f(x, y)dx)dy




Definicié: Kett6s improprius integral
A={(x,y):—o<x<w,g (x)<

y=g,(x)} ; flx,y)ER(4,)
fffx y)dxdy= lim hmf_ff(

) dx dy

a——o0 b—w

29. Harmas integral kiszamitasa
Definicié: A<IR® mérheté
JIJfy sacdydz  reria) ha f(x,y,2)=1
A

fffdxdydz=t(A)=V térfogat.
A

Tétel: Kiszamitasa téglatesten
a=[a, b)]X[a, b,]X[a; by]={(x,y,z):a,<x<b,, a,<y<b,, a,<z<b,]

Ha 3 ff (x,y,z)dz és f(ff (x,y, z)dz)dy akkor

i e az

as

(ff (x,y, z)dz)dy)dz

as

Tétel: Ha f(x,y,z)dxdydz=f(f(ff(x,y,z)dx)dy)dz

a \ az \a;

Tétel: Kiszamitdsa normaltartomanyon

a)
. N, =((x,y,2):x,y€B, f|(x,y)<z=f,(x, )}
i f.(x,y) BcXO0Y sik
otoenil fi(x,y) ; f.(x,y) folytonos B-n;B korlatos, zart
Ha
%
"y
%

b

fER(N Hffffxyzdxdydz ff( f fxyz)dz)dxdy

B \/i(xy)
ha 3 belsd mtegral V(x,y)€B -re. N, =henger
z
b) BSYO0Z
O faly.2)
N,.: ffff(x,y,z)dxdydz=ff f f(x,y,z)dx|dydz
N B \fiy,z)

S
v
<




Tétel: Kiszdmitdsa transzformacidval
f f ff(x,y,z)dxdydz d=(p,y,X)
A

x=@(u,v,w) W z
y=y(u,v,w) &:P->Q0 I
P s s b s
=X (4, v w) Jluvw) | 0Oxyz)
S
% / %
u x

Olp(u,v,w),p(u,v,w),X(u,v,w)) ; @ folytonosan differencidlhaté G-n, G nyilt
tartomany, & leképezés 1-1, azaz kélcsonodsen egyértelm.

! !

@, p,x) (P P P ,
A(M,V,W)=m= v, ¢,” @,'| — Jacobi-determinans
o X, X, X,

Tétel: ®(p,y,X):G—R’ ,Gnyilt & folytonosan differencialhatd, 1-1 leképezés, B
mérhets, BcG , ®#(B)=A4 .Ha fER( ) , akkor

ffff X,y,z dxdydz—ffff (u,v,w),g(u,v,w),X(u,v,w))|A(u,v,w)|-dudvdw

Henger-koordinatarendszer
X=r-cosgp
y=r-sinp
zZ=Z

P——(r,@,z)— P pont henger-koordinatai

Jacobi-determinans:

ox ox ox
Sr g(p 22 cosqp —rsinp 0
Alr,@,z)= a—i % 8_)z}= sing rcosp O|=rt
oz 0z oz 10 0
or 0@ Oz

GO6mb-koordinatarendszer

z
P(x,y,z)
9 7

%(P
Y




x=rsin%cos
P——>(r,p,%) y=rsinIsinp

z=rcosd
Ox 0Ox 0x
or 0¢ 09 sindcos@ —rsin@sind rcosdcose
A _|0x Oy Oy|_|. ) ) .
(r,p,9)= or op 09| sin$sing rcospsin$  rcos3singp
9z 0z oz cosd 0 —rsin g
or o 09

Alr.p.9)=r*sin9

Tétel: Tobbes integral kiszamitasa
n-dimenzids téglatest:
T=[a, b]x..X[a,.b,]={(x,....x,)ER":a,<x,<b, ...,a,<x,<b,|

fER(T) : . ff dx—fnT

a,

flf(AZ)dxl)dxz ..dx,

30. Harmas integral geometriai és fizikai jelentése
a) Térfogat
Ha f€R(4) , f(x,y,z)=1 , akkor fffdxdydz=t(A)=V térfogat
A

b) Témeg
V<SR’ mérheté x€V pontban vett siirliség: u(x)=u(x,y,z)
Vtest, u(x,y,z) sliriséggel rendelkezik, témege:

=ff{u(x,y,z)dV , ahol dV =dxdydz

c) Test sikra vonatkozé elsérend(i nyomatéka
L. (y,z) sikra: fffx'H(X,y,z)dxdydz
Vv

II. (x,y) sikra: ff‘I[Z‘H(X,y,Z)dxdydz

III. (x,z) sikra: ff,l[y'll(x,y,z)dxdydz

d) Témegkozéppont
Vou(x,y,z) , Plxgy,z,)— témegkdzéppont

f”x“xy“”’ S ety z)ar

Yo m(V) "= m(V) '

fffzuxyz dv

m(V)

Zp=

e) Masodrend(i nyomaték

‘ o(x)= <xyz>
fffg x,y,z)u(x,y, z)dxdydz




