2. Vizsgazarthelyi
2009 nyar A2

[ o]

/1,/ Adja meg az alabbi R>-beli vektorok 4ltal kifeszitett altér egy bazisat és az 6sszes vektor
oszlopvektorait (azaz koordindta-vektorait) ebben a béazisban!

v = (——1,1,0), Uy = (‘“1,07 _1)1 U3 = (1’ ]-’2)’ V4 = (27 il 1)

,2./ Legyen 4 = ( g g) . Dontse el, hogy invertalhaté-e éloo_ A A
O R e
(A1) 7! sajatértékeit!

3. Van-e lokdlis minimuma és lokélis maximuma az f(z,y) = (2% + 3?)e 05" +4?)

figgvénynek a K = {(z,y) : #° + 3> < 1} korlapon? Ha igen, hatdrozza meg ezek
helyét és értékét!

o.©)

o Al I
/l./ Konvergensek-c a kévetkezé numerikus sorok ?  (a) Z 27 (b) Z e
n

2n

vl
it Sin = ] COS

9. Szémitsa ki az arctg(0,5) értékét 0,01 pontossaggal! (Szamitasat indokolja
részletesen!)

6.

(a) Legyen L tetszoleges véges dimenziés lineris tér, tovabba legyen A és B két L£-bél
L-be képez linedris operator. Igaz-c, hogy

( A magtere dimenziéjé.nak és képtere dimenzidjanak Gsszege megegyezik B magtere
imenzidjanak és képtere dimenzidjanak osszegével

Ha A magtere azonos B magterével és A képtere azonos B képterével, akkor
A = B.

(b) Legyen f a sfkon mindeniitt értelmezett kétvaltozds figgvény, a € R? tetszbleges.

Igaz-¢ hogy
(b1) Ha grad f létesik az a-ban, akkor tetszéleges e egységvektor esetén f-nek létezik

_#zeirényd irdnymenti deriviltja a-ban
2%, (52} I'Ea f -nek mind z mind y szerinti parcidlis derivéltjai léteznek az a-ban, akkor
s s léﬁezika»ban a grad f is.
c) Legyen a, > 0 minden n-re, Igaz-c hogy

A% H”“ml an sor divergens és minden n > 1-re a,, > by,, akkor a > ne1bn sor is
~ divergens :

1a a m Gm sor konvetgcms, akkor a,, < ;1; elegendéen nagy n-ckre (azaz valamely
- esetén minden n > N-rc).



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal

2009 nyar A2

1. Adja meg az alabbi R"-beli vektorok altal kifeszitott altér coyv hazisat s az 08szes vektor Oszlol)\-’(‘k-

torait ebben a bazisban! v; = (=1,1,0), v, = (—=1.0, —-1), v3 = (1,1,2), v4 = (2, =1, L).

' U2riwug s U4
J R aaT -1 -]
MO. A vektorrendszer matrixa: I 5

U1 (') ('3 B

ami Gauss-eliminacio utan: 0 | 5 |

() () () ()

tehat e = {vy,v2} bazis
es 1. . 3. g ebben a bazisban: 1 | ) : g
Sy Us s A DB azisball: v - R 7 L T~ Sy ! — : S —

:.'Li' () o G I ::‘ii —-—~2 ‘:lt.‘ '—l

‘ Z () e : 4} ; (1) : y 100y —1
2. Leoven A ( 0 3 ) Dontse el. hoev invertalhato-e L—-‘_l_' . Ha igen. hatarozza meg az (A7)

sajatertekeit!

MO. A invertalhato, mert oszlopvektorai linearisan flicectlenck

,. | s s : ;
oy A s invertalhato.
det(A — AL) = (2 — A)(3 — A), igy A sajatértékei: Ay o = 2, 3.

'lh"l- —

Mivel ha ¢ sajatvektora A-nak a A sajatértékkel, akkor ¢ sajiatvektora (il““) -nek
l
\ 100

tehat sajatértékel:

—_——
_—

sajatertekkel.

) - | O0)

2~ 100 g e IO

3. Van-e lokdlis minimuma és lok:dlis maximuma az TG — (_:'2 : ;/"})r_'”"'-'[“'_'”’_}

)

- 2 . = . ‘ . # # # # . ’
KN ={(r.y):x”+y> <1} korlapon? Ha igen. hatarozza meg ezek helyét és értékét!

MO. Polarkoordinatas helyettesitéssel: f(r) = r= -0,5r° o (), g’?j—lwn szleoruan monoton
novo (hisz f'(r) = r(2 — r=)e '"“"r”:).

lehat f A beli minimumat » = 0-ban. az origoban, azaz I belsejében veszi fel, ami ioy
lokalis minimum. értéke f(0) = 0e"” = (),

mig A bell maximumat ott, ahol A -ban 7 maximuin. azaz barmely olyan pontban. ahol

' ) ‘) .

rc =ax" +y =1, vagyls ik peremén, tehat lokalis maximuma nincs A-n
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4. Konvergensek-c¢ a kovetkezd numerikus sorok (a) )i et (b) E 4
ST el
o - : 1l ”fT] COS :__}H'
MO.
. 1 | I
(a) Konvergens mert sin— ~ — ~  a,, ~ -
1 Il 2
# ] - IJ ) [
és 35 — pl, gydkkrit.-al
bt )1} d
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(b) Divergens mert lim cos— =1 ~» a,
=+ PAL /1
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D. Szamitsa ki az arcte(0.5) értékét 0.01 pontossaggal! (Szamitasat indokolja részletesen!)

1 ' "y r .3 Wy TR 4 . b Lonh ‘ ’
MO. Minthogy a —.r? kvociensii geometriai sor a (—1. 1) -en konvergens hatvanysor.
oy egvenletesen konvergens ennek belsejeben : 2p
| | - 2
IJ'I <) B l — 2% + II y fh 1 N
l + x<
5 | It n
> arctgxr = | = db = 2= o e e
J ) 1 ‘P' & :{ r} {
; =03H%
~» arctg(0.5) = D% T arcte(0.5H) &= 0, 458 5p
/ .
hiszen. mivel a fenti sor nyilvan Leibniz tipusi. igy a hiba nem nagyobb,
() 5'.’::—{-1
mint az elsd elhagvott tag abszolut értéke: |rn] < lap+1] = = — < (0,01 ~»
2T )
o | 0. 522t] (385 :
~5 n > 2 hiszen |az| = = =~ 03 0] 0161 =< fulonL - 3p
2.-2+41 5, SEEE
10p

6.
(a) Legyen L tetszoleges veges dimenzios linedaris tér, tovabba legven A és B két L-bol L-be képezo -
linearis operator. lgaz-e, hogy r* -
(al) A magtere dimenzigjanak es képtere dimenziojanak osszege meeegyezik B magtere dimenziojanak:
¢s keptere dimenziojanak osszegevel
(a2) Ha A magtere azonos B macterével és A képtere azonos B képterével, akkor A = B.
(b) Legyven f a sikon mindeniitt értelmezett kétvaltozos fuggveny, a € R? tetszOleges. Igaz-e valamelyik

allitas?
(b1l) Ha grad f l6tezik az a-ban. akkor tetszoleges ¢ coyséevektor esetén f-nek l6tezik az e
iranyu iranymenti derivalt)a a-han
alis deriviltjai léteznek az a-ban, akkor létezik a-ban

(b2) Ha f-nek mind . mind y szerinti parci
a grad f 1s.
(c) Igaz-e valamelyik allitas?
X . # . - ~ OO0 : .
(cl1) Haa ), _, an sor divereens ¢s minden n = l-re a, = b,., akkor a > -, b, sor 18 divergens
E |
leoendGen nagy n-ekre (azaz valamely N eseten

(c2) Ha a Z:::] a, sor konvergens, akkor a, < 7 g

minden n > N-re).

MO.
(al) Igen: dimenziof itel miatt az osszeg mindkét esetben dim £ 1p
(a2) Nem: pl. A¢és B kiilonbizo invertalhato operatorok, akkor mindketto magtere a
csnk a 0-bol allo linedris tér es mindkettd képtere az egész L (pl. két kilonbozo tiukrozes) 2p
| ; () f ,
(b1) Igen, tétel: = = orad f - 1p
()¢
- . ‘r.{/ ' . # WAk # . r a r,
(|j2) Nem: f(x,y) - =, )] )i () mmindkaet |)Hl'{‘l:lllh‘i1 |6tezik és 0 az orlgohun.
P& me /5
de mée csak nem is folytonos ott 1p
(c1) Nem: pl. a, = l/n, b, =0 15
(c2) Nem: legyen a, = U ha 1 nem 2-hatvany. egyebként pedig 1/n.
L.
NUH. Z: | (n l'lr‘.'-i;f’.l{'ilﬂrh:-i',{l'j_l;l"llll‘li {H;) SOLIOzala l«;nll\'l'l‘gl‘nﬁ. mert Ssp = E 47 monoton Ili_’l\’ii
n=l
;.' ’{.\(i :l 1
s feliilrd)] korlatos, hisz s, = _>_ (i 2 o ha k > 1 (ahol f(k) a log, k egész része), mely
=g 2 |
i n=1
atobbi (mint A fiiggvenye) nyilvian konvergens, miert részletoszegeinek sorozata egy konvergens
oeometriai sor részlotosszegeinek sorozatabol szarmazik tey, hogy annak tagjait legfeljebb véges

sokszor megismételjuk
10p



