Bevezetés a Szamitaselméletbe 1.
2. ppZH javitdkulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztaté jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Mutassunk olyan 10 pontu 0Osszefiiggd, egyszerti G grafot, amihez tugy lehet egy élt hozzdadni az
egyszeriiség megtartdsaval, hogy a v(G) és a p(G) értéke is megvaltozik ennek hatédsara.
Gallai idevagd tétele szerint ha G-ben nincs izoldlt pont, akkor v(G) + p(G) = |V (G)|. (3 pont)
Ennek megfeleléen ha olyan 10 ponti grafot talalunk, aminek nincs izolalt pontja, és amihez tgy
lehet egy élt hozzdadni, hogy a v(G) megvéltozzon, akkor p(G) is valtozni fog, tehat teljesiilni fog a

feladatban leirt tulajdonség. (3 pont)
Ilyen graf pl. a 10 ponti csillag (az a 10 cstcsu fa, aminek 9 levele van), mert ebben a grafban v = 1,
de tetszb6leges ujabb élt behuzva v = 2 lesz. (4 pont)

Természetesen az is tokéletes megoldés, hogy egy konkrét grafrél és hozzaadott élrél konkrétan meg-
mutatjuk (Gallai nélkiil), hogy a v és a p is valtozik.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha G egyszerti, sikbarajzolhaté graf, akkor G barmely G* duélisanak van olyan
tartomdanya, amit legfeljebb 5 él hatarol.

Tanitottak, hogy ha G egyszerii, sikbarajzolhaté és cstcsainak szama n > 3, akkor G-nek legfeljebb
3n — 6 éle lehet. (2 pont)
Ha G-nek legfeljebb két csicsa van, akkor éleinek szama legfeljebb egy, ugyanennyi éle van tehat
G*-nak is, ezért G* barmely lapjanak hatara legfeljebb két élbol all. (Hiszen az egyetlen él mindkét
oldala hatarolhatja ugyanazt a lapot.) (1 pont)
Ha pedig G-nek legaldbb 3 csticsa van, akkor a G-beli csticsok fokszamdsszege az élszam kétszerese,
tehat legfeljebb 6n — 12. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-nek van olyan csicsa, ami legfeljebb 6tédfoktd, hiszen ha minden csticsnak
legalabb 6 lenne a foka, akkor a fokszamosszeg legaldbb 6n lenne. (2 pont)
Legyen v ilyen, legfeljebb 5-6dfoku csiics G-ben. A v cstics a G* valamelyik tartomanyénak belsejében
van. Az ezen tartomény hatdrolé G*-beli élek éppen a v-bél indulé G-beli éleknek felelnek meg, (3
pont)
ezért ezt a tartomanyt legfeljebb 5 él hatarolja, mi pedig éppen egy ilyen létezését akartuk igazolni.
(2 pont)

Ha vki hivatkozza, hogy minden egyszerii sr grafnak van legfeljebb 5-6dfoku csicsa, azért is jar az 5
pont. Ha a 3n — 6-os fels6 becslés alapjan jutunk erre, akkor vhogy el kell intézni a legeljebb 2 cstucsi
grafokat.

3. Tegyiik fel, hogy G olyan 2n csicsi paros graf, aminek van teljes parositasa. Hatarozzuk meg a

komplementergraf kromatikus szdmat, x(G)-t.

A G graf teljes parositasa n fliggetlen élbol ll, ezek szerint G mindkét szinosztélya egyarant n csicsot

tartalmaz. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a G komplementergrafban van n pontt klikk, (2 pont)
fgy x(G) > w(G) > n addédik a kromatikus szamra. (2 pont)
Azt fogjuk igazolni, hogy x(G) = n, és ehhez elegendé megadnunk G csticsainak egy n szinnel térténd
kiszinezését. (2 pont)

Vegyiik észre, hogy ha a teljes parositds minden egyes éléhez hozzarendeliink egy-egy kiilonb6z6 szint,
és minden parositasél mindkét végpontjat az élhez rendelt szinre szinezziik, akkor azonos szinti csticsok




nem lesznek szomszédosak G-ben, tovabba éppen n szint hasznaltunk fel a szinezéshez. Nekiink pedig
pontosan erre volt sziikségiink. (2 pont)

. Hatarozzuk meg az alabbi PERT probléma optimaélis {itemezése melletti kritikus tevékenységeket!

Az alabbi dbran az éran tanult médszerrel s, d, e, h, f,a,b, c, g,t sorrendben feldolgoztuk a graf csu-
csait, meghataroztuk az egyes tevékenységek legkordabbi kezdési idopontjait, és megjeldltiik azokat az
éleket, amik ezeket a legkorabbi id6pontokat meghatarozzak. (7 pont)
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Azok a kritikus tevékenységek, amik rajta vannak a megjelolt élekbol allé st uton, (1 pont)
konkrétan az s, e, f, g és t tevékenységek, (2 pont)
és 34 egységnyi id6 kell a PERT feladataz optimalis iitemezés melletti végrehajtasahoz. (0 pont)

. Mutassuk meg, hogy ha egy G graf néhany éle gy van iranyitva, hogy nem alkotnak iranyitott kort,
akkor G a tobbi éle is megiranyithaté ugy, hogy a kapott iranyitott graf aciklikus legyen.

Tekintsiik a G csucshalmazan az eredetileg megiranyitott élek alkotta D iranyitott grafot. A feltétel
szerint D-ben nincs irdnyitott kor, tehat DAG. Az ilyen grafokrdl pedig azt tanitottak, hogy van a
cstcsaiknak topologikus sorrendje, aholis minden él a kisebb sorszami csticsbdl vezet a nagyobba. (4

pont)
Az a feladatunk, hogy a G eddig iranyitatlan éleit is gy irdnyitsuk, hogy DAG-ot kapjunk, tehat
tovabbra is legyen topologikus sorrend. (2 pont)

Erre alkalmas eljaras pl az, hogy a D topologikus sorrendje megmaradjon a megiranyitott G' topolo-
gikus sorrendjének, azaz G minden élét ugy iranyitjuk, hogy a kisebb sorszamu csicsbodl a nagyobb

sorszamuba vezessen. (4 pont)
. A valds szamokbdl &ll6 ay, ..., a, sorozat olyan, hogy az a3, a3, ..., a3 sorozat egy darabig nd, uta-
na csokken. Adjunk konstansszor n losszehasonlitast hasznalé algoritmust, ami rendezi az aq, ..., a,
sorozatot.
Mivel az x — 2? szigorian monoton noveked? fiiggvény, ezért az a4, . . ., a, sorozatra is igaz, hogy egy
darabig né, utana csokken. (2 pont)
A két rendezett tombot egy rendezett tombbe Osszefésiilo eljarashoz hasonléan dolgozunk, tigy hogy
az egyik tombnek az eredeti tombot, a masiknak a hatulrél olvasott eredeti tombot tekintjiik. (3

pont)

Konkrétan, el6szor 6sszehasonlitjuk az a; és a, elemeket, a kisebb lesz a rendezett sorozat elso eleme,
és a kovetkezo Osszehasonlitasban a szomszédjat fogjuk Osszehasonlitan az el6z6é Gsszehasonlitasban
nagyobbnak bizonyult elemmel. Minden 6sszehasonlitdsban a kisebbik elem lesz a rendezett sorozat
kovetkezo eleme, a nagyobbik elem tulél, és részt vesz a kovetkezd Osszehasonlitasban. Az eljaras ak-
kor ér véget, ha az eredeti sorozat két szomszédos elemét hasonlitjuk ossze, amikoris azokat a kapott

sorrendnek megfeleléen illesztjiik a rendezett sorozat végére. (3 pont)
Mivel minden egyes Gsszehasonlitaskor legalabb egy elem helyét megtudjuk, legfeljebb n 6sszehason-
litasra keriil sor. (2

pont)



