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ElSszo

A jegyzet elsGsorban a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem vil-
lamosmérnok hallgatéinak késziilt, masodik féléves matematika tanulméanyaik
(A2) tobbvaltozos analizis fejezeteit tartalmazza egy kicsit kibvitve. A villa-
mosmérnok hallgatokon kiviil barmely més mérnoki vagy egyéb miszaki szakos
hallgatoknak is segitséget nyujthat a témaban.

A téméahoz kapcsolodo feladatok koziil a legfontosabb tipusokbol tobb ki-
dolgozott példat is tartalmaz a jegyzet, ezzel igyekezvén segitséget nyujtani a
ZH-kra illetve vizsgakra valo felkésziilésben.

Budapest, 2008 05. 23. Farkas Barnabéas
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1. Topolégia
Norma és tavolsag
A valos szamokon (R), a sikon (R?) és a haromdimenziés térben (R?) megismert
szemléletes fogalmainkat szeretnénk altalanositani magasabb dimenziéban.
Minden n € N\{0}-ra legyen
R™ = {(z1,...,2,) : ; € R}

a valos szam n-esek halmaza.
A skalarral szorzéassal és vektorosszeadassal R™ egy vektortér: A € R és
(1, ,2n), (Y1, -, yn) € R™ esetén

Az, o xn) = Az, .o, Axy),

(x17"'7xn)+(y17"'ayn):(x1+y17"'7$n+yn)~
R" standard bazisa: e! = (1,0,...,0), €% = (0,1,0,...,0),...,e" = (0,...,0,1).

1.1. Definicié. Egy z = (z1,...,x,) € R™ vektor hossza vagy normdja:
Izl = \/aF + - + a3
1.2. Tétel. A ||| : R” — R norma minden X € R és z,y € R" esetén eleget

tesz a kovetkezdknek:
(0) llz]| =0, [lz]| =0 <= z=0=(0,...,0),
(1) lIxzll = [Alllzll,
(2) lz +yll < llzll + |yl (hdromszig-egyenlétlenséy).

Bizonyitds. (0) és (1) trivialis a definiciobol.
(2): Legyen z = (21,...,2,) és y = (Y1,...,Yn). Azt kell belatnunk, hogy

\/(m1+y1)2+-~-+(mn+yn)2§\/m%+-~-+x%+\/y%+-~-+y,%.

Ezt négyzetre emelve ekvivalens kifejezést kapunk:

n

1 n 1
(T1+y1)2+ o+ (@ tyn)? < al+- ~+xi+2(zx$) ’ (Zgﬁ) Syl
i=1

i=1
A baloldalon elvégezziik a négyzetreemelést és kivonunk minden négyzetes tagot,

tovabba egyszertisitiink 2-vel:

n n

Sos (£4)'(£4)°

1= =1 1=1

Elég ezt belatnunk minden z,y € R"-re.
Ez ekvivalens a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenséggel (CBS):



Minden z,y € R"-re

n n
i=1 i=1

Tekintsiik a kévetkezs p : R — R polinomot:

N

n 1
(o0)"

p(t) =

n
D (it ty)? Zl’ +2tZwv+tQZw
i=1

Ennek legfeljebb egy gyoke van (nem negativ szamok Osszege), igy a diszkrimi-
nénsa kisebb-egyenls 0-nal:

5] (S () <o

=1

(S0’ < (S)(5),

n

< (£4)

i=1

Nl=
Nl=

Most mar értelmezhetjiik R™-beli pontok tavolsagat.

1.3. Definici6. z = (v1,...,7,) ésy = (y1,...,Yn) € R" tdvolsdga:

dz,y) = lly =zl = V(i —21)% + (Y2 — 22)2 + - + (Y — 7).

Specialisan egy x € R™ pont norméaja egyenld a 0-tol valo tavolsagaval:
lz]| = d(0, z).

1.4. Tétel. A d:R" xR" — R tdvolsagfigguény minden z,y,z € R" esetén
kielégiti a kévetkezd azonossdgokat:

(d0) d(z,y) >0, d(z,y) =0 <= z=y,
(d1) d(z,y) = d(y, z),
(d2) d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) (hdromszig-egyenldtlenséy).
Bizonyitds. (d0) és (d1) trivialis a definiciokbol.
(d2): Hasznaljuk a normara vonatkozo (2) azonossagot

dz,z)=llz—z| =y —2)+ -yl <y —zll + llz -yl = d(z,y) + d(y, 2)-

O



Nyilt és zart halmazok
1.5. Definici6. Adott a € R™ és € > 0 esetén az a pont € sugard kirnyezete:
S(a,e) ={z e R" : d(a,z) < €},

az a pont € sugari pontozott kérnyezete:

S(a,e) = S(a,e)\{a},

és végil az a pont kérili e sugard zdrt gomb:
B(a,e) ={z € R" : d(a,z) < &}.

Példaul n = 1 esetén, ha a € R és ¢ > 0, akkor S(a,e) = (a —e,a +¢) és
B(a,e) =[a—¢,a+¢€].

1.6. Definicié. Egy U C R™ halmaz nyilt, ha minden a € U-hoz létezik € > 0,
hogy S(a,e) CU.

Specialisan () és R™ nyilt halmazok.

1.7. Allitas. Minden a € R"-re és ¢ > 0-ra az S(a,e) és S(a,e) halmazok
nyiltak.

Bizonyitds. Legyen b € S(a,¢) és e’ =e —d(a,b) < e. Ekkor S(b,e’) C S(a,¢),
mert ha z € S(b,¢’), akkor

d(a,z) < d(a,b) +d(b,z) < d(a,b) +e—d(a,b) =¢,
igy z € S(a,e). A masik allitas bizonyitésa teljesen hasonlo. O

Az S(a,e) alaka nyilt halmazokat nyilt gomboknek nevezziik. A nyiltsag
definicioja szerint minden nyilt halmaz elgall nyilt gombok uniojaként.

1.8. Allitas. Tetszbleges sok nyilt halmaz unidja nyit. Véges sok nyilt halmaz
metszete nyilt.

Bizonyitds. Legyen {U; : i € I} nyilt halmazok egy rendszere és a € J;c; Us
tetsz6leges. Ekkor létezik ¢ € I, amire a € U;. Felhasznalva, hogy U, nyilt
létezik € > 0, hogy S(a,e) € U; € U,¢; Ui

Legyenek Uy, . .., Uy nyilt halmazok (k € N\{0}) ésa € ﬂle U; tetszoleges.
Ekkor minden i-re létezik ¢; > 0, hogy S(a,e;) C U;. Legyen ¢ a legkisebb ¢;:
e = min{eg; : 1 < ¢ < k} > 0. Ekkor minden i-re S(a,e) C S(a,e;) C U;, igy
S(a,e) € N, Us. O
S(a,3) =

‘n

Az allitas végtelen sok nyilt halmaz metszetére nem igaz: (-,
{a}.

1.9. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha minden 1 < i < n-re (a;,b;) C R egy
nyilt intervallum, akkor a

(G,i,bi) = {(wl,. .. 7-7771) cR": T; € (al,bl)}

K2

I

halmaz nyilt.



1.10. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden a € R™-re és ¢ > 0-ra létezik
I C R™ nemiires nyilt intervallum, hogy

"= X ICS(ae).
=1

1.11. Definicié. Egy H C R™ halmaznak egy a € R™ belsd pontja, ha lézetik
e >0, hogy S(a,e) C H. A H halmaz bels pontjainak halmazat jeldlje int(H).

Vilagos, hogy minden H C R™ halmazra int(H) C H és H pontosan akkor
nyilt, ha int(H) = H.

1.12. Allitas. Minden H C R™ halmazra int(H) a leghdvebb nydlt halmaz, ami
része H-nak.

Bizonyitds. Ha a € int(H), akkor valamely £ > 0-val S(a,e) C H. Mivel S(a,¢)
nyilt, ezért minden b € S(a, €)-hoz létezik £’ > 0, hogy S(b,e’) C S(a,e) C H,
vagyis b € int(H). Igy S(a,e) C int(H), tehat int(H) nyilt halmaz.

Ha U C H nyilt, akkor minden a € U-hoz létezik £ > 0, hogy S(a,e) CU C
H, vagyis a € int(H), ezért U C int(H). Tehat int(H) maximélis nyilt része
H-nak. O

1.13. Definici6é. Egy H C R™ halmaznak egy ¢ € R"
e torldddsi pontja, ha minden ¢ > 0-ra S(c,e) N H # 0,
e hatdrpontja, ha minden € > 0-ra

S(c,e)NH #0 és S(c,e)\H # 0.

A H halmaz torlodasi pontjainak halmazat jelolje H’, hatarpontjainak halmazat
pedig OH.

A torlodasi pontok R™-ben tiikrozik a sz6 szemléletes jelentését:

1.14. Allitas. Tetszéleges H C R™ halmazra és ¢ € R™-re ¢ pontosan akkor
torloddsi pontja H-nak, ha ¢ minden kirnyezete végtelen sok H-beli pontot tar-
talmaz. Vagyis

ceH <= Ve>0|S(c,e)NH|= 0.

Bizonyitds. Ha minden € > 0-ra S(c,e) N H végtelen, akkor minden € > 0O-ra
S(c,e) tartalmaz -6l kiilsnbézé H-beli pontot, jeldlésben S(c,e) N H # 0, igy
c torloédasi pontja H-nak.

Forditva: Legyen c € H' torlodasi pontja H-nak. Indirekt tegyiik fel, hogy
létezik € > 0, amire S(c,e) N H véges, ekkor S(c,€) N H is véges.

Ha S(c,e) N H = 0, akkor ¢ nem torlodasi pontja H-nak, ellentmondas.

Ha S(c,e)NH = {hy, ..., h;}, akkor legyen e = min{d(c, b,), . .., d(c, by)} >
0. Ekkor S(c,e) N H = 0, mert egyik h; sem lehet benne, igy ¢ nem lehet H
torlodasi pontja, ellentmondés. O

Lassunk egy-két példat:

1.) int(R") = R”, (R") = R" és OR" = .



2.) int(0) = 0 = 90 = 0.
3.) int(S(a,€)) = S(a,e), (S(a,€))’ = B(a,e) és
8S(a,¢) = Bla,e)\S(a,€) = {z € R™ : d(a, z) = ¢}
Ezt a halmaz nevezziik az a kérili ¢ sugari gombfeliletnek.
4.) int(S(a,e)) = S(a,€), (S(a,e))’ = Bla,e) és 0S(a,€) = B(a,€)\S(a, ).
5.) int(Q) =0, Q' =R és 9Q = R.
6.) int({a}) =0, {a}' =0 és 9{a} = {a}.

A példakbol vilagos, hogy egy halmaz torlédési pontja nem feltétleniil hatar-
pontja is, és forditva, hogy egy halmaz hatarpontja nem feltétleniil torlodasi
pontja is a halmaznak.

1.15. Definicié. Egy F' C R™ halmaz zdrt, ha minden torlédési pontjat tartal-
mazza, vagyis F' C F.

1.16. Allitas. Egy F C R™ halmazra o kivetkezd dllitdsok ekvivalansek:
(a) F zdrt,
(b) OF C F,
(¢) R™\F nyilt.
Bizonyitds. (a)=(b): Legyen ¢ € OF, vagyis minden € > 0-ra
S(c,e)NF #0 és S(c,e)\F # 0.

Indirekt tegyiik fel, hogy ¢ ¢ F'. Ekkor minden & > 0-ra S’(g, g) N F # (), tehat
c € F' C F, ellentmondas.

(b)=(c): Legyen ¢ € R™\F. Mivel ¢ ¢ OF, ezért létezik € > 0, amire
S(c,e)NF =10 vagy S(c,e)\F =0.

A masodik eset nem lehetséges, mivel ¢ € S(c,e)\F, ezért S(c,e) N F = 0.
Vagyis S(c,e) C R"\F, tehat az R™\ F halmaz nyilt.

(¢)=(a): Legyen ¢ € F’'. Ekkor minden ¢ > O-ra S(c,e) N F # 0, igy
S(c,e) € R\ F. Mivel R™\ F nyilt, ezért ¢ ¢ R™\F, tehat ¢ € F. O

Az 1.8 Allitas dualisa zart halmazokra:

1.17. Allitas. Tetszbleges sok zdrt halmaz metszete zdrt. Véges sok zdrt halmaz
unioja zdrt.

1.18. Feladat. Bizonyitsa be az 1.17 Allitast. Mutasson példat végtelen sok
zért halmazra, melyek uni6ja nem zart.



1.19. Feladat. Adjon példat Fj C R™ nemiires zart halmazok egy sorozatéra,
melyre minden k € N esetén Fyyq C Fy és (p—y Fx = 0 (elég R-ben vagy
R2-ben).

1.20. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden U C R” nyilt és F© C R”™ zart
halmazokra az U\ F halmaz nyilt és az F\U halmaz zart.

1.21. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden H C R™-re a H' és 0H halmazok
zartak tovabba, hogy a H U H' = H U OH halmaz is zart. Bizonyitsa be, hogy
ez legsziikebb H-t tartalmazé zart halmaz.

1.22. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden H C R"-re az int(H), 0H és a
int(R™\ H) halmazok paronként diszjunktak tovabba, hogy fennall az

int(H) U0H Uint(R"\H) = R"

egyenlGség.



2. Sorozatok

Sorozatok konvergenciaja

Az egydimenzios esethez hasonloan, tobb dimenzioban is az egyik legfontosabb
fogalom a sorozatok konvergencidja. Ennek megértése sziikséges a fiiggvény
hatarérték és folytonossag megértéséhez is.

Az egyszertibb irasmod kedvéért megallapodunk abban, hogy 0 ¢ N.

2.1. Definicié. Egy a : N — R™ fiiggvényt (R™-beli) sorozatnak neveziink. A
sorozat k. elemére a(k) helyett az a,, jelolést hasznaljuk.

Egy {a;, }ren sorozat részsorozatdn a sorozat egy "ritkitasat" értjiik. Precizen:
egy adott k : N — N szigordan monoton névs fliggvényhez definidljuk az
{ay,, }aen sorozatot a kévetkezSképpen:

ay,, = a(k(d)) = aya,
vagyis ennek a sorozatnak a d. eleme az eredeti sorozat kq = k(d). eleme.

A preciz {a;, }ren jelolés helyett, ha egy sorozatrol beszéliink egyszertien -t
fogunk irunk. Minden g, sorozat megadhaté a kovetkezs formaban:

gk:(a}g,...,az),

ahol minden i-re {a} }ren egy klasszikus valos sorozat. Példaul

k+ k3
= (B> + K - VE ———
ap= (¥ + f’k+ln(k))
egy R2-beli sorozat.

2.2. Definicié. Egy a; R"-beli sorozat hatdrértéke vagy limesze a € R", jel6lés-
ben limg_.oc a;, = a vagy a; — a, ha minden € > 0-hoz létezik ky € N, hogy
minden k > ko-ra a;, € S(a, ). Ekkor azt mondjuk, hogy az g, sorozat konver-
gens, kiilonben divergens.

Az egydimenzios esethez hasonléan meggondolhato, hogy egy sorozatnak
legfeljebb egy hatarértéke lehet.

A gyakorlas kedvéért fogalmazzuk meg a definiciot logikai jelekkel is tobbfélekép-
pen: a; — a pontosan akkor, ha

Ve>03koeNVE>kya, € S(a,e),
pontosan akkor, ha
Ve>03kyeNVE>ky ||a, —all<e.

Az egydimenzios esetben megismert fogalmak és tételek egy része értelmes R"-
beli sorozatokra is, bizonyitasuk szinte sz6 szerint ugyanaz.

2.3. Allitas. Ha ap — a, by — b és A € R, akkor A\a;, — Xa és (a5, £ b,) —
(a+b).

2.4. Feladat. Bizonyitsa be az 2.3 Allitast.



Altalaban nincsen értelme: sorozatok szorzatarol, sorozat monotonitasarol
vagy sorozat co-hez tartasarol beszélni.

Belatjuk, hogy az R"-beli sorozatok konvergencidja visszavezethet6 klasz-
szikus sorozatok konvergenciajara.

2.5. Tétel. Ha a;, = (a},...,a}) egy sorozat és a = (aq,...,a,) € R™, akkor

lim g, =a <= Vi hm aj, = a;.
k—oo

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a;, — a. Legyen 1 < i < n és e > 0 tetsz6leges.
Ekkor létezik ko, hogy minden k > ko-ra || a;, — a ||< . Tudjuk tovabba, hogy
minden k-ra

n

1
2
@ —ad < (Y0l —0)?)" =l gy —a <.

j=1

Mivel e tetszéleges volt, ezért limy_ o ak = a;.

Forditva: Tegyiik fel, hogy minden i-re limj_ a} = a;. Adott ¢ > 0-
€

hoz minden i-re létezik k;, hogy minden k > k;-re |al — a;| < T Legyen
ko = max{k; : 1 <i < n}. Ekkor ha k > kg, akkor

= (S -or) < (£(5))

j=1 j=1

S

Mivel ¢ tetsz6leges volt, ezért a;, — a. O

2.6. Feladat. lim;_o (1, 2%, (E-1)*7") =

2.7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a;, és b, R™-beli konvergens sorozatok,
a, — a és by — b, akkor aib, — ab.

2.8. Feladat*. Bizonyitsa be, hogy ha g, és b, R3-beli konvergens sorozatok,

a;, — a és b, — b, akkor (a5, x by,) — (a x b).

Korlatos sorozatok

2.9. Definicioé. Egy a, sorozat korldtos, ha az {a;, : k¥ € N} halmaz korlatos,
vagyis létezik K > 0, hogy minden k € N-re ||g;| < K.

2.10. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden konvergens sorozat korlatos. Mu-
tasson példat arra, hogy ennek megforditasa nem igaz, vagyis abbol, hogy egy
sorozat korlatos nem feltétleniil kovetkezik, hogy konvergens (n dimenzidban).

A kovetkezd tétel a Bolzano-Weierstrass Tétel tobbdimenzios altalnositéasa.

2.11. Tétel. (Bolzano-Weierstrass Tétel) Minden korldtos sorozatnak van kon-
vergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen a;, = (aj},...,a}) egy korlatos sorozat. Ekkor természete-
sen minden i-re az aj, R-beli sorozatok is korlatosak. A klasszikus Bolzano-

Weierstrass tétel n-szeres egymasutani alkalmazaséaval belatjuk, hogy van "k6zos"

10



konvergens részsorozatuk, vagyis egy k : N — N szigortian monoton noévé fiig-
gvény, hogy minden i-re az a};( 4) sorozat konvergens, vagyis az 2.5 Tétel szerint
az ay,, sorozat konvergens.

Az aj. sorozat korldtos. Legyen ki : N — N szigorian monoton ndvé fiig-
gvény, amire a,lﬂ(d) konvergens, limg—_ o a,lcl(d) =a.

Az ail( a) sorozat korlatos. Legyen ks : N — N szigortian monoton névé
fiiggvény, amire ail(kz(d)) konvergens, limg_, o ail(kz(d)) = as.

"Es igy tovabb", kapjuk a k; : N — N szigortian monoton névé fiiggvényeket
minden 1 < i < n-re, melyekkel minden i-re

Jim g, @)y = 9

Ekkor a k(d) = ki(k2(...kn(d)...)) fiiggvény megfelels. Ezzel a k-val min-
den i-re az GZ(d) sorozat az azl(...(ki(d))‘..) konvergens sorozat részsorozata, igy

konvergens és limg_.oo aj, (d) = Gi- O

2.12. Feladat**. Bizonyitsa be, hogy a 2.11 Tétel bizonyitasiban szerepls

"k6z6s" konvergens részsorozat konstrukciéja altalanosithato végtelen sok soroza-
tra. Pontosabban, ha {a; }ren, {a? }ren, - - -, {a} }ren, . .. korlatos valos soroza-

tok minden i € N-re, akkor létezik k : N — N szigortian monoton nové fiiggvény,

hogy minden i € N-re az {a};( d)}deN sorozat konvergens.

2.13. Kovetkezmény. (Cantor Axioma) Ha Fj, C R", k € N nemdires korldtos
zdrt (kompakt) halmazok és Fi1 C Fy, minden k-ra, akkor (\yey Fr # 0.

Bizonyitds. Minden k-ra valasszunk egy a, € F}, pontot. Ekkor az g, sorozat
korlatos, gy létezik konvergens részsorozata, limg . a;, = a. Belatjuk, hogy
minden k-ra a € F}.

Indirekt tegyiik fel, hogy a ¢ F} valamelyik k-ra. Mivel az Fj halmaz
zért, ezért a komplementere nyilt, igy létezik ¢ > 0, hogy S(a,e) N F}, = 0.
Mivel limg .o a, = a, ezért létezik do, hogy minden d > dp-ra a;, € S(a, £).
Legyen d > dy olyan nagy, hogy kq > k teljesiiljon. Ekkor a,, ¢ Fip D Fp,,
ellentmondaés. O

Cauchy-sorozatok

Az egydimenziéban megismert fogalmat értelemszertien altaldnosithatjuk tobb
dimenzi6ban is.

2.14. Definicié. Egy g;, R"-beli sorozat Cauchy-sorozat, ha minden ¢ > 0-hoz
létezik ko, hogy minden I,m > ko-ra ||g; — a,,| < €.

Logikai jelekkel: az a;, R"-beli sorozat Cauchy-sorozat, ha
Ve>03ko e NVI,m>kollg —a,l <e.
2.15. Allitas. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Adott g, konvergens sorozat, a, — a. Legyen ¢ > 0 tetszdleges.
Ekkor létezik ko, hogy minden k > ko-ra [|a;, — al| < §. Ha I, m > ko, akkor

la, = anll = (g —a) + (@ — a,,)|| < llgy —all + lla — a, || < 5§+ 5 =-¢
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Mivel e tetszGleges volt, ezért a sorozat Cauchy-sorozat. O
2.16. Tétel. Minden Cauchy-sorozat konvergens.

Bizonyitds. Legyen a;, = (a,lc, ...,a}) egy Cauchy-sorozat. Elgszor belatjuk,
hogy minden i-re az {a};} ken valos sorozat is Cauchy-sorozat.

Legyen € > 0 tetsz6leges és ehhez kg € N kiisz6bindex, amire minden I, m >
ko esetén ||la; — a,,|| < €. Ekkor minden é-re ha I, m > ko, akkor

n 3
jaf —aial < (Y0~ a5)?)" =l — a | <=

j=1

Vagyis az a}€ sorozatok is Cauchy-sorozatok. A klasszikus sorozatokra vonatkozo
jolismert tétel szerint minden i-re az aj, sorozat konvergens. Alkalmazva a 2.5
Tételt, kapjuk hogy az a;, sorozat is konvergens. O

2.17. Kovetkezmény. FEgy sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.
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3. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Tobbvaltozos vektor értékid fiiggvények

Tobbvaltozos fiiggvényen egy D C R™ halmazon adott f : D — R™ fiiggvényt
értiink. Ebben az esetben D természetesen f értelmezési tartoméanya, D =
dom(f). Az ilyen fiiggvények tulajdonsagait fogjuk vizsgalni.

Példaul

[:D =B, fla.y) = (o9,0” = V. ")

ahol D = {(x,y) : x £ 0Ay >0} CR? a zart felss félsik minusz az origo.
Adott D esetén, ha A € R és f,g : D — R™ fliggvények, akkor minden
z € D-re legyen

Af)(x) = Af(z) és (f +9)(z) = f(z) +g(z).
Vilagos, hogy ekkor A\f : D — R™ és f+ g : D — R™ fiiggvényeket kapunk.
Ezzel az Gsszeadassal és valds szammal valo szorzassal az
F(D,R™) ={f: fegy D— R™ fiiggvény}
halmaz egy vektortér. m = 1 esetén az F(D) jelolést hasznaljuk.

3.1. Feladat. (Linearis Algebra) Bizonyitsa be, hogy F(D)-ben fiiggetlen hal-
mazt alkotnak a kovetkezd fuiggvények: {f4:d € D}, ahol

1, haz=d
falz) = {0, kiilonben

Bizonyitsa be, hogy ha |D| < oo, akkor F(D)-ben ezek a fiiggvények bazist
alkotnak; ha | D| = oo, akkor ezek a fiiggvények nem alkotnak bézist. Specialisan
F(D) pontosan akkor véges dimenzios, ha |D| < occ.

Minden f : D — R™ filiggvény egyértelmiien megadhato a koordindtafiig-

guényeivel:
fla"'7fm : DHRT”)
f@) = (fi(@), ..., fu(2)).
Jeldlésben f = (f1,..., fm). Els6 példankban fi(z,y) = zy, f2(z,y) = 2* — /¥,
f3 (LE, y) = %
3.2. Feladat. Mi a legb6vebb részhalmaza R2-nek, ahol az
2

fiygv In(zy))

f($7y):(vx_y,1

fiiggvény értelmezhets. Abréazolja ezt a halmazt.
Legfontosabb fogalmunk egy fliggvény adott R™-beli pontban értelmezett

hatarértéke:

3.3. Definicié. Adott D C R", f : D — R™ fiiggvény és z, € D’ tor-
lodasi pontja D-nek. Az f fliggvény hatdrértéke zy-ban a € R™, jelolésben
limg ., f = a, ha minden € > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy minden z € DOS(QO, 0)-
e f(2) € S(a,e).
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Fogalmazzuk meg a definiciot logikai jelekkel is tébbféleképpen. Ha f : D —
R™ és x, € D', akkor lim, ., f = a pontosan akkor, ha

Ye>030>0YzeDnNS(x,0) (flz) € S(a,e)),
pontosan akkor, ha
Ve>036>0VzeD (ze€ S(zy,0) = flz) € S(a,€)),
pontosan akkor, ha
Ve>036>0VzeD (0<|z—z <d=|f(z)—all <e).

Vegyiik észre, hogy a 3.3 Definiciéban nincsen szerepe annak, hogy z, € D
vagy sem. Tovadbba, ha esetleg f értelmezve van z,-ban, akkor sem szamit,
hogy mi f(z,), mivel a definiciéban z € D N S(z,, 8) szerepel, vagyis z,-al nem
foglalkozunk.

A sorozatokra vonatkozo 2.3 Allitas megfelelsje igaz fiiggvényekre is:

3.4. Allitas. Ha D CR", f,g: D - R™, 2y € D', limy_, f =a, limy_, g =
b és XA € R, akkor limy ., Af = Aa éslimy ., (f+9g) =a+Db.

3.5. Feladat. Bizonyitsa be a 3.4 Allitast.
Vizsgaljuk meg a kovetkezd két példat:

2 2 2
L) limg y) .o 7275z = 0, mert |%| < |%Z2| = |y|, és gy ha e > 0 adott,
akkor ¢ = ¢ megfeleld, mert ha (x,y) € S(0,¢), akkor

Fery) =0l = =22 <yl < @yl <
z,y) — 0| = <ly| < ||(=, E.
y il sl y
2 3
2.) lim(g )0 wﬁiﬁ’yél =0, mert
|y

x2y3
= < — 0,
= e <

ha (z,y) — 0.

3.) lim, )0 f—_yy nem létezik, mert ha létezne, akkor csak 0 lehetne, ugyanis
xy # 0 esetén f(0,y) = f(xz,0) = 0, vagyis (0, 0)-hoz barmilyen kozel felveszi a
fiiggvény a 0 értéket. Viszont a fiiggvény (0,0)-hoz tetszslegesen kozel felvesz
I-hez nagyon kozeli értéket is: (0,0)-hoz tetszélegesen kozel van (L + L 1)

n n2’n
alakt pont (n € N). Erre alkalmazva a fliggvényt:

111, H+k 1
o Iy nr W .-
f(n + n2’ n) X + n
4.) lim(, ) % = 0, mert attérve polarkoordinatékra: Ha az (z,y)
V=0 2y 23

vektor hossza r és az = tengellyel bezart szoge ¢, akkor © = rcos(p), y =
rsin(p), igy

72 cos?(p)r? sin?(p)

. T 2 . 92 o
}1_1)% 3 = }1_12)7“008 (p)sin“(p) =0
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minden fix ¢-re. Ebbdl altalaban még nem kovetkezik, hogy az eredeti hatarérték
is letezik! Most azonban cos? (i) sin?(y) korlatos, igy a hatarérték definiciojaban
minden p-hez, vagyis minden iranyhoz tudunk kozos d-t valasztani, igy létezik
az eredeti hatarérték is és persze 0-val egyenld.

3.6. Feladat. lim(, ,) .o % =

. x4 4
3.7. Feladat. lim, ,) .o W =7

Példainkban minden fiiggvény R-be képezett. Ez nem véletlen, "elég" az
ilyen fiiggvényekre elsajatitani a hatarértékszamitasi technikakat, mert a soroza-
tokra vonatkoz6 2.5 Tételhez hasonléan most is igaz a kovetkezd:

3.8. Tétel. Adott D CR™, f: D — R™ figgvény, f = (f1,-.., fm) ésxy € D’
esetén limy ., f=a=(a1,...,a,) pontosan akkor, ha minden 1 < i < m-re
limga% fz = Q.

Az 3.8 Tétel bizonyitédsa a sorozatokra vonatkozo megfelelGje bizonyitasanak
kézenfekvs modositasaval adodik, igy elhagyjuk.

3.9. Feladat. Bizonyitsa be a 3.8 Tételt.

Folytonos fiiggvények

3.10. Definicié. Adott D C R", f : D — R™ fliggvény és z, € D. Az f
fiiggvény folytonos z,-ban, ha minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden
z € DN S(zy,0)re f(z) € S(f(zy),e). Az f fuggvény folytonos, ha minden
zy € D-re f folytonos z,-ban.

Most is fogalmazzuk meg a definiciot logikai jelekkel is tobbféleképpen: Az
f D — R™ fiiggvény pontosan akkor folytonos az x, € D pontban, ha

Ve>038>0VzeDNS(zy,d) (fla) e S(f(z),e)),
pontosan akkor, ha
Ve>036>0VzeD (ze€S(zd) = flz) € S(flzy),e)),
pontosan akkor, ha
Ve>030>0VzeD ([lz—zof <d=|f(z)— flzy)] <e).

Vegyiik észre, hogy egy fliggvény folytonossagat csak értelmezési tartomanya-
nak pontjaiban vizsgéaljuk és nem tessziik fel, hogy ez a pont torlédasi pontja
az értelmezési tartomanynak. Tehat nem ugyanazokban a pontokban vizsgaljuk
egy fiiggvény hatarértékét és folytonossagat. Ha x, € D egy izoldlt pont, vagyis
létezik § > 0, hogy D N S(zy,d) = {z,}, akkor minden f : D — R™ fiiggvény
folytonos z-ban.

3.11. Feladat. Gondolja meg, hogy az f(x) = ||z| fliggvény trividlisan folytonos.

A kovetkezd tétel a nyilt halmazok és a folytonossag kapcsolatat mutatja.
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3.12. Tétel. Egy f : R™ — R™ fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden
V C R™ nyit halmazra az f~Y(V) = {z € R" : f(z) € V} C R" halmaz is
nyilt.

Altaldnosabban: Egy f : D — R™ (D C R™) fiigguény pontosan akkor foly-
tonos, ha minden V. C R™ nyilt halmazhoz létezik egy U C R™ nyilt halmaz,
hogy f~Y(V)=DnNU.

Bizonyitds. Legyen f : D — R™ egy folytonos fliggvény és V' C R™ egy nyilt
halmaz. Ha z € f=1(V), vagyis f(z) € V, akkor V nyiltsdga miatt létezik egy
g; > 0, hogy S(f(z),e;) C V. Minden z € f~1(V)-hez f folytonossag miatt
létezik egy 6, > 0, hogy minden y € D N S(z, d,)-re f(y) € S(f(z),ex), vagyis

FDNS(z,0.)) € S(f(a),ez) € V-
Legyen U = U,¢;-1(v) S(2,6z). Ekkor

jonn=i( U pns@a)= U fDns@é)cv,

zef~1(V) zef~H(V)

vagyis DNU C f~1(V). Tovabba f~(V) minden z pontja eleme S(z, . )-nek,
igy D N U-nak is, vagyis f~1(V) C DNU is teljesiil. Tehat DNU = f~1(V).

Forditva: Legyen x € D és € > 0 tetszSleges. Alkalmazva a feltételt a
V = S(f(z),e) € R™ nyilt halmazra kapjuk, hogy létezik egy U C R™ nyilt
halmaz, amire D N U = f~1(V). Legyen § > 0, amire S(x,8) C U. Ekkor
minden y € DN S(z,0)-ray € DNU, igy f(y) € V =5S(f(z),e). Mivel z és ¢
tetszGleges volt, ezért f minden pontban folytonos. O

Vizsgaljuk meg a hatarérték és folytonossag kapcsolatat. A kovetkezd tétel
trivialis, bizonyitasat a gyakorlas kedvéért mégis leirjuk.

3.13. Tétel. Adott D CR", f: D — R™ figguény és x, € DN D' esetén f
pontosan akkor folytonos xqy-ban, halimy—.. f = f(zg).

Bizonyitds. Az zq € DN D' feltétel miatt zy-ban van értelme folytonossagrol és
hatarértékrél is beszélni.

Tegyiik fel, hogy f folytonos z,-ban. Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor létezik
d > 0, hogy ha x € DN S(z,,d), akkor f(z) € S(f(z,),e). Ekkor természetesen
minden z € DN S(zy,0)-rais f(z) € S(f(zy), ). Mivel e tetszéleges volt, ezért
limg .z, f = f(zo)-

Tegyiik fel, hogy lim; ., f = f(zy). Legyen e > 0 tetszéleges. Ekkor
létezik § > 0, hogy ha = € D N S(zy,0), akkor f(z) € S(f(zy),e). Mivel
f(zy) € S(f(zy),€), ezért minden z € DN S(zy,0)-re f(z) € S(f(zy),e). Mivel
€ tetszbleges volt, ezért a fliggvény folytonos zy-ban. O

A 3.4 Allitas és a 3.13 Tétel kovetkezményeként adodik a kovetkezo:

3.14. Allitas. Ha D C R", f,g : D — R™ az 2, € D pontban folytonos
fiiggvények és XA € R, akkor a A\f és f + g fliggvények is folytonosak z-ban.
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Legyen C(D,R™) illetve C(D), ha m = 1 a D-n értelmezett folytonos fiig-
gvények halmaza:

C(D,R™) ={f: fegy D — R™ folytonos fiiggvény}.

A 3.14 Allitas szerint ez a halmaz vektortér, specidlisan az F(D,R™) illetve
az F(D) vektortér altere. Belathato, hogy C(D) is végtelen dimenziés, ha D
végtelen.

A 3.8 és 3.13 Tételek kovetkezményeként adodik a kévetkezd:

3.15. Tétel. Ha D CR", f = (f1,...,fm) : D = R™ és z, € D, akkor f
pontosan akkor folytonos xy-ban, ha minden 1 < i < m-re f; folytonos x,-ban.

A Weierstrass Tétel tobbdimenzios altalanositasa is igaz, ugyanazzal a bi-
zony{tassal.

3.16. Tétel. (Weierstrass Tétel) Ha K C R"™ egy korldtos zdrt halmaz és f :
K — R™ egy folytonos figguény K-n, akkor f(K) is korldtos zdrt. Specidlisan,
ha m =1, akkor f felveszi a maximumdt és minimumdt.

3.17. Feladat. Bizonyitsa be a Weierstrass Tételt.
A kovetkezd tétel az Osszetett fliggvények folytonossagara ad elégséges feltételt.

3.18. Tétel. Legyen D C R™, f : D — R™, z, € D, f(z,) € H C R™ és
g: H — RFE. Ekkor ha f folytonos xy-ban és g folytonos f(z,)-ban, akkor go f
folytonos xy-ban.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszG6leges.
Mivel g folytonos f(z()-ban, ezért létezik d; > 0, hogy minden y € H N

S(f(zg),01)-re g(y) € S(g(f(20)),€)-

Mivel f folytonos z,-ban, ezért §;-hez (mint e-hoz) létezik egy do > 0, hogy
minden z € D N S(zy,02)-re f(z) € S(f(zy),d1).

Legyen 6 = d3. Ekkor ha z € dom(g o f) N S(zy,d), akkor f(z) € HN
S(f(zy),01) ésigy g(f(z)) € S(g(f(zg)),e). Mivel € tetszleges volt, ezért g o f
folytonos zy-ban. O

Fontos megjegyezniink, hogy az egydimenziés esethez hasonléan tobbval-
tozos fliggvények esetében sem igaz a 3.18 Tétel megforditasa.

3.19. Feladat. Mutasson példat tetszéleges n, m és k esetén sehol sem folytonos
R L. R 2, RE fliggvényekre, melyekre g o f = 0, specialisan a g o f fiiggvény
mindenhol folytonos.

Hogyan konstrualhatunk R™ — R folytonos fiiggvényeket? Erre adunk egy-
két egyszerd példat. Konnyen belathato, hogy minden 1 < ¢ < n-re az

flzr, .. xn) =24

fiiggvény (mindenhol) folytonos, amibél a 3.18 Tétel felhasznalasaval kapjuk,
hogy ha g : R — R egy folytonos fliggvény, akkor minden i-re az

f(xlv"'axn) = g(ml)

fiiggvények is folytonosak. Példaul az f(z,y) = sin(y) fiiggvény folytonos.
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A 3.14 Allitas felhasznalasaval kapjuk, hogy ilyen fiiggvények osszege és
szamszorosa is folytonos, példaul az

f(x,y) = —2sin(3z + 1) + 42 — V2yIn(y® + 1)

fiiggvény folytonos. Hasonloan ha (a1, ..., a,) € R, akkor az f(x1,...,2,) =
a;1T1 + - -+ + ajpx, fliggvény is folytonos, amibdl a 3.15 Tétel felhasznalasaval
kapjuk, hogy minden linearis leképezés folytonos:

a1 a2 ... Q1p 1 1171 + @12T2 - + G1pTn
21 G2 ... Q2p T2 2171 + Q222 - - - + G2pTn
Aml Am2 ... amn T U121 + @22 - -+ AnTn

Persze az eljarast tovabb bonyolithatjuk: ilyen fliggvények kompozicidja egy
R — R folytonos fiiggvénnyel. Es igy tovabb: Gsszeg, szamszoros illetve kom-
pozicio. Példaul az

f(z,y) = \/stin(aj) —z—3yt—In (x% _ _QC;EF?J:D)

fliggvény folytonos az értelmezési tartomanyén.

Altalaban nincs értelme vektorértékd, vagyis f : D — R™, m > 1 fiiggvények
szorzatarol beszélni, de ha m = 1, akkor persze értelmezhets a szorzat: ha
f,9: D — R, akkor minden z € D-re legyen

(f9)(z) = f(z)g(z).

Teljesen hasonloan, ha f,g : D — R és minden z € D-re g(z) # 0, akkor minden
x € D-re legyen

Vilagos, hogy ezekben az esetekben fg, 5 : D — R fiiggvényeket kaptunk. Ha

nem kotjik ki, hogy V 2 € D g(z) # 0, akkor az 5 fiiggvény értelmezési tar-

toméanya dom(g) = {z € dom(g) : g(z) # 0}. A kovetkezs tétel az egyvaltozos
esetben megismert valtozatanak altaldnositésa, bizonyitésa teljesen analog.

3.20. Tétel. Ha D C R" és f,g : D — R az z, € D pontban folytonos
figgvények, akkor az fg fiiggvény is folytonos xy-ban. Tovdbbd, ha g(z,) # 0,
akkor az i fiigguény is folytonos x,-ban.

Tehat folytonos fiiggvények szorzata és hanyadosa is (ha értelmes) folytonos.
Ennek segitségével mar rengeteg folytonos fliggvényt kredlhatunk. Példaul az

22y — In(x — y? —5 4
flay) = VI wfy b
z + ych(zy) yo\ VT =3y

fliggvény folytonos az értelmezési tartomanyén.

Ha az itt felsorolt modszerekkel megkaphato egy fliggvény, akkor folytonossaga-
nak igazolalsara csak annyit szoktunk mondani, hogy "Folytonossagot megérzé
modon van felépitve elemi fiiggvényekbdl, igy értelmezési tartomanyén folytonos".

3.21. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges a € R3-ra az a-val val6 saklaris
és vektorialis szorzas: s, : R — R, s,(z) = az illetve v, : R® — R3, v,(z) =
a x z folytonos fiiggvények.
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Atviteli Elv és egyenletes folytonossag

A fliggvények és a sorozatok hatarértékének szoros kapcsolatat mutatja a kovetkezd
tétel, melyet konkrét példaknal rengetegszer fogunk alkalmazni. Bizonyitésa tel-
jesen analog egyvaltozos megfelelGjének bizonyitasaval, mégis megadjuk, mert
klasszikus, sokszor hasznos techinkai elemeket tartalmaz.

3.22. Tétel. (Atviteli Elv) Legyen D CR™, f : D — R™ és x, € D' torloddsi
pont. Ekkorlimy_.. f = a pontosan akkor, ha minden D-beli x,-hoz konvergdlo
x5, # xo sorozatra f(z;) — a.

Logikai jelekkel:

lim f=a < V{z;: ke N} CD\{zo} (), = 2o = flzy,) — a).

z—z,
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy lim,_., f = a és x; egy D-beli sorozat, z; # z,
melyre z; — x,. Legyen € > 0 tetszlleges. Ekkor a hatarérték definicioja
szerint létezik § > 0, hogy minden z € D N S(zy,8)-ra f(z) € S(a,e). Egy
ilyen d-hoz létezik ko kiiszobindex, hogy minden k > ko-ra z,, € S(z,,). Ekkor
minden k > ko-ra f(z;) € S(a,e). Mivel ¢ tetszdleges volt, ezért f(z;) — a.

Forditva: Belatjuk, hogy ha lim, ., f # a (esetleg nem is létezik), akkor

létezik egy x;, € D\{x,} sorozat, amire z, — z,, de f(z;) / a. A hatarérték
megfelels, vagyis minden & > 0-hoz létezik egy = € D N S(z,,d), amire f(z) ¢
S(a,e). Minden k € N-re § = % sem megfelels, ami azt jelenti, hogy van egy
z, € DN S(zy, 1), amire f(z;,) ¢ S(a,¢). Ekkor persze z), # x4 és z), — z, de
f(z) # a, hiszen minden k-ra || f(z,) — a|| > e. O

Felhasznalva a hataréréték és a folytonossag kapcsolatéat (3.13 Tétel) kapjuk
az Atviteli Elv kovetkezs véaltozatat.

3.23. Kovetkezmény. Legyen D CR", f: D — R™ ésx, € D. Ekkor f pon-
tosan akkor folytonos zy-ban, ha minden D-beli xy-hoz konvergdlo x,, sorozatra

flzy) = flzo)-

Az Atviteli Elv segitségével konnyen belathato, hogy bizonyos hatéarértékek
nem léteznek. Valojaban a hatarérték definicidja utani 3.) példaban is ezt
hasznaltuk mar. Altalaban nem fogunk konkrét sorozatokat megadni, hanem
csak az adott ponton atmend folytonos gorbéket, "amik mentén kiillonbozs a
limesz". Ez a konkrét példakban teljesen vilagos lesz, és természetesen ebbgl
mér megadhatok a sorozatok is, amik mutatjak, hogy nem létezik a limesz.

1.) lim(myy)ﬁg%fyg nem létezik: Ha = = 0, akkor lim, .o y% = 0, de ha
x =y, akkor lim,_,q % = % £ 0.

2.) lim, 4)—o 23%’2 nem létezik: 1.)-hez hasonléan belathato, hogy a

fliggvénynek nem létezik hatarértéke 0-ban. Tovabba tudjuk, hogy limy_.q % =
1. Tehéat
lim sin(xy) — lim sin(zy) xy
@y)—022 +y?  (@y)—0 zy 224>

Ty

=1- lim —2%—,
(2,y)—0 T2 + Y2
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ami nem létezik.

3.) 1im(z’y)ﬂgffyy2 nem létezik: Ha o = 0, akkor lim, .o y% = 0, de ha
y = 22, akkor lim,_,o % = % # 0.

. xT 2
3.24. Feladat. lim, ) g ;%5 =7

. 1\2y _9
3.25. Feladat. lim(, , .o oy
Az egyenletes folytonossag fogalma értelemszerten altalanosithatd tobbval-
tozos fliggvényekre.

3.26. Definicié. Egy f: D — R™ (D C R") fiiggvény egyenletesen folytonos
(D-n), haminden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden z,y € D-re, ha [|z—y| <
d, akkor || f(z) — f(y)] <e.

Logikai jelekkel: f: D — R™ egyenletesen folytonos, ha
Ve>030>0Vz,yeD (Jz—yll<d=|f(z)— fly) <e).

3.27. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy egyenletesen folytonos fiiggvény specialisan
folytonos is.

A Heine Tétel altalanositasa is igaz tobbvaltozos esetben, bizonyitasa analdg
az egyvaltozos esetével, igy elhagyjuk.

3.28. Tétel. (Heine Tétel) Ha K C R™ egy korldtos zdrt halmaz és f : K — R™
egy folytonos fiigguény, akkor f egyenletesen folytonos K-n.

3.29. Feladat. Bizonyitsa be a Heine Tételt.

Erdekességek

A kovetkezd hires tétel informaélisan azt a meglepd tényt allitja, hogy "egy egy-
dimenzi6s dologgal folytonosan kitolthets egy tobbdimenzios", vagyis példaul
"madzaggal egy négyzet".

3.30. Tétel. Minden n € N-re létezik f : [0,1] — [0,1]™ folytonos sziirjekcid.

n = 2 esetén a 3.30 Tétel szerint létezd fliggvényeket Peano-gorbéknek nevez-
zikk. Egy ilyen f fliggvénynek két koordinatafiiggvénye van: f = (fi, f2), ahol
f1, f2 1 [0,1] — [0,1]. Belathato, hogy egy Peano-gorbének nem lehet mindkét
koordinatafiiggvénye minden pontban differencidlhato. (Nehéz!)

Természetes a kérdés, hogy van-e olyan Peano-gorbe, amire minden =z &€
[0, 1] esetén legalabb az egyik koordinatafiiggvény differencidlhato z-ben. Ezt a
kérdést nem lehet eldonteni!!! Ez egy tgynevezett fiiggetlen allitas, vagyis ha
a "matematikdban" nincsen ellentmondés, akkor soha nem fogjuk tudni bebi-
zonyitani sem azt, hogy létezik, sem azt, hogy nem létezik ilyen fliggvény!

Megemlitjiik, hogy egy ilyen specialis Peano-gorbe létezése ekvivalens a Kon-
tinuum Hipotézissel, ami az allitja, hogy minden A C R végtelen halmazra vagy
létezik F' : N — A bijekcio, vagy létezik G : R — A bijekci6, vagyis hogy R
minden részhalmaza vagy megszamlalhato, vagy kontinuum szamossagu.

A kovetkezo tétel azt a szemléletes tényt fejezi ki, hogy "Egy korongbdl csak
gy tudunk lyukas korongot csinalni, ha széttépjik.".
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3.31. Tétel. (Borsuk Tétele) Nem létezik olyan folytonos figguény a kétdimen-
zi0s zdrt korlaprdl a hatdrdra, melynél a hatdrpontok fixen maradnak.

Precizen, ha D? = {x € R? : ||z|| < 1} az egység sugari zdrt korlap a
sikon és S1 = {x € R? : ||z|| = 1} az egydimenzids kirvonal, vagyis D? hatdra,
akkor nincsen olyan f : D? — S folytonos fligguény, hogy minden z € S'-re

flz) =z

A kovetkez6 hires tétel az n = 2 esetben Borsuk Tételének konnyti kovetkezménye,
de altalaban is igaz. Az allitja, hogy "Egy tal leveset nem lehet igazan megkev-
erni, vagyis akdrmeddig kevered egy pontja biztos, hogy a kiindulési helyzetébe
keriil vissza.".

3.32. Tétel. (Brouwer Fixponttétel) Minden n € N-re, ha D™ az n-dimenzids
origo kérili zdrt eqységgomb, akkor minden f : D™ — D™ folytonos fiigguénynek
van fizpontja, vagyis egy x € D", amire f(z) = z.

A kovetkezd tételt informalisan ugy is szoktédk emlegetni, hogy "Egy siindis-
znot nem lehet megfésiilni, mindenképpen lesz forgoja." vagy hogy "A {6ldon
minden pillanatban valahol szélcsend van.".

3.33. Tétel. (Siindiszné Tétel) Nem létezik sehol sem nulla folytonos érintd
vektormezd a kétdimenzids gombfelileten.

Precizen: Nincsen olyan f : S? — R3\{0} folytonos fiigguény, melyre min-
den z € S? esetén x | f(z).

3.34. Feladat. Egy f : R™ — R” fliggvényt kontrakcionak neveziink, ha létezik
q < 1 szdm, hogy minden z,y € R"-re || f(z) — f(y)|| < ¢|lz — y||. Bizonyitsa
be, hogy minden kontrakcio folytonos.

3.35. Feladat. (Banach Fixponttétel) Bizonyitsa be, hogy minden f : R® — R™
kontrakcionak létezik egyetlen fixpontja, vagyis egy z € R™, amire f(z) = z.
(Otlet: limeszként keressiik a fixpontot.)
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4. Tobbvaltozés fiiggvények differencialhatésaga

Skalar értéki fiiggvények differencidlhatésaga

El6szor is emlékeztetiink az egyvaltozos differencidlhatosagra: Legyen D C R,
a €int(D) és f: D — R egy fiiggvény. Ekkor f differencialhaté a-ban, ha a

ORI
r—a r—a

hatarérték létezik és véges. Ezt az értékét neveztiik a fiiggvény a-beli derivaltja-
nak. A tobbvaltozos esetben persze nem lenne értelme az osztésnak. Ismert,
hogy az egyvaltozos differencialhatosag atfogalmazhatéd a kovetkezdképpen:

Ha D CR,a € int(D) és f : D — R, akkor f pontosan akkor differencidlhato
a-ban, ha létezik egy A szdm, hogy
L @) = (fe) + Az~ a)

Tr—a |£L‘ — al

=0,

vagy masképpen: létezik egy A szam és egy r, : D — R fiiggvény, hogy

f(x) = f(a)+ A(x — a) + ro(z) és lim ra(e) =0.

r—a |x—a| o

Ennek segitségével mar az egyvaltozos esethez analog moédon definidlhatjuk
tobbvaltozos fiiggvények differencidlhatosagat. Tetszdleges £ € R™ pont ko-
ordinatas alakjat altalaban (z1,...,x,) jeloli.

4.1. Definicié. Ha D CR"™ a € int(D) és f : D — R, akkor az f differencidl-
hatd a-ban, ha léteznek Ay, ..., A, szamok, hogy

lim f(&) — (f(@) + (Ala”-?An)(g_Q))

z—a Iz — all

:O’

vagy masképpen: léteznek Aj,..., A, szamok és létezik egy r, : D — R fiig-
gvény, hogy

fl@)=fla)+ (A1,..., An)(z —a) +ra(z) és lim

—— = 0.
- z=a ||z — gl
Az f fuggvény differencidlhaté D-n, ha minden g € D-ben differencialhato.
A derivalt értelmezéséhez be kell még latnunk, hogy az A; szamok egyértelmiiek.

4.2. Allitdas. Ha D CR", a € int(D), f: D — R és f differencidlhatd a-ban,
akkor az Ay, ..., A, szdmok egyértelmiiek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a differenciadlhatosag feltétele teljesiil az Ay, ..., A,

és a By,..., B, szamokkal is. Ekkor l1éteznek r, és v, fliggvények, melyekre
f@) = fla) +(Ar,. . An)(z —a) +ra(a) = f(a) + (B, ..., Bn)(z —a) +va(2),
ra(2) va ()

tovabba lim, ., 7

lz—all

0 és limg_,q I 0. Belatjuk, hogy minden i-re

lz—all —

A; = B;. Legyen z, = a+te' = (a1,...,ai—1,a; +t,ais1,...,a,). Ekkor
t(A; — B;) = (A1 — By,..., Ay — By)(z, —a) =
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((Ah RN An) - (Blv AR Bn))(gt - Q) = Ug(gt) - rg(gt)‘

Vagyis minden t-re |A;— B;| = lvalzy) —rale)| _ al@)—ralz)l - A feltstelek miatt

I] lz,—al
limy_,g % =lim,_.¢ % =0, igy |A; — B;| tetsz6legesen kicsi
lehet, vagyis csak A; = B; lehetséges. O

Példaul, ha f(xz,y) = xy, akkor gradf(zo,y0) = (Yo, o) minden (xq,yo)
pontban:
lim zy — (Zoyo + (Yo, To) (T — @0,y — Yo))
(z,y)—(z0,y0) \/(:1: —20)?+ (y —yo)?

hatarértékbdl az u = x — xg, v = y — yo helyettesitéssel:

(u+z0)(v +y0) — Toyo — You — TV

uv
lim =  lim —,
(u,0)—(0,0) Vu? +v? (u,0)—(0,0) \/u?2 + v2

amit atirva polarkoordinatakra: u = rcos(p), v = rsin(p)

im 72 cos(¢p) sin(yp)

lim . = Tll_I% rcos(yp) sin(p) =0

minden ¢-re. Mivel cos(p) sin(yp) korlatos, ezért az eredeti hatarérték is 0.

Most mar definialhatjuk egy fliggvény derivaltjat is (nem csak a differencial-
hatosagat): Ha f differencialhato a-ban, akkor az f gradiense vagy derivdltja
a-ban:

eradf(a) = Vf(a) = (A1, Ay),

ahol Aq,..., A, a differencialhatosag definicidja szerint létezs és a 4.2 Allitas
szerint egyértelmi szamok. Ha f differencialhato a H C D minden pontjaban,
akkor beszélhetiink az f fiiggvény

gradf : H — R"

gradiens- vagy derivdltfigguényérdl.
A kovetkezd allitas egyvaltozos megfelelGjének trivialis kovetkezménye.

4.3. Allitas. Ha D C R", a € int(D), f,g : D — R, A € R, tovdbbd f
és g differencidlhatok a-ban, akkor \f, f + g, fg és ha g(a) # 0, akkor 5 is
differencidlhaté a-ban és

grad(\f)(a) = Agradf(a), grad(f + g)(a) = gradf(a) + gradg(a),

grad(fg)(a) = gradf(a)g(a) + f(a)gradg(a),
(g = gradf(a)g(a) — fla)gradg(a)

9
Egyenldre nem vilagos, hogy a 4.3 Allitasban az @ pont miért belsé pontja
az 5 fliggvény értelmezési tartomanyanak. Ez a kovetkezs tételbdl kovetkezik.

(Erdemes meggondolni miért!)

4.4. Tétel. Hao D CR"™, a € int(D), f: D — R és f differencidlhaté a-ban,
akkor f folytonos a-ban.
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy f(z)—f(a) = gradf(a)(z—a)+r4(z), ahol lim,_., ﬁi%)u
0. Legyen gradf(a) = (A1,...,A,). Ekkor

— o Az — a; a - P — Qg a
[f(z) = fla)] _ 122 Ai(wi — ai) + 7a(2)] SZ‘A”\:& ai|  Ira(z)l
|z — al [z — al — " z—al z-—a
Vilagos, hogy lzi—a:l < 1 Tovabba létezik 6y > 0, hogy ha 0 < ||z — al| < do,

llz—all

akkor 2@l 1 igy ha 0 < ||z — al| < do, akkor

lz—all

|z — a|

Legyen K =" | |A;| +1. Ha e > 0 adott, akkor legyen § = min{do, &=} > 0.
Ha ||z — a|| < 6, akkor

If(z) — fla)| < K|z —a|]| < K6 <.

Mivel e tetsz6leges volt, ezért f folytonos a-ban. O
Konnyen ellendrizhets, hogy minden ¢ = 1,...,n-re az f(z1,...,2,) = x;

i
fiiggvény mindenhol differencialhato és gradf = (0,...,0,1,0,...,0). A 4.3
Allitast alkalmazva kapjuk, hogy minden n-valtozos racionélis tortfiiggvény dif-
ferencialhaté értelmezési tartomanyan. Példaul az
2x2y — y422 +z
24— p2y23

flz,y,2) =

fiiggvény differencialhaté minden olyan (z,y, z) pontban, ahol nevezgje nem 0.
Végezetiil még egy fontos fogalmat definidlunk.

4.5. Definicié. Ha D C R", a € int(D) és f : D — R differencialhaté a-ban,
akkor az f fliggvény a-beli érintd-hipersikja :

Tni1 = f(a) + gradf(a)(z — a),
ahol most & = (z1,...,%,) és x,41 az ismeretleneket jelolik az egyenletben.

Az érintG-hipersik definicidja n = 1 esetben a szokasos érintG egyenletét
adja. n = 2 esetén egy fiiggvény grafikonja egy feliilet R3-ban, melynek egy
adott (a1, az, f(a1,az)) pontbeli érintésikja az érinté-hipersik.

Egyenlére nem tudjuk meghatarozni az A4, ..., A, szamokat. Erre a kbvetkezo
részben kapunk egy moédszert.

Parcialis derivaltak

4.6. Definici6. Ha D C R", a € int(D) és f : D — R, akkor azt mondjuk,
hogy f x; szerint parcidlisan differencidlhaté a-ban, ha a

g(t) = fla+te") = flar,...,ai—1,a; +t,ais1,...,a,)
t-t61 fiiges fiiggvény differencidlhato a 0-ban. Ekkor f x; szerinti parcidlis de-

rivdltja a-ban:
_9f

= e, (a) = ¢'(0).

fr.(a)

25



Ha az f : D — R fiiggvény x; szerint parcialisan differencidlhato egy H C D
halmaz minden pontjaban, akkor beszélhetiink az

, _ Of

= :H— R

parcidlis derivalt fliggvényrdl.

Az eljaras folytathato: megvizsgalhatjuk hogy H egy bels pontjaban, a-ban
az f, fliggvény x; szerint parcidlisan differencialhato-e. Ha igen, akkor ezt a
derivaltat is tobbféleképpen jelolhetjiik:

_ P

fr.z, (@) (a).

2
Az ilyen alaku derivaltat mdsodrendd parcidlis derivdlinak nevezziik. Az ﬁ
2°f
0

alakt mésodrendd parciélis derivaltakat 5-5-vel réviditjik.

A parcialis differencidlhatosag n = 2 esetén nagyon szemléletes fogalom. Ha
D CR%és f: D — R, akkor f "grafikonja" egy D feletti "feliilet". A fiiggvény
a € int(D)-beli z = x; szerinti parcialis differencidlhatosaga azt jelenti, hogy az
f figgvényt megszoritjuk az a-n atmend x tengellyel parhuzamos egyenesre és
az igy kapott "egyvaltozos" fiiggvény differencialhato.

Hogyan szamithatjuk ki egy tobbvaltozos fliggvény parcialis derivaltjait egy
vagy tobb pontban? Lassunk egy-két példat:

1.) Legyen f(x,y) = 22y+4xy+3. Az (1,—2) pontbeli parcialis derivaltakat
definicio szerint a kévetkezSképpen kapjuk:

x szerinti: g(t) = f(1+t,—2) = (1+4)3(=2)+4(1+¢)(=2)+3 = —2t>—12t-7,
§(t) = —dt — 12, igy f1(1,~2) = '(0) = ~12.

y szerinti: g(t) = f(1,-2+¢) = 12(=2+¢) +4-1(-2+t)+3 =5t -7,
g(t) =5, fgy £1(1,—2) = ¢'(0) = 5.

Hogyan szamolhatnénk ki egyszerre minden pontban a fliggvény x illetve y
szerinti parcialis derivaltjat, vagyis az f; és f, fiiggvényeket?

x szerinti: f-et egyvaltozos fliggvénynek tekintjiik y konstans paraméterrel,
vagyis fi(z,y) = 2zy + 4y.

y szerinti: f-et egyvaltozos fliggvénynek tekintjiik x konstans paraméterrel,
vagyis fy(z,y) = x? + 4z.

2.) Legyen

— zzwiygﬁ’ ha (x7y) 7é (an)
fe-y) = {0, ' ha (z,y) = (0,0)

Ekkor a fliggvény « szerinti parcialis derivaltja (0, 0)-ban definici6 szerint: ¢(t) =
f(0+1¢,0) = f(t,0) =0, igy f.(0,0) = ¢’(0) = 0. Hasonléan f,(0,0) = 0.
Fontos megjegyezniink, hogy gyakori a kovetkezs hibas gondolatmenet:
"fi(w,y) = LEEomEn) _ ooy
x 2% +y?) (@Z+y?)
a fiiggvény (0, 0)-ban nem differencialhat6 z szerint parcialisan”.
A hiba ott van, hogy ez a képlet csak (z,y) # (0,0)-ban adja meg az x
szerinti parcialis derivaltakat, (0,0)-ban definicié szerint kell megvizsgalnunk f
parcialis differencialhatosagat, hoszen ott nem érvényes a képlet.

ez (0,0)-nal nem értelmezhets, ezért
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3.) Legyen

=+ y?) sin (ﬁ), ha (z,y) # (0,0)
fe-y) = {o, T () = (0,0)

Ekkor f(z,0) = zsin (?12)7 igy definici6 szerint

S
, L xsm(;)—o_ o 1
f(0,0) = ilg}) — s_0 }}L%SIH (9)7
ami nem létezik, igy a fliggvény x szerint nem parcidlisan differencialhaté (0, 0)-

ban.
£(0,y) = y?sin (y%), igy definici6 szerint

£2(0,0) = lim

. .1
Y :Z}%ysm (—) =0,

y2
igy f,(0,0) =0.

4.7. Feladat. Melyik valtozoja szerint parcialisan differencialhat6 az

_[EE ha(z,y) # (0,0
flay) = {o, e (@) = (0.0)

fiiggvény (0,0)-ban?
Az x; szerinti parciélis derivalas altalanosithato.

4.8. Definicié. Ha D CR", g € int(D), f: D - Rés v = (v1,...,v,) € R”,
|lv]] = 1, akkor azt mondjuk, hogy f a v irdnyban parcidlisan differencidlhato
a-ban, ha a

g(t) = fla+tv) = flar + tor, ... a; + tog, ..., an + tuy,)

fliggvény differencialhaté a 0-ban. Ekkor a fliggvény v irdnyd irdnymenti de-
rivdltja a-ban: 5
fia) = @) = g0

Vilagos, hogy f/.(a) = f;,(a).

Az x; szerinti parcialis differencidlhatosdghoz hasnloan, n = 2 esetén arrél
van sz0, hogy a fliggvényt megszoritjuk az a-n dtmend v iranyd egyenesre, és az
igy kapott "egyvaltozos" fliggvény differencialhatosagat vizsgaljuk.

Fontos megjegyezni, hogy haegy f : D — R fiiggvény a € int(D)-ben minden
v iranyban differencialhaté, abbol még az sem kovetkezik, hogy f folytonos a-
ban. Példaul a kovetkezs fiiggvény a = (0,0)-ban.

1, haz?=y>0
fay) = {o, kiilonben

Tovabba, ha egy f : D — R fiiggvény folytonos egy a € int(D) pontban

és minden v iranyban parcialisan differencialhaté a-ban, még akkor sem biztos,
hogy differencialhato a-ban, példaul f(x,y) = /a3 —y3, a = (0,0).
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4.9. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az f(z,y) = /23 — y3 fiiggvény (0, 0)-ban
minden v irdnyban parcialisan differencidlhat6, de nem differencialhato.

A kovetkezs tétel a differencialhatosag és parcialis differencialhatosag kap-
csolatat mutatja. Segitségével mar ki tudjuk szamolni egy fiiggvény gradiensét,
ha létezik.

4.10. Tétel. Ha D CR"™, a € int(D), f: D — R és f differencidlhatd a-ban,
gradf(a), akkor ott minden v irdnyban is differencidlhato és

fi(a) = gradf(a)v,

specidlisan gradf(a) = (1, (@), .., f1, (a)).
Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért csak a parcialis derivaltakra vonatkozo v =
e’ alaku specialis esetet bizonyitjuk: gradf(a) = (A1,...,A,) esetén f/,(a) =
(Ala tey An)gi = A;.

f differencidlhatosaga szerint 1étezik egy v, : D — R fiiggvény, hogy

f(g) = f(@) + gradf(g)(g — Q) -+ Ta(@) és  lim T&(g) —0.

“ e=allz —al]

Minden t-re legyen x, = a + te’, ekkor

flzy) = fla) + Ait +ro(zy)-

A g(t) = f(z,) figgvény differencidlhatosagat kell megvizsgalnunk 0-ban:

g9(t) —9(0) _ flz) = fla) _ At ra(z)
t t t
Mivel |t| = ||z, — a|, ezért lim;_ Tgl(f‘t) = limy_.q Hri(%jl)\l lim,_., ‘Eﬁﬁl =0,
igy g'(0) = A, vagyis f; (a) = fi,(a) = Ai. O

Tehat most mar egyszerd modszerekkel meghatarozhatd egy fliggvény de-
rivaltja, ha differencidlhat6: A parcialis derivaltakbol allo vektor lehet csak a
derivaltja. Példaul az

f(z,y) = {xiijﬂ ha (z,y) # (0,0)

0, kiilénben

fiiggvény (0, 0)-n kiviil differencialhato, mert ott racionalis tortfiiggvény.
(0,0)-ban: f(z,0) = f(0,y) =0, igy f;(0,0) = f,(0,0) =0 és

3
Y0+ (0,0)(x, 3
TR Z O OO@y) 2y

(@,y)—0 V2 + y? ()0 (22 4 y2)3

mert
:r3y

‘(332 +y2)

3
= —_— = ()7
22| =1

<]

3y
()

ha (z,y) — 0.
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4.11. Feladat. Hol differencialhat6 az

fag) = {+ ha (z,y) # (0,0)

0, kiilénben
fliggvény?

Sajnos a differencialhatésag problémaja altalanos esetben csak a definicidval
ellenérizhetd le, ami altalaban elég hosszadalmas és sokszor igen triikkds sza-
molast igényel. Lattuk, hogy még a folytonossag és minden irdnyu irdnymenti
differencialhatosag sem elég a differencialhatosaghoz.

Igaz viszont a kovetkezs tétel, mely konkrét példakban lényegesen leegy-
szerisiti a differencialhatosag ellenérzését.

4.12. Tétel. Hao D C R™, a € int(D), f: D — R és f minden z; szerint
parcidlisan differencidlhatd a egy kérnyezetében, tovdabbd minden i-re az f,. fig-
guény folytonos a-ban, akkor f differencidlhato a-ban.

Ezt egy példan illusztraljuk. Legyen

[ ha(e,y) # (0,0)
fay) = {0,+ ha (z,y) = (0,0)

Korabbi ismereteink alapjan csak annyit tudunk, hogy a fiiggvény (0, 0)-n kiviil
differencialhato, mert ott racionalis tortfiiggvény. (0,0)-ban a fliggvény folytonos:

.’I,'2y2 {E2y2

0< 74 <27
*x2_~_y2* 332

:y2_)0:f(070)a
ha (z,y) — 0. Parcialisan is differencidlhaté (0,0)-ban: f(z,0) = 0, igy

f2(0,0) = 0; f(0,y) =0, igy f,(0,0) = 0.
A parcialis derivalt fiiggvények:

, 2 ha (z,y) # (0,0)
— J (22+y?)
fe(@,y) {0’ A (1) = (0,0)

£E4
7 (z,y) = ﬂwy ha (z,y) # (0,0)
Y 0, ha (z,y) = (0,0)
Mar csak azt kéne belatnunk, hogy ezek a fiiggvények folytonosak (0, 0)-ban:
‘ _ 2Vlely? 2V zly? _ 2/lely? 2/ lely?
w2+ 2 224y — o2 Y2
2V/|z[2v/ ]| = 4lz] — 0= f,(0,0),

ha (z,y) — 0. Hasonl6an f, is folytonos (0,0)-ban. Tehat a 4.12 Tétel szerint
f differencialhaté (0, 0)-ban, gradf(0,0) = (0,0).

22yt

‘ (22 + )2
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Vektor értéki fliggvények differencidlhatosaga

4.13. Definicié. Ha D C R", a € int(D) és f = (f1,... fm) : D — R™, akkor
az f differencidlhaté a-ban, ha minden i-re f; differencialhaté a-ban.

Az 4.3 Allitas alapjan igaz a kovetkezd is.

4.14. Allitas. Ha D CR™, a € int(D), f,g: D — R™, A\ € R, tovdbbd f és g
differencidlhatok a-ban, akkor A\f és f + g is differencidlhato a-ban.

A 4.4 Tétel altalanositasa is igaz.

4.15. Tétel. Hao D C R", g € int(D), f = (f1,-..,fm) : D — R™ és f
differencidlhaté a-ban, akkor f folytonos a-ban.

Bizonyitds. A 3.8 Tétel szerint f pontosan akkor folytonos a-ban, ha minden
i-re f; folytonos a-ban, igy elég ez utobbit belatnunk.

A fiiggvény differencialhatosaga a-ban definicio szerint azt jelenti, hogy min-
den i-re az f; fliggvény differencialhato a-ban. A 4.4 Tétel szerint ekkor minden
i-re f; folytonos a-ban. O

Eddig csak R-be képezé fiiggvények derivaltjat definidltuk (grad). A kévetkezd
definicio R™-be képez§ fliggvényekre is értelmezi a derivaltat.

4.16. Definicié. Ha D C R™, g € int(D), f = (f1,...fm) : D — R™ és f
differencialhat6 a-ban, akkor az f Jacobi mdtriza a-ban:

0 0 0
ggj; (Q) gg; (Q) cee %x? a)
2 2 2
Ji(a) = 6I1:(Q) a@:(@) aw”: @ € R™*"
Ofm Ofm  Ofm

Példaul a linearis leképezések Jacobi méatrixa minden pontban megegyezik
az eredeti leképezés matrixaval:

Legyen A € R™*™ egy m X n-es matrix és pa : R® — R™ pa(z) = Az a
hozza tartozo linerais leképezés. Belatjuk, hogy J,, (z) = A minden z-re. Ha
wA = (fi,.-, fm), € = (21,...,2,) és a matrix elemeit a;;-vel jeloljiik, akkor
minden j = 1,...,m-re f;(x) = a;21 + -+ + ain®n, igy az z-beli Jacobi matrix

ij-edik eleme 6f1 (m) = a;;.

Most mér kimondhatjuk az 6sszetett fiiggvény differencialhatésdgara vonatkozo
tételt.

4.17. Tétel. Ha D CR", a € int(D), f = (f1,...,fm): D = R™, H CR™,
g=1(g1,---,91) : H— RF f(a) € int(H) és f differencidlhaté a-ban, g f(a)-
ban, akkor g o f is differencidlhatd a-ban és

Jgor(a) = Jg(f(a))Jf(a).

Vagyis ha d = 1,...,k, akkor a (go f)a = gao [ figgvény z; (i = 1,...,n)
szerinti parcidlis derivdltja a-ban:

6 agd af]
63:1 Z 8yj 89&1( a).
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Ennek segitségével mar rengeteg differencialhato fliggvényt konstrualhatunk.
Ha egy fliggvény Osszeadas, szammal szorzas illetve kompozicié segitségével épiil
fel elemi fiiggvényekbdl, akkor (az eddigiek alapjan) differencialhato. Példaul
az

_ysin(zy — 2%) +In(z 4+ y) 2%y — /oy cos(y — z)

@y, z) = ( Vayzt1—ay  —3cos(z? +y) + 4z )
fliggvény értelmezési tartomanyanak minden belé pontjaban differencialhato.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy "a fiiggvény differencialhatésagot megérzé modon
épil fel elemi fliggvényekbsl".

A kovetkezd tétel a jol ismert Lagrange Kozépértéktételt dltalanositja. Adott
a,b € R™ vektorok esetén legyen [a,b] = {a +t(b—a) : t € [0,1]} az a-t és b-t
Osszekots zart szakasz. Hasonloan definialhato az (a, b) nyilt szakasz is.

4.18. Tétel. Ha D C R", [a,b] C int(D) és f : D — R differencidlhats [a, b]
minden pontjdban, akkor létezik c € (a,b), amire

f() — f(a) = gradf(c)(b — a).

Roviden kitériink a differencialhatosag altalanos értelmezésére. Altalanosan
mit is jelent egy fiiggvény adott pontbeli derivaltja? Altalaban, tetszéleges n, m
esetén szeretnénk definialni egy f : D — R™, D C R" fiiggvény differencial-
hatosagat egy a € int(D) pontban.

Szemléletesen: f pontosan, akkor differencidlhaté a-ban, ha grafikonjanak
létezik egyértelmd érintG-hipersikja f(a)-ban. Ez informéalisan annyit jelent,
hogy f az a pont koriil "jol" kozelithet§ lineéris fiiggvénnyel.

Formalisan: f pontosan, akkor differencialhaté a-ban, ha létezik egy ¢ €
L(R™ R™) linearis leképezés, melyre:

i |f(z) = (fla) + oz — a))|

z—a Iz — all

=0.

Ez a definici6 az 6sszes eddigi differencialhatésag fogalmunkat Gsszefogja, hiszen
m =1 esetén gradf(a) € R" ~ L(R",R),
m > 1 esetén Jf(a) € R™*™ ~ L(R™,R™).
Vagyis megtehetnénk, hogy egyszerten f'(a) € L(R"™,R™)-r6] beszéliink.
Ez az Gsszefoglalo fogalom valoban altalanosabb, mint eddigi definicidink,
mert csak a norma fogalméat hasznalja. Segitségével minden olyan, akar végtelen
dimenzios vektortér részhalmazain értelmezett fiiggvények differencialhatosaga
is definidlhato, melyeken értelmezve van egy norma.
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5. A derivalt alkalmazasai

Folytonos illetve tobbszor differencialhatosag
5.1. Definici6. Ha D CR"™, f = (f1,..., fm): D — R™ és a € int(D), akkor
(1) f 1-szer differencidlhatd a-ban, ha differencialhaté a-ban;

(2) f 2-szer differencidlhaté a-ban, ha egyszer differencialhaté a egy kornyeze-
tében és minden koordinédtafiiggvényének minden parcialis derivalt fligg-
vénye differencialhato a-ban;

(r+1) fr+1-szer differencidlhato a-ban, ha r-szer differencialhaté a egy kornye-
zetében és minden koordinatafiiggvényének minden r-ed rendi parcialis
derivalt fiiggvénye differencialhaté a-ban.

Az f r-szer folytonosan differencidlahto a-ban, ha r-szer differencialhato a egy
kornyezetében és minden koordinatafiiggvényének minden r-edrendti parcialis
derivalt fiiggvénye folytonos a-ban.

Az f r-szer (folytonosan) differencidlhatd, ha D minden pontjaban (speciali-
san D nyilt) r-szer (folytonosan) differencialhato.

Legyen C"(D,R™) illetve C" (D), ha m = 1 a D-n értelmezett r-szer folytono-
san differencialhaté fiiggvények halmaza:

C"(D,R™) ={f: fegy D — R™ r-szer folytonosan differencialhato figgvény},

Specialisan C°(D,R™) = C(D,R™) a D-n folytonos fiiggvények halmaza. Legyen
tovabba C*°(D,R™) a D-n minden r-re r-szer folytonosan differencialhatoé fligg-
vények halmaza, vagyis

C®(D,R™) = [ C"(D,R™).
r=0

Ezek a halmazok is vektorterek a szokésos miiveletekkel, specidlisan a kovetkezd
alterekbdl all6 lancot kapjuk:

C>*(D,R™) C...CcC""Y(D,R™) CC"(D,R™) C--- CC(D,R™) C F(D,R™).

Belathato, hogy itt mindenhol szigori tartalmazas all fenn és minden C" (D, R™)
(r=0,...,00) vektortér végtelen dimenzios, ha D # ) nyilt halmaz.

Példaul vizsgaljuk meg az f: R?2 — R3, f(z,y) = (z, 2y?, 2% + 3y) fiiggvény
t6bbszori (folytonos) differencialhatosagat. Tudjuk, hogy f (egyszer) differen-

cidlhato (mindenhol). % =1, %—J; =0, % = 2 ai; = 2y, % = 2z,
Ofs _

By — 3, vagyis

1 0
Jp(z,y)=|y* 2y
2x 3

33



Ezek a fiiggvények folytonosak, igy f folytonosan differencialhato. Ezek a fiigg-
vények differencialhatok is, igy f kétszer differencialhato.
2 2 2
Vizsgaljuk meg a mésodrendi parcialis derivaltakat: %wf; = %yf; = gaci];; =

52 . of o _
6y£;c = 0. Vagyis gradfi = (%, %) miatt:

0 0
Jgradf1 (.%‘,y) = (O 0) '

s _ g Pfa _ fs _ 0fs _
ox2 T 07 oy 21‘, dxdy ~— Oydxr 2y’

0 2
Jgradf2 (-T,y) = <2y 22) .

9> f3 fs _ OPfs _ 9Pfs _
2, oy? 0, Oxdy ~— Oydx 0,

2 0
Jgradfg (x,y) = (0 0) .

A maésodrendd parciélis derivaltak mindenhol folytonosak, igy f kétszer foly-
tonosan differencidlhaté. Es igy tovabb: f minden r-re r-szer folytonosan dif-
ferencialhato, vagyis f € C*(R?,R?).

A t6bbszori diferenciadlhatosag definicioja elsé latasra elég bonyolultnak tiinik.
Ennek f6 oka az egyvaltozos esettdl valod latszolagos eltérése. Valojaban ezt a
fogalmat is megfogalmazhatnank az egyvaltozos eset analogiajara:

f : D — R™ kétszer differencidlhaté a-ban, ha differencidlhaté a egy kor-
nyezetében és a "derivaltja" differencidlhatoé a-ban. Mi is f derivaltja? f' =
J;. Hogyan értelmezhetnénk egy ilyen métrix értéki fiiggvény differencial-
hatosagat? Az eddigiekbdl vilagos, hogy a differencialhatosag fogalmahoz, csak
a vektortér és a norma fogalmat hasznaltuk. Az m X n-es méatrixok R™*™ vek-
tortérén termeészetes modon értelmezhets egy (bizonyos értelemben egyértelmii)
norma: ha A € R"™*™ akkor legyen

[A[l = sup{[|Az| : v € R", [lu] < 1}.

Egy ilyen g : D — R™*™ fiiggvény (példaul f’ az a egy kornyezetében) differen-
cidlhato a € int(D)-ben, ha létezik olyan ¢ € L(R™, R™*") linearis leképezés,
hogy
i 19@) = (9(a) + ¥ (z — a))|
im

z—a lz — all

=0.

Persze felmeriil a kérdés, hogy hogyan tovabb? A haromszori differenciél-
hatosaghoz értelmezniink kéne az f = J; derivalt fliggvényét (eddig csak a
differencidlhatosagat értelmeztiik). Ez is természetes médon megtehets, de en-
nek részleteire mar nem tériink ki.

A lényeg, hogy a tobbvaltozos tobbszori differencialhatésag fogalma, a lat-
szolagos eltérések ellenére teljesen analog az egyvaltozos esettel.

Eddig minden példankban 2L = 2L teljesiilt. Bz altaldb igaz, d

ig minden példankban o= = Fo= teljesiilt. Ez dltalaba nem igaz, de
"szép" fiiggvényekre igen.
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5.2. Tétel. (Young Tétel) Ha D C R™, f: D — R, a € int(D), f r-szer

differencidlhats a-ban és (i1,...,4,) egy az 1,...,n szdmokbdl dllo tetszéleges
sorozat, (ji,...,Jr) ennek eqy dtrendezése, akkor
arf of

61‘1‘1 3$i2 AP 83:“ (Q) - 8.13]‘1 817]‘2 . .6ij (Q)
Lokalis széls6érték
5.3. Definici6. Legyen D CR", f: D — R és a € D. Ekkor

o f-nek a-ban abszolit minimuma (maximuma) van, ha minden x € D-re

fla) < f(z) (fla) > f(2));

o f-nek a-ban szigori abszolit minimuma (mazimuma) van, ha minden z €

D\{a}-ra f(a) < f(z) (f(a) > f(z)).

f-nek a (szigori) abszolit szélsdértékhelye, ha f-nek a-ban (szigoru) abszolit
minimuma vagy maximuma van.

Az egyvaltozos esethez hasonloan most sem az abszolut szélsGértékek vizsgéalata
az els6dleges célunk, hanem a lokalisaké.

5.4. Definicié. Legyen D CR", f: D — R és a € D. Ekkor

o f-nek a-ban lokdlis minimuma (maxzimuma) van, ha létezik £ > 0, hogy
minden z € S(a,¢) N D-re f(a) < f(z) (f(a) > f(2));

e f-nek a-ban szigori lokdlis minimuma (mazimuma) van, ha létezik ¢ > 0,
hogy minden z € S(a,e) N D-ra f(a) < f(z) (f(a) > f(z)).

f-nek a (szigord) lokdlis szélsGértékhelye, ha f-nek a-ban (szigort) lokalis min-
imuma vagy maximuma van.

Mindenek el6tt differencialhato fliiggvényekre megadjuk annak sziikséges fel-
tételét, hogy egy pont lokilis szélsGértékhely legyen.

5.5. Tétel. Ha D CR", f: D — R, a € int(D) lokdlis szélséértékhelye f-nek
és f differencidlhatd a-ban, akkor gradf(a) = 0, vagyis minden i = 1,... ,n-re

fz.(@) =0.

Bizonyitds. Legyen i = 1,...,n tetsz6leges. Ekkor a g(t) = f(a + te;) fliggvény
0-ban differenciélhato6 és 0-ban lokalis szélsGértéke van, igy az ismert egyvéltozos
fliggvényekre vonatkozo tétel szerint f (a) = ¢'(0) = 0. O

Elégséges feltételt mar nehezebb talalni.

5.6. Definicié. Ha D CR", f: D — R, a € int(D) és f kétszer differencialhato
a-ban, akkor f Hesse mdtriza a-ban:

%lzl EQ; %1 T2 EQ§ T %:1 Tn Egg

21 a T2T2 a Tt ToXn a
Hy (a) = Jgradf(a) = . . .

P (YR P () BRI P ()
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Az 5.2 Tétel szerint Hy(a) egy szimmetrikus matrix. Most méar kimond-
hatjuk a lokalis szélsGértékhelyek elégséges feltételét. Bar nem latszik, de ez a
tétel is egyvaltozos megfelelGjének analogiaja, de ezt nem részletezziik. A tételt
nem bizonyitjuk.

5.7. Tétel. Hao D C R"*, f: D — R, a € int(D), f 2-szer differencidlhats
a-ban, gradf(a) =0 és a Hy(a) Hesse mdtriz sarokdetermindnsaibol dlio:

a a) ... (a
o (@), det | T o L det Hi(a)
.’gk-lEl (Q) -;/k o (Q) M glc/kgck (Q)

sorozat tagja pozitivak, akkor f-nek a-ban szigord lokdlis minimuma van; ha
vdltakozva negativ-pozitivak, akkor f-nek a-ban szigori lokdlis maximuma van.

A kovetkezd tétel a kétvaltozos esetben nyujt segitséget annak megallapitasa-
ban, hogy egy pontban nincsen lokalis szélsGértéke egy fliggvénynek. Ezt sem
bizonyitjuk.

5.8. Tétel. Ha D CR?, f: D — R, a € int(D), f 2-szer differencidlhaté a-ban
és det Hy(a) < 0, akkor f-nek a-ban nincsen lokdlis szélsGértéke.

Lassunk egy példat: Keressiik meg az f(x,y) = (22 +y? —1)? — 622 fiiggvény
lokalis szélsGértékhelyeit. f tetszGlegesen sokszor differencialhato.

Sziikséges feltétel: Ha f-nek egy pont lokalis szélsGértékhelye, akkor ott a
minden parciélis derivaltja O:

fi=2x*+y*—1)2x — 122 = 0,

fi=2("+y*-1)2y =0.

Ennek megoldasai: P, = (0,0), P, = (0,1), P; = (0,-1), P, = (2,0), P; =
(_270)'
Elégséges feltétel: Ezekben a pontokban kell megvizsgalnunk f Hesse méatrixéat:

oy =122 + 4y — 16, [l = fI, = 8xy, fif = 42 + 12y — 4. Amibdl:

_ 1222 + 4y — 16 8xy
Hy(w,y) = ( 8zy 422 + 1292 — 4

H -be hellyetesitve a kapott pontokat:

- (25 0)

sarokdeterminansai: —16 < 0, (—16)(—4)—0 = 64 > 0, igy f-nek P;-ben szigoru

lokalis maximuma van.
—-12 0

sarokdeterminansai: —12, —96 < 0, igy f-nek P, nem lokalis szélsGértékhelye.
—-12 0
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megegyezik H(P,)-vel, vagyis f-nek Ps sem lokalis szélsGértékhelye.

sarokdeterminansai: 32 > 0, 384 > 0, igy f-nek P;-ben és Ps-ben szigoru lokalis
minimuma van.

5.9. Feladat. Hatarozza meg az f(x,y) = 2* + y? — 32z fiiggvény lokalis szél-
sGértékhelyeit.

5.10. Feladat. Hatarozza meg az f(z,y) = x2y? fiiggvény lokalis szélsGértékhe-
lyeit.

5.11. Hazi feladat. Hatarozza meg az f(x,y) = 2% + y*(z + 1)® fiiggvény
lokalis szélsGértékhelyeit.

5.12. Feladat. Hatéarozza meg az f(z,y) = xy figgvény abszolit szélsGértékhe-
lyeit az origd kozept 1 sugart zart korlapon.

5.13. Feladat. Hatarozza meg az f(z,y) = 22 + y* — 2z + 6y + 50 fiiggvény
abszolut szélséértékhelyeit a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) csticst négyzetlapon.

Inverz- és Implicitfiiggvény Tétel

Ebben a részben a valos analizis két rendkiviil fontos tételét mondjuk ki bi-
zonyitas nélkiil. Motivacioként az egyvaltozos esetet bebizonyitjuk. Tobbval-
tozos esetben csak a tételek megértése a cél.

5.14. Definici6. Ha X,Y C R", akkor egy f : X — Y fiiggvény homeomor-
fizmus, ha f folytonos bijekcié és f~! is folytonos. Ha létezik f : X — Y
homeomorfizmus, akkor X és Y homeomorf.

Szemléletesen egy homeomorfizmus megfelel a halmaz egy "szakitas nélkiili
atformalasanak". Nagyon felszinesen ez annyit jelent, hogy "X gumibdl van és
nyujthatjuk, 6sszenyomhatjuk, stb, csak el nem szakithatjuk".

Példaul barmely két nemiires nyilt intervallum, altalaban barmely két n-
dimenzios nyilt gombhomeomorf (eltolas és nytjtas).

5.15. Feladat. Bizonyitsa be, hogy (0,1) homeomorf R-el.

5.16. Feladat. Bizonyitsa be, hogy barmely nyilt kérlap homeomorf barmely
nyilt téglalappal illetve nyilt elipszissel.

A homeomrfizmus fogalma, bar szemléletes, egyéaltalan nem trivialis! Példaul
"vilagos", hogy R nem homeomorf R2-el, altalaban ha n # m, akkor R™ nem
homeomorf R™-el. Az n = 1, m = 2 eset kdnnyen bizonyithato, az altalanos
eset ellenben meglepGen komoly eszkozoket igényel.

Ratériink a fejezet elején emlitett tételekre.

5.17. Tétel. Ha I C R egy nyilt intervallum, a € I, f : I — R folytonosan
differencidlhaté a-ban és f'(a) # 0, akkor léteznek a € U és f(a) € V nyilt
halmazok, hogy f : U — V homeomorfizmus.
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Bizonyitds. Feltehets, hogy f'(a) > 0. Ekkor f’ a-beli folytonossidga miatt
létezik € > 0, hogy f' az U = S(a,e) = (a — €, a + €) halmaz minden pontjaban
pozitiv, igy f szigortian monoton né U-n. f folytonossaga és szigori névekedése
miatt V = f(U) egy nyilt intervallum. Ismert, hogy ekkor f~! is folytonos
V-n. O

Az 5.17 Tétel tobbdimenzios megfelelGje is igaz, azonban bizonyitasa lényege-
sen bonyolultabb, elhagyjuk.

5.18. Tétel. (Inverzfiiggvény Tétel) Ha D C R"™ egy nyilt halmaz, a € D, f :
D — R™ egy a-ban folytonosan differencidlhato fiiggvény és det J¢(a) # 0, akkor
léteznek a € U és f(a) € V nyilt halmazok, hogy f : U — V homeomorfizmus.

Megjegyezziik, hogy ennél valojaban tobb igaz. Nevezetesen, hogy olyan U
és V is van, amikre f : U — V differencialhaté bijekcio és f~! is differencialhato,
és ekkor minden y € V-re J;-1(y) = J;l(ffl(g)) (inverz fiiggvény derivaltja).

5.19. Tétel. (Implicitfiiggvény Tétel, kétdimenzios eset) Ha D C R? egy nyilt
halmaz, (a,b) € D, g : D — R folytonosan differencidlhaté (a,b)-ben, g(a,b) =
0, tovdbbd g,(a,b) # 0, akkor a g(z, f(x)) = 0, f(a) = b fiiggvényegyenlet
lokdlisan egyértelmien megoldhato:

Léteznek a € U és b € V nyilt halmazok és eqy egyértelmd f : U — V
differencidlhato figguény, melyre (z,y) € U x V esetén g(x,y) = 0 pontosan
akkor, ha f(x) =y.

A tételek szemléletes magyarazatat a gyakorlaton részletezziik.
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6. Mérték és integral
Jordan-meérték

Ebben a részben bevezetjiik a "preciz" hossziség, teriilet és térfogat fogalmét.
Koz0s altalanositdsukat, az n-dimenziés Jordan-mértéket fogjuk definialni.

6.1. Definici6é. Adott a; < by,...,a, < b, valoés szdmok esetén a
T = )72 [ai,bi] :{(xl,...,xn) ceR":Via; <ux Sbl} CR"
i=1

halmazt n-dimenzids téglinak nevezziik. Egy ilyen T térfogata:

n

V(T) = [](bi — ai) = (b1 —a1) -+ (b — an).

i=1

Vegyiik észre, hogy n = 1, 2, 3 esetben pont egy szakasz ("szokasos") hosszat,
egy téglalap teriiletét, illetve egy téglatest térfogatat adja a definicio.
6.2. Feladat. Bizonyitsa be, hogy int (XI_;[a;,b;]) = X! (a;, b;).

6.3. Definicio. Adott A, B C R™ halmazok nem ldgnak egymdsba, ha int(A) N
int(B) = 0.

6.4. Definicié. Adott X C R”™ korlatos halmaz belsd mértéke, jelolésben b(X),
a legkisebb fels korlatja a V(T1) + - - - + V(T}) alakt véges Osszegeknek, ahol a
T;-k paronként egymésba nem 16g6 n-dimenzids X-beli téglak, vagyis

k k
b(X) = sup { N V() ik eN, i #j = nt(T) nint(Ty) =0, | JT, € X}.
=1 =1

Az X kiils6 mértéke, jelolésben k(X), a legnagyobb also korlatja a V(T4) +
-+« 4+ V(Ty,) alaka véges Osszegeknek, ahol a T;-k n-dimenzids téglak, amikre
XCTiuU---UTy, vagyis

k k
k(X) :inf{ZV(Ti):kzeN, X C UT}

Vegyiik észre, hogy b(@) = k() = 0, ugyanis az {ires Osszeg definici6 szerint
0, a kiils6 mértékre vonatkozo allitas pedig trivialis, mert akdrmilyen kicsi tégla
fedi az tires halmazt.

A kovetkezo allitas szemléletes, ennek ellenére bizonyitasa elég technikai, igy
elhagyjuk.

6.5. Allitas. Minden X CR™ korldtos halmazra b(X) < k(X).

6.6. Definicio. Egy X C R™ korlatos halmaz Jordan-mérhetd, ha b(X) =
k(X). Jelolje A, az n-dimenzios Jordan-mértéket, vagyis ha X Jordan-mérhetd,
akkor A\, (X) = b(X) = k(X).
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Vilagos, hogy minden Y C X C R™ korlatos halmazokra b(Y) < b(X) és
k(Y) < k(X), igy ha mindkét halmaz Jordan-mérhets, akkor A, (Y) < A, (X).
Mindenek el6tt lassunk egy példat nem Jordan-mérhetd halmazra: X =
[0,1] N Q vagy altalaban

X" =([0,11nQ)" =[0,1]"NQ" = {(z1,...,3,) : Viz; € [0,1]NQ}.

Miért? Vilagos, hogy X csak elfajult, vagyis 0 teriiletd téglat tartalmazhat,
hiszen minden nemiires nyilt intervallum tartalmaz irracionalis szdmot, igy nem
lehet része X-nek. Tehat b(X) = 0.

Belatjuk k(X) = 1. k(X) < 1 trividlis (71 = [0,1] fedéssel). Legyenck
Ty,..., T téglak R-ben, vagyis zart intervallumok, melyekre X C UleTi.
Ekkor (0, 1)\Uf:1 T; egy nyilt halmaz, ami csak iires lehet, kiilonben tartal-
mazna racionélis szdmot. Azt kaptuk tehat, hogy [0,1] C Ule T;, amibdl méar
kovetkezik, hogy Zle V(T;) > 1. Mivel ez X minden téglakkal valo véges
fedésére fennall, ezért k(X) > 1.

A kovetkezg allitas szerint a 6.6 Definicid jo altalanositasa szemléletes fogal-
mainknak.

6.7. Allitas. Minden T C R" tégla Jordan-mérhetd, és M\, (T) = V(T).

Bizonyitds. A T bels6 mértékének definiciojaban V(T) is eleme annak a halmaz-
nak, aminek a supremumaét vessziik, amibsl V(7T') < b(T"). Hasonloéan T kiilsé
meértékének definiciojaban V(T') eleme annak halmaznak, aminek az infimumat
vesszik, igy k(T) < V(T'). Azt kaptuk, hogy

k(T) < V(T) < b(T),
és tudjuk, hogy b(T) < k(T), vagyis A, (T) = b(T) = k(T) = V(T). O

Megjegyezziik, hogy mint azt kés6bb latni fogjuk, a klasszikus geometri-
ai alakzatok, tigy mint gémb, elipszoid, kup, vagy a poliéderek mind Jordan-
mérhetSk és mértékiik megegyezik az ismert képlettel.

A tovabbiakban felsoroljuk a Jordan-mérték egy-két tulajdonsagat.

6.8. Allitas. Ha Ay,...,A; és A C R™ korldtos halmazok és A C Ule A,
akkor

k
k(4) <> k(A).
i=1

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszéleges és minden ¢ = 1,...,k-ra Tj1,..., T,
téglak, amikre
ki ki
A C Ty e D OV(T) < k(A) + —
j=1 j=1

ko ki k k
€
k(A) <D V(Ty) <> (k(A) + %) = k(A) +e
i=1 j=1 =1 =1
Mivel ez minden € > O-ra teljesiil, kapjuk hogy k(A) < Zle k(A;). O
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Az 6.8 Allitas "dulisa" a kovetkezs, mely teljesen hasonloan lathato be.

6.9. Allitas. Ha A1, ..., Ay, pdronként eqymdsba nem 16gé és A C R™ korldtos
halmazok, tovdbbd \J;_, A; C A, akkor

> " b(4;) < b(A).

i=1

6.10. Tétel. Ha Ay, ..., Ay C R" pdronként eqgqymdsba nem l6gd Jordan-mérhetd
halmazok, akkor Ule A; is Jordan-mérhetd és

Bizonyitds. Az 6.8 és 6.9 Allitasokat alkalmazva A = Ule A;-ra, kapjuk hogy

k

k
k(4) <D k(4;) = b(A4;) < b(A).
i=1

i=1

Tehat a mindig teljesiils b(A) < k(A) miatt b(A) = k(A), vagyis A Jordan-
mérhets és A, (Ul Ai) = 320, A (4y). O

A kovetkezd allitas trivialis a definiciokbol.
6.11. Allitas. Minden A C R"™ korldtos halmazra a kévetkez6k ekvivalansek:
(i) A Jordan-mérhetd és A\, (A) =0,
(i) k(A) =0,

(i) minden & > 0-hoz léteznek Ty, ..., Ty téglik, amikre
ACUr, Tés S V(T <.

6.12. Kovetkezmény. (a) Minden véges halmaz 0 Jordan-mértékd. (b) Egy
0 Jordan-mértékd halmaz minden része is 0 Jordan-mértékd. (c) Véges sok 0
Jordan-mértékd halmaz unidja is 0 Jordan-mértékd.

A kovetkezd nagyon fontos tétel sziikséges és elégséges feltételt ad egy halmaz
Jordan-mérhetéségére. Bizonyitasa elég hosszadalmas, igy elhagyjuk. Szem-
léletesen arrél van szo, hogy egy korlatos halmaz Jordan-mérhet&ségénél csak a
hatarpontok okozhatnak problémat.

6.13. Tétel. Egy A C R™ korlatos halmaz pontosan akkor Jordan-mérhetd, ha
OA Jordan-mérhetd és \,(0A) = 0, vagyis ha k(0A) = 0.

Az 6.13 Tétel kovetkezményeként kapjuk a Jordan-mérhets halmazok kévetkezs
fontos tulajdonsagéat.

6.14. Tétel. Ha A, B CR" Jordan-mérhetd halmazok, akkor AUB, AN DB és
A\B is Jordan-mérhetd.
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Bizonyitds. El6szor is vegyiik észre, hogy elég megmutatnunk A\B Jordan-
mérhetGségét, abbol mar kovetkezik a metszetre és uniéra vonatkozo &llités.
Valoban: AN B = A\(A\B), vagyis a metszet kifejezhets a kiilonbseéggel és
AUB = AU (B\A), ahol a méasodik uni6 mar egyméasba nem log6 Jordan-
mérhet6 halmazok uniéja, igy alkalmazhatd az 6.10 Tétel.

Belatjuk, hogy tetszsleges A, B C R™ halmazokra

8(A\B) C 9AU 9B.

Ez elég, mivel null-mértékd halmazok unidja és egy null-mértékd halmaz tet-
sz6leges része is trividlisan null-mértékii.
Ha z € 9(A\B), akkor minden ¢ > O-ra teljesiil, hogy

S(z,2) N (A\B) £ 0 & S(z,2)\(4\B) # 0.
Az elsé feltételbdl speciélisan az is kovetkezik, hogy minden & > 0-ra
(la) S(z,e)N A0,
(1b) S(z,2)\B # 0.
A masodik feltételt kicsit atalakitjuk:
S(z,e)\(A\B) = S(z,e) N (R™\(A\B)) = S(z,¢) N (R"\A) U B) =

(S(z,e) N (R™A)) U (S(z,e) N B) = (S(z,¢)\A) U (S(z,e) N B) #0

Ebbél konnyen lathato, hogy vagy minden € > O-ra S(z,¢)\A # () vagy minden
€ > 0-ra S(z,e)N B # .

Az els§ esetben (la) miatt x € 9A.

A masodik esetben (1b) miatt z € 9B. O

6.15. Kévetkezmény. Ha A C R™ Jordan-mérhetd, akkor int(A) is Jordan-
mérhetd, tovdbbd A\, (A) = A, (int(A)).

Bizonyitds. Mivel A Jordan-mérhets, ezért a 6.13 Tétel szerint 0A is az és
M (0A) = 0, igy az el6z8 tétel szerint int(A) = A\JA is Jordan-mérhetd.
Tovabba az 1.22 Feladat szerint int(A) N 9A = ) és A C int(A) U JA, igy
An(A) < Ap(int(A) U 0A) = A\ (int(A)) + A\ (0A) = A (int(A)). A forditott
egyenl6tlenség trvialis, hiszen int(A) C A. O

Fontos megjegyezniink, hogy nem minden korlatos nyilt (zart) halmaz Jordan-
mérhets, de erre csak kissé bonyolult példat tudnank adni, igy eltekintiink téle.

Kimondunk még egy fontos tételt, mely informalisan azt fejezi ki, hogy "a
tér dimenzidjanal kisebb dimenzioés dolog nulla Jordan-mértékd".

6.16. Tétel. Han < m, D C R” nyilt halmaz és f : D — R™ folytonosan
differencidlhato korldtos figgvény, akkor A, (ran(f)) = 0.

Tehat példaul minden klasszikus gorbe a sikon vagy a térben, illetve minden
klasszikus feliilet a térben 0 Jordan-mértékid, hiszen ezeket folytonosan diffe-
rencialhato fliggvények képeként kapjuk.
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Osszefoglalas:

A Jordan-mérhet6 halmazok osztalya része a korlatos halmazok osztalya-
nak.

e A Jordan-mérhets halmazok osztélya zart (véges) uniora, (véges) metszet-
re és kiilonbségre.

e Egymésba nem 16g6 Jordan-mérhetd halmazok unidjanak mértéke meg-
egyezik a halmazok mértékének az Osszegével.

e Jordan-mérhets halmaz belseje is Jordan-mérhet6.
e Nem minden korlatos, de még csak nem is minden korlatos nyilt (zart)
halmaz Jordan-mérheté.
Riemann-integral

Ebben a részben altalanositjuk az egyvaltozos Riemann-integralt tobbvaltozos
fliggvényekre.

6.17. Definicié. Egy A C R™ halmaz dtmérdje:
diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A} = sup{||lz — y|| : z,y € A}.

6.18. Feladat. Bizonyitsa be, hogy

3

diam ( _Z(l[ai, bz]) =1 —a1)2+-+ (b, —a,)2.
6.19. Definici6é. Adott T C R™ tégla felosztdsin egy F = {Th,..., T} véges,
paronként egymasba nem 16g6 téglakbol 4116 halmazt értiink, amire T = Ule T;.
A felosztas finomsdga a felosztasban szerepls téglak atmeérdjének a maximuma.

6.20. Definicio. Adott T C R"™ tégla és T-nek egy F = {T1,...,T}} fel-
osztasa. Egy R = {Ql, . ’Bk} C R™ halmaz reprezentdans rendszer F-en, ha
minden ¢ =1,... k-ra P, € T;.

6.21. Definicié. Ha T C R" egy tégla, F = {T4,...,T} egy felosztasa T-
nek, R = {Bl, . ,gk} reprezentans rendszer F-en és f : T — R egy korlatos
fliggvény, akkor az f fiigguény F felosztdshoz és R reprezentdns rendszerhez
tartozo integrdl kézelitd osszege:

k

o(f,F.R) =Y M(T)f(p,)-

i=1

6.22. Definicié. Adott T' C R™ tégla és f : T — R korlatos fiiggvény esetén
f Riemann-integrdlhato (T-n), ha létezik I € R, hogy minden £ > 0-hoz létezik
d > 0, hogy T minden 6-nal finomabb F = {T},...,T}} felosztasara és R =
{Bl, R Bk} reprezentans rendszerre JF-en

lo(f,X,P)—1I| <e.

Ekkor I-t f Riemann-integrdljdnak nevezziik, jelolésben I = fT f.
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6.23. Tétel. Adott T C R™ tégla és f : T — R korldtos figguény esetén f
pontosan akkor Riemann-integrdlhato T-n és fT f =1, haT minden végteleniil
finomodd Fy, felosztds sorozatdra ("Fy finomsdga"— 0) és hozzd tartozé Ry
reprezentdns rendszerre

o(f, Fe.Ri) — 1.

Bizonyitds. Ha fT f = I, akkor minden & > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy T min-
den 4-néal finomabb F felosztasara és azon adott R reprezentans rendszerre
lo(f, X, P)—I| <e. Legyen kg € N olyan, hogy minden k > kq-ra F}, finomsa-
ga kisebb, mint §. Ekkor |o(f, Fi, Ri) — I| < . Mivel ¢ tetszsleges volt, ezért
o(f, Fi,Ri) — I.

Forditva: Indirekt tegyiik fel, hogy létezik ¢ > 0, amihez nincsen megfelelg

6 > 0. Ekkor minden k£ € N-re § = % sem joO, vagyis létezik T-nek egy %—nél fi-

nomabb Fj, felosztasa és azon egy Ry reprezentans rendszer, hogy |o(f, Fi, Ri)—
I| > e. Ellentmondés, mert Fj, finomsaga 0-hoz tart. O

6.24. Kovetkezmény. Adott T C R"™ tégla és f : T — R korldtos fliggvény
esetén f pontosan akkor Riemann-integrdlhaté T-n, ha T minden végteleniil
finomodo Fy, felosztds sorozatdra és hozzd tartozé Ry, reprezentdns rendszerre a
o(f, Fr,Ri) sorozat konvergens.

A Riemann-integral fogalmat mashonnan is megkozelithetjiik, akarcsak egyval-
tozos fliggvények esetében.

6.25. Definici6é. HaT C R" egy tégla és F = {11, ..., Ty} egy felosztasa T-nek,
tovabba f : T — R egy korlatos fiiggvény, akkor az f figguény F felosztdshoz
tartozo also integrdl kézelitd dsszege:

k

s(f, F) =D A(T)inf{f(z) : z € Ti};

i=1
f (Darbouz-féle) alsé integrdlja:
s(f) = sup{s(f, F) : Fegy felsosztdsa T-nek};

felsd integrdl kézelitd dsszege:
k
S(F,F) =Y (T sup{f(x) : z € T.};
i=1
f (Darbouz-féle) felsd integrdlja:
S(f) = inf{S(f,F) : Fegy felsosztdsa T-nek}.

6.26. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha T' C R" egy tégla és F = {T1,..., T}
egy felosztasa T-nek, tovabba f : T'— R egy korlatos fiiggvény, akkor

s(f, F) =inf{o(f,F,R) : R egy reprezentdns rendszer F-en},

S(f,F) =sup{o(f,F,R): R egy reprezentins rendszer F-en}.
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Vilagos, hogy s(f,F) < S(f,F) mindig teljesiil. Az is belathato, hogy
minden F és G felosztas esetén is igaz s(f, F) < S(f,G), amibsl mar kovetkezik,
hogy s(f) < S(f). A kovetkezs tétel a Riemann-integralhatosigra ad néhany
sziikséges és elégséges feltételt.

6.27. Tétel. Ha T C R™ eqgy tégla és f : T — R eqy korldtos fliggvény, akkor
kévetkezd dllitasok ekvivalensek:

(i) f Riemann-integrdlhato T-n (és [, f =1I).
(ii) Minden e > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden 6-ndl finomabb F felosztdsra

S F) =s(f.F) <e (s(f,F) — 11 <5 és [S(F.F) = 1) < 5).

(iil) Minden Fy végtelenil finomodd felosztds sorozatra

S(f, Fr) = s(fi Fe) = 0 (s(f, Fr) = 1 és S(f, Fr) — I).

(iv) s(f) =S(NH(=1).

Bizonyitds. (1)=(ii): Legyen fo = ] és ¢ > 0 tetszGleges. Ekkor létezik
egy 0 > 0, hogy T minden §-nal finomabb F felosztéasara és azon adott R
reprezentans rendszerre |o(f, F,R) —1I| < &, vagyis [ — £ < o(f,F,R) <I+%.
A 6.26 Feladat szerint ez kisebb-egyenlovel s(f, F)-re és S(f, F)-re is teljesiil:

[-2 <s(FF)SS(F) <+,
vagyis [s(f, F)—I| < § < 5 és[S(f,F)—1I| < 5 < 5. Ebbdl természetesen mar
kovetkezik, hogy |S(f, F) — s(f,F)| < e.

(i)=(1): Ha s(f,F) < S(f,F) tetszblegesen kozel lehet egymashoz, akkor
az el6bbiek supremuma s(f) egyenls az utobbiak infimuméaval S(f)-el. (Itt most
felhasznaltuk, hogy minden F és G felosztasra s(f,F) < S(f,G).) Legyen ez
a kozos érték I. Ekkor természetesen minden ¢ > 0-hoz létezik & > 0, hogy
minden §-nél finomabb F felosztasra |s(f,F) —I| < € és |S(f,F) —I) < e,
vagyis

IT—e<s(fy,F)<S(f,F)<I+e. (%)

Belatjuk, hogy fT f = 1. Legyen € > 0 tetszéleges. Ehhez vélasszunk egy
d > 0-t, hogy minden J-nal finomabb F felosztasra fennalljon (x). Ekkor ha R
egy reprezentans rendszer F-en, akkor s(f,F) < o(f,F,R) < S(f,F,R), igy
lo(f, F,R) —I| < e. Mivel ¢ tetszdleges volt, ezért [, f = 1.

(il)<(iii): Mint a 6.23 Tétel bizonyitasa.

(il)=(iv): Trivialis.

(iv)=-(ii): Nem bizonyitjuk. O

Természetesen nem csak téglakon tudunk integralni.

6.28. Definici6. Legyen A C R™ Jordan-mérhets halmaz és f : A — R korlatos
fliggvény. Legyen tovabba T tetszbleges A-t tartalmazo tégla és g : T — R a
kovetkezs fliggvény

) f(z), haze A
9la) = {0, haz ¢ A

Ekkor f Riemann-integrdlhaté A-n, ha g Riemann-integralhatoé T-n, és ekkor
legyen [, f = [,9.
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Konnyen meggondolhato, hogy a definicié értelmes, vagyis nem fiigg a tégla
valasztasatol.

6.29. Megjegyzés. Megtehettiik volna, hogy a Riemann-integralhatosagot Jor-
dan-mérheté halmazokon értelmezett korlatos fiiggvényekre definiadljuk a hal-
maz Jordan-mérhet6 darabokra valo felosztasainak segitségével. Meggondol-
hato, hogy ez az eljaras ugyanazt a fogalmat adta volna.

Riemann-integralhaté fiiggvények

Mostantol fiiggvények Riemann-integralhatésiagaval és a Riemann-integralhato
fliggvények tulajdonsagaival foglalkozunk.

6.30. Tétel. Ha A C R™ Jordan-mérhetd halmaz és f : A — R egy korldtos
folytonos fiigguény, akkor f Riemann-integrdlhaté A-n.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért csak T = A téglara latjuk be az allitast.
Belatjuk, hogy minden & > 0-hoz létezik 4 > 0, hogy T minden -nél fi-

nomabb F felosztasara |S(f,F) — s(f, F)| < e. Legyen € > 0 tetsz6leges. A

3.28 Heine Tétel szerint f egyenletesen folytonos T-n, igy létezik § > 0, hogy

Vayel (le—yl <0+ 1f@ - 10| < 57

Legyen F = {T1,..., T} egy d-nél finomabb felosztasa T-nek. Ekkor

k
> An(Ty)sup{f(z) -z € Ti} - ZA Dinf{f(2):z € T} =

ZA )(sup{f(z) : z € T;} — inf{f(2) : z € T3}).
Belatjuk, hogy

sup{f(z) : z € T;} —inf{f(z) : z € T;} = sup{f(z) — f(y) : z,y € T;}.

Jelolje B a bal oldalt, J a jobb oldalt.

J < B: Ha z,y € T;, akkor f(z) <sup{f(z):z € T;} és f(y) > inf{f(z) :
z €Ty}, igy f(z) — f(y) < B. Tehat ezen értékek supremuma, vagyis J kisebb-
egyenld, mint B. B

B < J: Legyen z,y € T; olyanok, hogy f(z) > sup{f(z) : z € T;} — § &s
fly) <inf{f(z):z e T;}+ 5. Ekkor B—¢ < f(z)— f(y) < J Mivel ez minden
e-ra fennall, ezért B < J.

Tudjuk tovabbé, hogy a megfelel§en kis atmérdji T;-k valasztasa miatt

sup{f() () xyET}<2)\ (T),lgy

S(f.F ZA i)sup{f(z) — f(y) : z,y € Ti} <
y ATt = y M(T)) = ——\\(T) =
; n( Z)2An(T) - 2>\n(T); n( z) 2>\n(T) n( )—§<5
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A kovetkezd tétel konnyen meggondolhato az eddigiek alapjan.

6.31. Tétel. Ha A CR"™ Jordan-mérhetd halmaz, f és g Riemann-integralhato
A-n és X € R, akkor f + g és \f is Riemann-integrdlhato A-n és [,(f +g) =
fAf+ng; fA(/\f) = AfAf

A kovetkezd tétel Jordan-mérhets halmazok helyett téglakra konnyen belathato.

6.32. Tétel. Ha Ay, ..., Ar C R"™ pdronként eqymdsba nem l6gé Jordan-mérhetd
halmazok és f Riemann-integrdlhatd mindegyikiikon, akkor f Riemann-integrdlhato

az A= Ule A; halmazon is és [, f = Zle Ju f-
A kovetkezd tétel bizonyitasa elég technikai, ezért elhagyjuk.

6.33. Tétel. Ha A C R"™ Jordan-mérhetd halmaz, f és g Riemann-integrdlhato
A-n, akkor |f| és fg is Riemann-integrdlhatd A-n, tovdbbd, ha inf{g(z) : z €
A} >0, akkor 5 is Riemann-integrdlhatd A-n.

Hogyan becsiilhets egy integral értéke? A kovetkezs allitas konnyen meg-
gondolhato6 a definiciokbol.

6.34. Allitas. Ha A C R"™ Jordan-mérhetd, f, g : A — R Riemann-integrdlhato
figguények és f < g A-n, akkor [, f < [,g. Hasonléan ha m < f < M az
A-n, akkor mA,(A) < [, f < MM, (A). Tovabbd | [, f| < [, |f]-

6.35. Kovetkezmény. Ho A C R"™ Jordan-mérhetd halmaz és A,(A) = 0,
akkor minden f : A — R korldtos fiiggvény Riemann-integralhato A-n és fA f=
0.

Az Riemann-integral és a Jordan-mérték egy fontos kapcsolatat mutatja a
kovetkezs tétel, melynek a térfogatszamitasban komoly szerepe van. Valojaban
az egyvaltozos esetben megismert, a fliggvény alatti teriilet és az integral kap-
csolatat kimondo tételt altalanositja.

6.36. Tétel. Ha A C R™ Jordan-mérhets, f : A — R Riemann-integrdlhato
fiigguény és f >0 az A-n, akkor al; = {(z,y) :z € Aés0 <y < f(z)} CR"*!
halmaz Jordan-mérhets és A 1(Ly) = [, f.

Bizonyitds. Csak azt kell észrevenniink, hogy az s(f,F) alaka szamok benne
vannak abban a halmazban, melynek supremuma b(I'f), vagyis s(f) < b(I's).
Hasonloan k(I'y) < S(f). Mivel a fiiggvény Riemann-integralhato, ezért [, f =
s(f) = S(f), igy b(Ty) = k(I'y), vagyis I'y Jordan-mérhets és A\,41(T'y) =
Jaf O

Konkrét integralok kiszdmitasaban alapvetd fontossagi a kovetkezd tétel,

melyet csak 2 dimenziéban mondunk ki, de értelemszertien altalanosithat6 tobb
dimenziora is. Megjegyezziik, hogy fix dimenzi6 és konkrét feladat esetén annyi
integraljelet tesziink amennyi a dimenzi6 és kiirjuk az integral végére a dzdy . . .-
ot.
6.37. Tétel. (Fubini Tétel) Ha T = [a,b] x [c,d] C R? egy téglalap, f :
T — R egy Riemann-integrdlhato figgvény és minden rogzitett x € [a,b]-re
f(z,y) Riemann-integrdlhatd [c, d)-n, akkor az x-tdl figgd fcd f(z,y)dy figgvény
Riemann-integrdlhatd [a, b]-n és

J[ sewtsas= [ ([ s vas)a
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Példaul, ha a fiiggvény folytonos a téglan, akkor teljesiilnek a tétel kissé
hosszadalmas feltételei. Azért mondtuk ki ebben a bonyolult forméban, mert
mikor nem téglan integralunk, akkor a fiiggvényt tipikusan nem folytonosan
terjesztjiik ki egy téglara. Ezzel persze nem fogunk minden feladatban kiilon
foglalkozni, vilagos lesz a szamolasbol.

Lassunk egy-két példat:

L) [[pa?y — 743 T 2dedy =7, ahol T' = [—2,1] x [0, 4]. Mivel a fiiggvény
folytonos T-n, ezért alkalmazzuk az el6zG tételt:

1
5;E3y 2 1
— —— + 2dady = [—— 2} dy =
// y + ray /0 3 2y+6+x72y

/05 (%_2;6”)_(_781/_2;16_4)@:

1

AR

) Jfa “;fryldxdy =?,ahol A= {(z,y) eR?:0< 2 <1,0<y <z}
Ismet az el6z6 tételt alkalmazzuk, mert itkozben tgyis kideriil, hogy Riemann-

integralhatok-e a fiiggvények. Természetesen az integralok hatarai is értelem-

szertiek lesznek, hiszen ha kiterjesztjik f-et egy téglara, akkor az A-n kiviili

részen ugyis 0 az integral.

T+y Tty B S | ﬁﬂﬂ _
// 2—|—1d dy—// x2—|—1dd _/0 x2+1[wy+2}odx—

3 o2 3 1 3 1
T qe=2 1 e :7[ ~ arct ] -
2/0 22+ 1 2/0 22+ 1 o |7~ arcte(@) |

™ 34 —m)
(=T -0-o0) =27

8

N W

3.) Miazax =0,y =0,z=0ésazxz+y+z = 1 sikok altal hatarolt tetraéder
térfogata? A 6.36 Tételt fogjuk alkalmazni. Kénnyen meggondolhaté, hogy a
tetraéder nem més, mint a 2.) feladat A halmazan értelmezett f(z,y) = 1—z—y
fiiggvény alatti alakzat, vagyis a keresett térfogat: [[, 1 —x — ydady.

6.38. Feladat. Fejezze be a 3.) példat.

) ffA%dxdy:?, ahol A= {(z,y) eR?:0< s <y <1}
Els6 probélkozas: fol le %dydx. Ez elég problémas igy, a
gvénynek nem tudjuk a primitiv fiiggvényét.

Maésodik probakozas:

1 Y sin(y) B 1sin(y) o _—
/o/o y dxdy_/o y ydy = | W), = (1) + 1.
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5.) [[[,xydedydz =7, ahol A = {(z,y,2) e R*: 0 < z < a? +y* < 1}.

Vi—z?
/// rydrdydz = / / / xydzdydx =
Vi—z?

Vi—z? 1 3,2 4. /1—22 1
Ty ry
ayde = [ [55+ 2] dz= [ 0da=0.
// 1@2 oy(a” +y")dyd = /4 2 " 4 *vlfﬁx -1 !

6.39. Feladat. [, zydady =7, ahol A az x + 3 és az x? + 1 fiiggvényck altal
hatarolt tartomény.

6.40. Feladat. [[, ¥ dzdy =7, ahol A a (0,0), (0,1), (1,1) csticst harom-
szoglap.

6.41. Feladat. Szamolja ki az m magassagi a oldalu szabalyos négyzet alapt
gila térfogatat. (Otlet: Alkalmazza a 6.36 Tételt).

Helyettesitéses integral

A kovetkezo tétel a helyettesitéses integral tobbvaltozos fliggvényekre vonatkozo
altalanositasa, nem bizonyitjuk.

6.42. Tétel. Legyen U C R" egy nyilt halmaz, g : U — R™ egy folytonosan
differencidlhato fligguény és B C U egy zdrt Jordan-mérhetd halmaz, melyen
belsején g injektiv. Ekkor ha f : g(B) — R egy Riemann-integrdlhats fiiggvény,

akkor
/ f= [ (Foalden(a,).

Osszefoglaljuk és példékon illuszraljuk a legfontosabb helyettesitéseket:

Polarkoordinak: g : R? — R?, g(r,¢) = (r cos(p), rsin(p)), vagy mas jelolésekkel:
x =rcos(p), y = rsin(y).

Ezt tipikusan akkor alkalmazzuk, ha "korszert" alakzaton kell integralnunk,
példaul koron, korgytirin, korszeleten stb.

Szamoljuk ki |det(J,)]|-t:

3,(r¢) (CQS(w) - Sin(¢)> 7

sin(p)  rcos(p)

amibdl det(J,) = r, igy |det(J4)| = |r|. A konkrét alkalmazasokban mindig
r > 0, igy az abszolutérték elhagyhato.

)[4 e +v*dzdy =?, ahol A az origo kzep(i egység stgarti zért kérlap.

Legyen B = [0,1] x [0,27], ekkor B zart és Jordan-mérhets, tovabbéa g
injektiv B belsején. Vilagos, hogy A = g(B), igy

// 6I2+y2dmdy = // or? cos? (@) +1? SiHQ(“D)rdrdsD = // eTZTdrdap =
A B B
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21 1 21 r? .1 2 1
2 € €
errdrdga:/ — d@:/ ——dp=n(e—1).
/0 /0 0 [2]0 0 2 ( )

P2.) [[,zydxdy =7, ahol A az origb kozepii kettd sugara zart korlap elss

nyolcada.
Most B = [0,1] x [0, %], A = g(B).

//A rydrdy = //B 7 cos()rsin(p)rdrde = //B 3 cos() sin(y)drdy —

/OI /01 73 cos(p) sin(p)drde = /0X cos(y) sin(p) {g] 1d¢ _
1

0

3 . Lrsin®(p)15 1
Z/0 cos () sm(sﬁ)dwfz[ 9 }0 16"

P3.) [[, V2?4 y*dady =?, ahol A az origo kézépponti egy és ketts sugari
korvonalak kozotti zart gytrd.
B =11,2] x [0,27], g(B) = A.

// Va2 + y?dady = // {’/7"2 cos2(ip) + r2 sin?(p)rdrdy = // ridrdp =
A B B
2m 2 2m g
5 3 8 2 377(23 — 1)
7‘3drd<p:/ -r3| dp = ———=.
/0 /1 0 [8 L 4

P4.) Szamoljuk ki a R sugara M magassagu kap térfogatat. Alkalmazzuk az

6.36 Tételt: a kup pont az f(x,y) = M — %\/xz + 12 fiiggvény alatti alakzat
az A = {(x,y) : 22 + y* < R?} halmazon, igy térfogata az f integralja A-n.
Legyen B = [0, R] x [0, 27], ekkor A = g(B), igy

// M—%\/acQerdedy:// (Mf%r)rdrdgo:// Mrf%rzdrdcp:
A R B R B R

27 R 2 2 3
M r2 M 3R
Mr — —r?*drdy = M——"—=—| dp=
/0/0 "TRTTY /0 [ 2 Ra}o‘p

MRQ_MR27T
6 3

/2” <MR2 _ MR?
0

2 3 )d‘PZQW

P5.) Szamoljuk ki az R sugaru gomb térfogatat. Hasonloan P4.)-hez a
felsg félgomb térfogata az f(x,y) = / R? — 22 — y? fliggvény integralja az A =
{(z,y) : % + y* < R?} halmazon. B = [0, R] x [0,27], A = g(B).

// vV R? —x2 — y2dady = // vV RZ — r2rdrdy =
A B
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27 R 2T 2 5 1 R
/ / V R? —r2rdrde = / [f(R2 —r?)2 —} dp =
o Jo 0

3 —21o
/2“ R3 2R3m
—dp = .
o 3 3
Tehat a gomb térfogata ennek a kétszerese: 4%3”.

Hengerkoordinatak: g : R® — R3, g(r,p,m) = (rcos(p), rsin(p), m), vagyis
x = rcos(p), y = rsin(e) és z = m. Akkor alkalmazzuk, ha "hengerszerd"
alakzaton kell integralnunk, példaul hengeren vagy kapon.
cos(p) —rsin(p) 0
Jy(r,o,m) = | sin(p) rcos(p) 0],
0 0 1

amibdl det(J,) = r, igy |det(J,)| = |r|. A konkrét alkalmazasokban most is
mindig r > 0, igy az abszolutérték elhagyhato.

HL) [f[, *tVE 12 qudydz =?, ahol A az xy sikon "all6" z tengelyd 1
sugard és 2 magassagi henger. B = [0, 1] x [0,27] x [0,2], A = g(B).

/// VP qedydz = /// e rdrdedm =
A B
1 2w 2 1 2 9
/ / / e™e"rdmdedr = / / err[em]odgodr =
o Jo Jo o Jo

1 p2r 1
[ [ errter = apar= [ om(e - ervar -
o Jo 0

2m(e? — 1)([6”"]; - /01 erdr) =2r(e* —1)(e— [e’“]é) =2r(e® — 1)

H2.) [[[, zy+ e* dzdydz =?, ahol
A={(z,y,2) eR*: 0<2? +¢y* <2< 1}
Ekkor ha
B={(r,o,m)€R3:0<m<1,0<¢<2m 0<r<ym}

zart halmaz, akkor A = g(B).

/// ay + e dadydz = /// (r* cos(¢p) sin(p) + em2)rdrd<pdm =
A B
1 p27 p/m R
/ / / 3 cos(p) sin(p) 4+ €™ rdrdpdm =
o Jo Jo

1 2 4 2./m
/ / {L cos(¢p) sin(p) + emﬂ;] dedm =
o Jo 4 2o
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1 p2r 2 1,2 2 o
/0 /0 mTcos(cp) sin(¢p) +em2%d<pdm :/0 [%w —|—em2%<p . dm =

T, m? .1 _
71'/ e™ mdm:ﬂ'[e—] = M.
0 2 o 2

H3.) [[[, \/;iri_ﬁdxdydz =7, ahol A az zy sikon 4ll6 2 magassagt és 1

sugaru kup = < 0 féltérbe es6 fele. Formalisan:

A={(z,y,2) eR?:2<0,0<2<2 Va2 +y2<2— 2z}
Ekor ha B = {(r,¢,m) €R* 10 <m <2, 5 <<% 0<r<2—m}, akkor
9(B) = A, igy

2z —4 2m — 4
///A Vaz + g2 +1dxdydz - ///B Vr?+1 Tdrd@dm B

IWAVARCE
//;2m 4| r2+] d<pdm—

/O /;(27” — 4)(v/m? —4m + 5 — 1)dpdm =

drd(pdm =

7T/2(2m—4)(\/m2—4m—|—5—1)dm=

0

ﬂ'[g(mQ—éLm—&—S)% —m2—|—4m}z :7r<§(1—5%) +4>

Gdmbi polarkoordinatak: ¢ : R? — R3,
g(r,p,9) = (rsin(¥) cos(p), rsin(d) sin(p), r cos(d)),

vagyis x = rsin(d)cos(p), y = rsin(d)sin(p) és z = rcos(d). Ezt a ko-
ordinatazast ugy kapjuk, hogy egy vektort a térben a hosszaval (r), az xy sikra
vett vetiiletének x tengellyel bezart szogével (¢) és a z tengellyel bezart szogével
jellemziink (¢) . Pédaul gébmbon, gombszeleten vagy gdmbkupon valé integralas-
nél hasznos.

sin(¥) cos(p) —rsin(¥)sin(e) rcos(?) cos(p)
Jy(r,0,9) = [ sin(?)sin(p)  rsin(d)cos(p)  rcos(¥)sin(yp) |,
cos(1) 0 —rsin(?)

amibdl det(J,) = r? sin(¥), igy |det(J,)| = |r? sin(¥)|. A konkrét alkalmazasok-
ban mindig r > 0 és 0 < ¢ < m, igy az abszolutérték elhagyhato.
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) [[[4 2% +y?dadydz =7, ahol A az orig6 kozépponti 1 sugart gomb zy
sik f6lé es6 része, formaélisan:

A={(z,y,2) ER?’:ZZO, x2+y2+22 <1}
Ekkor ha B = [0,1] x [0,2n] x [0, Z], akkor g(B) = 4, igy

/// 22 + y2dadydz = /// 2 sin?(9)r? sin(¥9)drdpdd =
27 27
/ / / sin®(9)drdedd = / / sin3 d<pd19 =
1

! /075 /0“ sin(ﬁ)(l — coﬁ(ﬂ))dgpdﬂ — g/g sin(d) — sin (1) cos(9)dd —

0

cos3(19)}0% B g(O—l—l—l) _ 2

™
B { —cos(¥) + 3 3 ——

15°

2) JfJa mdxdydz =7, ahol

A={(z,y,2) eR3: /302 +3y2 < 2, 9 < 22 + 4% + 22 < 81}.

Ko6nnyen meggondolhato, hogy A egy gdombkup és egy gémbgytri metszete,
B =[3,9] x [0,27] x [0, Z] esetén g(B) = A, igy

/// mdxddeZ/// Wdrdwﬁ:
/ / - / sin(9)drdedd = (9 — 3)(27 — 0) / fsmw)dﬁ:

127 — cos(ﬁ)]f = 127r(— ? + 1).

6.43. Feladat. [[, /1 — 22 — y?dxdy =?, ahol A az orig6 kézépponti 1 sugart
korlap els6 negyede.

6.44. Feladat. [[, £dzdy =7, ahol

A={(v,y) eR*: |z| <y, 1 <2®+y* <2}
6.45. Feladat. [[[, 2°dzdydz =?, ahol

A={(z,y,2) eR®: 1 <2 +¢% <4 - 2%}

6.46. Feladat. [[[, 26”9 dzdydz =?, ahol A az zy sikon 4ll6 1 magassagt
z tengelyd henger.

6.47. Feladat. [[[, zyzdzdydz =7, ahol A az origo kézépponti 1 sugart
gémb.

6.48. Feladat. [[[, /z2? +y? + 22dzdydz =7, ahol A az origo kézépponti 1
és 2 sugart gémbok kozotti gombgyird.
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7. Appendix

Halmazok és fiiggvények

Ro6viden Gsszefoglaljuk a legfontosabb halmazelméleti fogalmakat.

N jeloli a természetes szamok, Z az egész szamok, Q a racionalis szamok és
R a valés szamok halmazat.

Adott A és B halmazok esetén A x B a két halmaz Descartes-szorzata:

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.

Ha A, B két halmaz, akkor egy A-n értelmezett B-be képezd f fiiggvényt " f :

A — B"-vel vagy "A 1, Bvel jeloliink. f értelemzési tartomdnya: dom(f) =
A; f értékkészlete:

ran(f)={beB:3ac A f(a) = b}.

Egy f : A — B fiiggvény konstans, ha létezik egy b € B, hogy minden
a € A-ra f(a) =, jelolésben f =b.

Ha f: A — B egy fiiggvény és X C A, akkor legyen f(X) az X halmaz képe
(f-re nézve), vagyis

f(X)={beB:3z€ X f(x) =0}

Ha f: A — B egy fiiggvény és A’ C A, akkor f-et megszorithatjuk A’-re és
kapjuk az
Fr1A:A B

fliggvényt, vagyis minden a € A’-re (f | A’)(a) = f(a).
Egy f: A — B fiiggvény

e injektiv, ha kiillonb6z6 A-beli elemeket f kiilonb6z6 B-beli elemekbe képez,
vagyis
Vai,az € A(ar # az = f(ar) # f(a2));
o szirjektiv, ha minden B-beli elem elGall egy A-beli elem képeként, azaz
ran(f) = B, vagyis
VbeB3lac A f(a) =10

o bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, vagyis oda-vissza egyértelmt (Gsszeparosit-
ja A és B elemeit).

Egy f : A — B injektiv fiiggvénynek képezhetjiik az inverzét:
F7tiran(f) — 4,
ha b € ran(f), akkor f~1(b) az az egyértelmiien létezs a € A, melyre f(a) = b,
masképpen f~1(f(a)) = a.
Hag: A— Bés f: B— C, akkor a fiiggvények kompozicidja:

fog:A—=C, (fog)la)= f(g(a)).
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Linearis algebra

Réviden 6sszefoglaljuk a véges dimenzids valos vektorterek kozotti lineris leképe-
zések alaptulajdonsagait. Mivel minden véges dimenzi6s valos vektortér izomorf
R™-el valamely n-re, ezért csak ilyen alaki vektorterekkel és ezek kozotti linearis
leképezésekkel fogunk foglalkozni.

Egy ¢ : R™ — R™ fiiggvény linedris leképezés, ha teljesiilnek a kovetkezsk:

(a) Y,y e R" o(z +y) = o(z) + ¢(y),
(b) VAERY z € R p(Az) = Ap(z).

Jelolje L(R™,R™) az R™ — R™ linearis leképezések halmazat. Konnyen
meggondolhato, hogy a kivetkezs természetes miiveletekkel L(R™, R™) egy vek-
tortér: o, € L(R™,R™) és A € R esetén

(p+¥)(z) = p(z) +¥(y),

(Ap)(z) = Ap(z).

A tér null vektora természetesen a konstans 0 € R™ értékd fiiggvény.
Jelolje R™*™ az m X m-es valds matrixok vektorterét. Adott A € R™*™
esetén R™ és R™ elemeit mostantol oszlopvektoroknak tekintve az

pa(z) = Az
leképezés linearis. A kovetkezg allitas szerint nincs is mas alaki linearis leképezés.

7.1. Allitas. Minden ¢ € L(R™,R™)-hez létezik egyértelmien egy A € R™*"
mdtriz, hogy ¢ = pa, vagyis minden x € R"-re p(x) = Az.

S6t a A — @a fligguény egy izomorfizmus az R™*™ és L(R™,R™) vektorterek
kozott.

Bizonyitds. (Otlet) Hogyan kaphatjuk meg A-t? Legyen e',...,e" a standrad
bézis R™-ben és legyen

A=(pE)] .. |elem),

amin természetesen azt értjiik, hogy oszlopvektorok egymasmellé irasaval kapjuk
a matrixot. O
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