GRAFOK SZINEZESE - MEGOLDASOK

1. Mennyi a kromatikus szdma az aldbbi grdfoknak? (Mindkét it ldthatd grifnak
kiilon neve is van: az elsé az tun. Pefersen-grdf, ¢ mdsodik az un. Grotzsch-

grdf.)

Megoldds: A Petersen-graf kromatikus szdma 3. Kevesebb nem lehet, hiszen
tartalmaz paratlan (5 hosszisdgi) kort. Egy hirom szinnel vald jo szinezése
az dbran lathato.

A Grotzsch-grafban felismerhetjitk a Mycielski konstrukcidval az 6t hosszi
korbdl kaphaté grafot. (A Mycielski konstritkcid rovid lefridsa megtaldlhaté a
49, feladat eldtt.) Mivel a Mycielski konstrukcié eggyel noveli a kromatikus
szamot, ennek kromatikus szima 4.

. . " ” . V(g
2. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges véges egyszerii G grdfra fenndll x(G) > Lozt

—

Megoldds: Tekintsiilk G-nek egy j6 szinezését x(G) szinnel. Mivel az azonos
szin pontok fliggetlenek, egy-egy szin legfeljebb @(G) pontnak lehet a szine,
Mivel minden pontot kiszineztiink, ebbél x(G)a(G) > |V{G)| kivetkezik, ami
ckvivalens az allitdssal.

3. Mutassuk meg, hogy x(G) < 7(G) + 1.

Megoldds: Tekintsiink egy 7(G) elemti A lefogé rendszert. Ekkor B :=
(V{(G) — A) fiiggetlen halmaz. Szinezziik A minden elemét kitlonbézd sziniire,
a B fiiggetlen halmaz elemeit pedig egy tovdbbi szinnel. Az igy megadott

szinezés j6 szinezés, és Osszesen 7(G) + 1 szint hasznal. Ebbdl kivetkezik az
allitas.

4. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges véges egyszeri gréfra fenndll, hogy |E(G)| >
(45,



Megoldds: Tekintsiik 7 egy optimalis szinezését, azaz egy jé szinezést x(G)
szinnel. Ha lenne két olyan szin, amire nem létezik olyan él, aminek két
végpontja e két szinnel van szinezve, akkor az e két szinnel szinezett pontok
egyetlen szinnel is szinezhetSk volndnak ‘(a tobbi pont szinének valtozatlanul
hagydsa mellett), vagyis a szinezés nem lenne optimdlis. Teh4t a fenti tipusd
8l minden szinparhoz létezik, s mivel egy €l csak egy szinpdrhoz tartozhat
ilyen médon, ez azt jelenti, hogy az élek szama legaldbb annyi, amennyi a
kiilonbozd szinekbdl 416 parok szdma. Ez utébbi pedig éppen (¥{7).

. Legyen G véges egyszeri grdf, amire x{G) = n. Tekintstik G-nek egy n szinnel

valé j0 szinezését, ebben legyen az egysk felhaszndlt szin a piros. Bizonyftsuk
be, hogy a megadott szinezésben biztosan van olyan piros szini ponf, aminek
szomszédsdgdban az dsszes felhaszndll és pirostol kilonbozé szin eldfordul.

Megoldds: Indirekt tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz. Ekkor minden piros
szinit pontnak a szomszédsagabdl hidnyzik valamely szin, ami nem a piros.
Szinezziik 4t az Osszes piros szinu pontot olyan szindre, amely szin az §
szomszédsdgdbol hianyzik. Igy minden élnek legfeljebb az egyik veégpontjat
szinezziik At, hiszen az &atszinezeti pontok eredetileg mind pirosak voltak,
tehat nem mehet kozottilik él. Az atszinezés modja biztositja, hogy egyetlen €l
végpontjai sem lesznek azonos szinfiek az dtszinezés utan sem. Tehdt tovabbra
is j6 szinezést kapunk, de eggyel kevesebb szinel, ami ellentmondas.

. Legyen G olyan hurokmentes graf, aminek poniosan (x{f}) éle van. Bizonyit-

suk be, hogy G-ben a nem-izoldlt pontok egy x(G) csicsti teljes grdfot alkotnak.

Megoldds: Az el6z6 feladatban bizonyitottak kévetkezménye, hogy egy op-
timalis szinezésben minden szinosztdlyban van x(G) — 1 fokd pont. Ezek
fokszdmainak Osszege egyenld G fokszdmosszegével, ami éppen az élek sza-
manak kétszerese. Ez azt jelenti, hogy G-ben nincs is mas él, mint a minden
szinosztaly egyetlen reprezentdnsabdl kiinduld x(G) (x{G)—1) darab. Ez pedig
éppen azt jelenti, hogy G az dllitas szerinti.

. Kiszinezhetd-e Cy7 (o hét hosszi hidrnélkili kér) négy szinnel dgy, hogy a

szinezés jo legyen, és bdrmely két szint tekintve, legfeljebb egy €l kosson Gssze
két slyen szind pontot.

Megoldds: A négy szinbdl 6 par képezhetd, igy a kivant szinezés nem valdsithatd
meg olyan grifon, aminek hatnal tobb éle van. A (7 pedig ilyen gréf.

{Egy masik megoldds is kiolvashaté a kovetkezd feladat megolddsabdl.)

. Kiszinezhetd-e Cgs (a hat hosszi hidrnélkili kir) négy szinnel dgy, hogy o

szinezés 0 legyen, és bdrmely két szint tekintve, legfeljebb egy él kosson Gssze
két ilyen szind pontot.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy van ilyen szinezés. Mivel t6bb csiics van, mint
szin, van olyan szin (hivjuk ezt pirosnak), amelyik legaldbb kétszer szerepel. E
két csicsnak Cg-ban Gsszesen négy szomszédja van, ezeknek a feltétel szerint
kiilonbodzdknek kell lenniik. Mivel piros egyik sem lehet, ehhez a pirossal
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egyiitt legalabb 6t szinre lenne sziikség. Ez ellentmondds, hiszen csak négy
sziniink van, a kivant szinezés tehat nem létezik.

. Bizonyftsuk be, hogy egy n csicsy, e €ld requldris G grdfban x(G) < 1 + 2.

Megoldds: Tudjuk, hogy x(G)} < A(G)+1 a mohd szinezésbdl addddan. Mivel
2¢ a graf dtlagfoka, ami reguldris gréf esetén megegyezik A(G)—vel, adddik az
Allitds.

Bizonyitsuk be, hogy
x(GY <max{é(H): H CG}+1,

ahol @ mazimumot G Gsszes H részgrdfidn tekintjik (erve utal «a H C @
jelolés) és 8(X) az X grdf legkisebb fokszdmdt jelenti,

Megoldds: Rendezziik sorba az n csucsi G graf csucsait az aldbbi mddon.
Legyen v, a legkisebb foku csics. Ha wvn,vn_1,...v; mar definidlva lett és
i > 1, akkor legyen v;~; a G — {Un,Vn-1,...v;} graf egyik minimélis foku
csicsa. Ha ez a sorrend megvan, szinezzitk mohdén a csucsokat indexeik
névekvé sorrendjében. A sorrend elallitdsabol adddik, hogy tetszdleges csics
szinezésekor, & legkisebb fokszami csticsa annak a H részgrafnak, amit a mar
szinezett csucsokkal egyiitt alkot. Ha tehat minden szomszédja kiilonbozo
szinll és mér nincs szabad szin a mdr haszndltak kozott, akkor is legfeljebb egy
(6{H) +1)-edik szint fogunk bevezetni az qjonnan tekintett ¢sics szinezéséhez.
Ebbél adédik, hogy a lehetséges (§(H) + 1} értékek maximuma felsd korlat a
kromatikus szamra.

Adjunk példdt minden k > 2 pozitiv egész esetén olyan Gy grdfra, melynek
kromatikus szdéma 2, de megadhato o csticsainak olyan sorrendje, hogy azokat
e sorrendben mohdn szinezve k szint fogunk hasandlni.

Megoldds: Legyen G, az a graf, melyet a Ky ;. teljes paros grafbol kapunk egy
teljes parositds elhagydsdval. A graf csicsait jeloljik uy,...,ug,v1,...,9 -
val, ahol az u;, illetve a v; csiicsok alkotjak a péaros graf két szinosztalydt, az
elhagyott parositds pedig az {u,v;} (i = 1,2,...,k) élekbdl 4lit. Szinezziik a
csticsokat az 1, V1, U, U2,y ...y Uiy Uiy . 0., Uk, Vi sOrTEndben. A mohé szinezés
minden v;-nek az u;-nél éppen bevezetett szint fogja adni, és igy u;;-nek
minden hasznilt szinhez lesz mar olyan szinii szomszédja, amiért is be kell
vezetni egy tdjabb, (i + 1)-edik szint. A grafot tehat végil k szinnel fogjuk
szinezni.

Bizonyitsuk be, hogy minden véges egyszeri G grdf csidcsainak van olyan
sorrendje, hogy ha a csicsokat e sorrend szerint haladvae mohdn szinezzik
{azaz mindig a legelsd olyan szénnel szinexiink ki egy csicsot, amire még vele
szomszédos pontot nem szineztink az illetd csics sorrakeriléséig), akkor a
fethaszndlt szinek szdmo x(G) lesz.

Megoldds: Tekintsiink egy optimalis szinezést. Rakjuk sorba tetszdlegesen a
szinosztalyokat, és azokon beliil a pontokat. Az igy kapott sorrend jé lesz. Ha
ugyanis egy pont a szinosztélyok fenti sorrendje szerint a k-adik szinnel volt
szinezve, akkor a fenti sorrend szerintt moho szinezésnél kapott ¢ szinérez < &
lesz érvényes.
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Legyen G olyan grdf, amire x(G) = k. Bizonyitsuk be, hogy G élei megird-
nyithatdak tgy, hogy a létrejovd leghosszabb irdnyitott it legfeljebb k pontot
tartalmazzon.

Megoldds: Tekintsiik G egy k szinnel val6 szinezését, a szineket nevezzik
1,2,...k-nak. Minden €l két kiillonbdzd szinii pontot kot Gssze, az irdnyat
valasszuk meg Ggy, hogy azon végpontja felé mutasson, aminek a szine na-
gyobb szdmot jelent. Egy k-ndl tGbb csicsot tartalmazd irdnyitott dton a
szineket jelent6 szdmok k f6lé ndnének, am: nem lehetséges. Ezzel 1ga.z01tuk
hogy a mondott irdnyitis megieleld. '

Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n csicsi véges egyszert grdf, akkor

X(G)x(G) 2 n.

1. Megoldds: Mivel egy jé szinezésben minden szinosztély filiggetlen pontok
halmaza, és a graf kiszinezhetd jél x(G) szinnel, van olyan fliggetlen halmaz,
aminek mérete legaldbb 7_5 Ez a fiiggetlen halmaz a k-::nmpl&menter grafban

klikk, {gy minden pontjit mas szinnel kell szinezni, vagyis x(G) > &) & Ebbdol
atrendezéssel kovetkezik az allitas.

2. Megoldds: Szinezzitk ki G-t j6l x(G) szinnel és G-t szintén jol x(G)
szinnel. Minden v € V((G)-re az els6 szinezésben jeldlje a v csics szinét c(v),
a mésodikban k(v). Rendeljiik hozz4d most minden v csicshoz a (c(v), k(v))
rendezett szinpart. E szinpdrok semelyik két csiicsra sem egyezhetnek meg,
hiszen birmely két csiics Ossze van kdtve G és G egyikében, igy ott kilénbdzb
szintieknek kell lennilik. Vagyis az Osszes lehetséges szinpdrok széma legaldbb
n, ami éppen a bizonyitandé 4llitds. [L. Lovédsz, Combinatorial Problems and
Exercises, Akadémiai Kiadé, Budapest, 1993, 9.5.b; ott hivatkozva: E. A.
Nordhaus, J. W. Gaddum, Amer. Math. Monthly 63 (1956), 175-177.]

Bizonyitsuk be, hogy he G egy n csicsi, egyszert, r-reguldris grdf, akkor

x(G)+x(G) <n+ L

Megoldds: A feltételekbd] adédik, hogy A(G) = r és A(G) = n—r - L
Felhaszndlva, hogy x(G) < A(G) +1 és x(G) < A(G) + 1, azt kapjuk, hogy
X(G)+x(Q)<r+1+n-r—1)+1=n+1l

Megjegyzés: Az itt bizonyitott egyenlétlenség a regularitas feltételezése nélkiil
isigaz. (Err6l bévebben Id. L. Lovasz, Combinatorial Problems and Exercises,
Akadémiai Kiads, Budapest, 1993, 9.5.b elsd részét, ill. az ottani hivatkozast:
E. A. Nordhaus, J. W. Gaddum, Amer. Math. Monthly 63 (1956), 175-177.}

Igaz-e, hogy minden véges egyszerii G grdfnak van olyan x(G) szinnel vald
pontszinezése, melyben az egyik szinosztély a(G) pontot tartalmaz?

Megoldds: Nem. Tekintsiik azt a 6 csicsu fat, melynek két harmadfoki pontja
van {ld. a 28. feladat utdni mdsodik dbrat). Ennek (egyetlen) legnagyobb
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fiiggetlen halmazat a négy elséfoki pont alkotja, de azokat azonosan szinezve
nem lehetne két szinnel szinezni a grafot, noha a kromatikus szédma kettd.

Legyen G olyan grdf, melynek kromatikus szdma k. Legyen A C V(G) a
csiicsok olyan részhalmaza, melyben tetszdleges két pont (G-beli) tdvolsdga leg-
alabb négy. Mutassuk meg, hogy az A-beli csicsok tetszbleges k + 1 szinnel
vald szinezése kiegészithetd az egész ¢ graf k + 1 szinnel vald jo szinezésévé.
(Kiegészitésen azt értjik, hogy a keresett szinezésnél az A-beli csiesok a meg-
adott (k + 1)-szinezésiik szerinti szint kapjdk.)

Megoldds: Legyen adott A-nak egy tetszéleges (k 4+ 1)-szinezése. Tekintsiik
G-nek egy j6 szinezését az elsé k szinnel (a feltételek szerint ilyen van), az
ebben nem szerepld (k + 1}-edik szint nevezziik kéknek. Nézziik sorra az A-
beli csiicsok szinét ebben a k-szinezésben. Ha valamelyiknek a szine meg-
egyezik az elére megadott szinével, az j6 nekiink, nem tesziink vele sem-
mit. Ha valamely a € A szine nem egyezik meg az elére megadott szinével,
akkor Atszinezziik arra. Ha van olyan szomszédja, ami ugyanilyen szinti, azt
pedig (mindegyik ilyet) dtszinezzik kékre. (Vegyiik észre, hogy ha magat a-t
szineztiik kékre, akkor a szomszédaihoz nem nyultunk, hiszen azok kozt erede-
tileg egy sem kék, dtszinezve pedig még nem lehettek a tavolsdgra vonatkozd
feltétel miatt, Ha ugyanis &tszineztilk volna valamelyiket, akkor vagy az
maga is A-beli volna, vagy szomszédja lenne egy masik A-beli csicsnak is.
Mindkét esetben két egymastdl legfeljebb kettd tavolsagra levd A-beli csiicsra
bukkannank, ilyenek azonban nem létezhetnek.) Allitjuk, hogy miutdn A min-
den csicsat sorra vettilk, egy kivant szinezésiink lesz. Megmutatjuk, hogy igy
van. Az, hogy az A-bell pontok a kivint szintlek, vilagos, hiszen, amelyik
nem olyan volt, dtsz{neztilk olyanra. Az is vildgos, hogy a felhaszndlt szinek
szama nem tobb, mint & + 1. Azt kell tehat csak belatni, hogy a kapott
szinezés valéban jé szinezés. Mivel egy jO0 k-szinezésbdl indultunk ki, csak
olyan csicsokndl lehet probléma, amiket atszineztiink. Az A-beli cstcsoknal
nem lehet baj, mert az 0 atszinezésiik utan rogtén minden velilk szomszédos
ugyanolyan szinii pontot is atszineztiink, ezeket mindig kékre. Elég tehat
azt megmutatni, hogy kék csdcsok kozott nem fut él. Az A-beli pontok
tavolsdgara vonatkozo feltételbdl kivetkezik, hogy minden csics legfeljebb
egy A-beli csiicsnak szomszédja. (Kiilonben lenne két A-beli csiics egymastol
legfeliebb kettd tavolsagra.) Ha két kék csucs két kiilénbozd A-beli csicsnak
szomszédja, akkor ismét a tavolsdgra vonatkozo feltétel miatt, ezek nem lehet-
nek szomszédosak. (Kildnben a két A-beli csics tavolsaga legfeljebb harom
volna.) Ha két kék csics ugyanazon A-beli csicsnak szomszédja, akkor vi-
szont azért szineztilk mindkettdt kékre, mert mindkettbnek az eredeti szine
megegyezett k6z0s A-beli szomszédjuk eldirt szinével. Vagyis az eredeti &-
szinezéshben azonos szinliek voltak, s mivel az jé szinezés volt, nem lehetnek
dsszekotve. Végiil, ha egy A-beli cslics maga kék, annak szomszédai kozost
senkit nem szineztiink 4t kékre. Semelyik két kék csiics kozott nem fut tehiat
él. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. {M. O. Albertson, You can’t paint yourself
into a corner, J. Combin. Theory Ser. B, 73 (1998), 189194 ]

A V(G) = {1,2,...,1023} ponthalmazon definidljuk a G grdfot dgy, hogy
benne k és m akkor és csak akkor van Osszekdtve éllel, ha nem eqyenldk és
eqyikiik osztdja a mdsiknak. Hatdrozzuk meg a x(G) kromatikus szdm értékét.

Megoldds: A 2% alaki szdmok mind osztjdk egymast, {gy a szerepld 10 ilyen
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alakd szam egy klikket alkot. (A 10 abbél adédik, hogy 2¢ minden k& =
0,1,...,9-re szerepel.} Emiatt x(G) > 10. Masrészt, a 2% és 281 — 1 kdzdtti
csricsok szinezhet8k mind ugyanazon szinnel, hiszen koziiliik barmely kettd
hanyadosa kisebb 2-nél, vagyis egyik sem lehet mdsiknak tobhszorise. Ezért
az adott graf szinezéséhez elegendd is a 10 szin.

Legyen a G grdf csidcsainak halmaza V(G) = {v,ve,...;v128}. A v; ésv; pon-
tok pontosan akkor alkossanok élet G-ben, ha i €s j legnagyobb kozés osztdja
nem 1. Hatdrozzuk meg G kromatikus szdmdt.

Megoldds: A péros szdmok klikket alkotnak (-ben, igy a kromatikus szdm
legaldbb 64. Ennyi szinnel mar ki is szinezhetd a graf a kovetkez6 mddon.
Szinezziik ki a paros szdmokat csupa kiilonbdz6 szinnel, a paratlanokat pedig
az utdnuk kovetkez® pdros szdm szinével. A kromatikus szam tehat 64.

Legyen o G grdf csicsainak halmaza V{G) = {vy,v2,...,v9}. A v és vy
pontok pontosan akkor alkessanak élet G-ben, ha indezeik kozill a nagyobbikat
a kisebbikkel elosztva az eredmény kettéhalvany. Haldrozzuk meg G kromatikus
szdmat.

Megoldds: A kromatikus szam legaldbb 5, mert ennyi elemil klikket alkot
az {1,2,4,8,16} halmaz. A szinezéshez elég is az 5 szin. JO szinezést ka-
punk ugyanis, ha az i-vel jelolt csicsot a legnagyobb, i-nél nem nagyobb
kettéhatvannyal azonos sziniire szinezziik.

Eqgy grdf csicsai legyenek egy n-szer n-es sekktdbla mezdi, aholn > 2. Az
éleket alkossdk az (oldalukkal) szomszédos mezdkbdl dllé pdrok. Mennyt az igy
kapott grdif kromatikus szdma?

Megoldds: A kérdezett kromatikus szdm 2. Kevesebb nem lehet, hiszen a
grifnak vannak élei. Hogy két szin elég a jo szinezéshez, azt a hagyomanyos
fekete-fehér szinezés mutatja.

Egy négyzetrdesban legyen eqy 1épés az, ha egy négyzethdl dtmegyiink egy vele
kézos éliel rendelkezd mdsik négyzetbe. A 100-szor 100-as rdcsban mennyi az
o legkevesebb szin, amivel a négyretek kiszinezheidk gy, hogy az egymdsbol
pontosen két lépéssel elérhetd mezdk kiillonbozd szintiek legyenek?

Megoldds: A minimalisan sziikséges szinek szdma 4. Hogy legaldbb ennyi,
azt onnan lathatjuk, hogy konnyen megadhaté négy olyan mezd, melyek
paronként két lépéssel érhetdk el egymdsbodl. Az i-edik oszlop és j-edik sor
talalkozasandl levé mezdt (i, 7)-vel jeldlve, ilyen az (1,2),(2,1),(2,3),(3,2)
mezonégyes. Hogy négy szin elég, azt egy jo szinezés megadasival igazoljuk,
a megadashoz tovdbbra is az eldbbi jeldlést haszndljuk. Ha ¢ paratlan, akkor
szinezziik (i, 7)-t pirosra ha i +7+1 vagy i +j+2, kékre, ha i+ 7 vagy i +7+3
oszthaté 4-gyel. Paros i esetén ugyane kritérium alapjan szinczziink egy mezét
zdldre vagy sdrgira. Konnyen ellendrizhetd, hogy igy az azonos szinii mezdk
vagy szomszédosak, vagy legaldbb hdrom lépés tavolsdgra vannak egymastol,
tehat a szinezés jo lesz.
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Legyenek ¢ G grdf csdcsot egy n > 1 elemt halmaz részhalmazai. Kéb csics
pontosan akkor legyen Gsszekdtve (G-ben, ha o nekik megfeleld A és B rész-
halmazok szimmetrikus differencidja pdretlon szdmi elemef tartalmaz. (Két
halmaz szimmetrikus differencidje a ponlosen oz egyikik dlfal tartalmazott
elemek halmaza.) Mennyi G kromatikus szima?

Megoldds: Két részhalmaz szimetrikus differencidja pontosan aszerint tartal-
maz paros vagy paratlan szimu elemet, hogy a két részhalmaz elemszamanak
paritdsa egyezé vagy kiildnbdzé. Emiatt a G-ben élt-alkotd részhalmazparok
koziil mindig pontosan egy paros és pontosan egy paratlan elemszami. Tehat
a pdaros elemszami halmazokat kékre, a paratlan elemszdmuakat pirosra szi-
nezve jo szinezést kapunk. Eszerint G kromatikus szdma legfeljebb kettd.
Kevesebb nyilvin nem lehet, hiszen a grafnak van éle.

A Gy grif (k> 2) egy (v1,va,...,v28—1,v2e) Hamilton-kérbél, valamint a k
darab tovdbdi {vy,ves1}, {v2, Vkia)s - o) {Vk—1, Vor—1 }{vg, vor } €lbdl dll. Ha-
tdarozzuk meg minden k-ra G pont- és élkromatikus szdmdt.

Megoldds: A kromatikus szdm 4, ha k = 2, egyéb esetekben 2 ha k paratlan és
3 ha k pdros. A k = 2 eset vilagos, ekkor G = K4. A Hamilton-kordn kiviili
éleket hivjuk dtldknak. Ha k& > 3 és paratlan, akkor a csticsokat a Hamilton-
kor mentén felvaltva szinezve a behiizott 4tlék végpontjaiis kiillonbozé szintek,
tehdt a grif két szinnel szinezheté. Mivel vannak élei, a kromatikus szama
2. Ha k paros, akkor a vy, vs,...,vr41 csucsok paratlan kort alkotnak. A
kromatikus szam igy legalibb 3. Hogy harom szin elegendd is a szinezéshez
azt kétféleképpen is megmutatjuk.

Egyrészt hivatkozhatunk a Brooks-tételre: Mivel a maximalis fokszdm 3, és
a graf sem nem teljes, sem nem paratlan kor, a Brooks-tételbol kovetkezik,
hogy a kromatikus szdma 3.

Mdésrészt elég konnyen meg is adhatunk egy hdrom szinnel valé j6é szinezést:
Legyen viy és vor szine zold, vy-t6l vi-ig, valamint vgpo-tdl vop—;-ig pedig
felvaltva legyenek a cstcsok pirosak és kékek olyan moédon, hogy vy és ve,.g
legyen piros. Egyszeriien ellentrizhetd, hogy igy 0Osszekdtdtt csicsok nem

kapnak azonos szint. v v,
(.E:-—.'U'
Uy = Ut.# i

Az élkromatikus szdm minden k esetén harom, ugyanis a Hamilton-kor éleit
felvaltva két szinnel, az atlékat egy harmadik szinnel szinezve jé szinezést
kapunk, ugyanakkor két szin nem lehet elég, hiszen minden fokszam 3.

Legyen adva a sikon véges szdmi egyenes, melyek kiozil semelytk hdarom sem
metszt egymdst egy pontban. Tekintsiik az egyenesek metszéspontjait eqy G grdf
csticsainak, €s ugyanezen graf élei legyenek az egyes egyeneseken szomszédosan
elhelyezkeds metszéspontokbol léterejott csticsparok.

Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.



26.

Megoldds: Valasszunk ki egy irdnyt a sikon, ami egyik clyan egyenessel sem
parhuzamos, amit G valamely két csicsa meghataroz. Tekintsink egy ezen
iranyban meghizott egyenest, amely a sikot két olyan félsikra bontja, melyek
koziil az egyik a graf valamennyi csiicsit tartalmazza. (Ez annyit jelent, hogy
az 1 egyenest ‘elég messze’ hizzuk meg. Mivel csak véges sok egyenes ¢€s
igy véges sok metszéspont van, ez mindig megtehet6.) Cstisztassuk most
ezt az egyenest gondolatban a graf csicsai felé. Ha elériink egy pontot,
jeléljiik meg, és haladjunk tovabb. Ezt folytassuk egészen addig, amig a
graf minden csdicsdt meg nem jeldltiik. Ekkor szinezziik ki mohén a graf
cstcsait megjeldlésiitk sorrendjében. Vegyiik észre, hogy valahdnyszor egy
csticsot megjeldliink, szomszédai kozott legfeljebb két mar korabban meg-
jelolt csics lehet, ez adddik a graf konstrukcidjabdl €s a csusztatott egyenes
megvalasztdsdnak médjdbol. Ezért a mondott sorrend szerinti mohé szinezés
soran sohasem lesziink olyan helyzetben, hogy valamely ¢sucsnal mar hidrom
szin is tiltott lenne, amikor ki akarjuk szinezni. Ezért harom szin biztosan elég
a szinezéshez. [L. Lovidsz, Combinatorial Problems and Exercises, Akadémiai
Kiadd, Budapest, 1993, 9.57; ott hivatkozva: H. Sachs, Einfiihrung in die
Theorie der endlichen Graphen, Teil I-11, Teubner, 1970-1972.]

Legyen k < Z és jeldlie Kn(n,k) a kdvetkez grdfot. Kn(n,k) csicsai az
{1,2,...n} halmaz Gsszes k-elemil részhalmazai. Kél csics pontesan akkor
van Gsszekotve, ha a két megfeleld k-elemid részhalmaz diszjunkt. (Kn(n,k)

az 1, k paraméterd un. Kneser-gréf, erre utol a jeldiés.)
Mutassuk meg, hogy x(Kn(n,k)) <n— 2k + 2.

Megoldds: Megadunk a csicsoknak egy jé szinezését n — 2k + 2 szinnel. Ez
elegendd is, hiszen egy ilyen szinezés 1éte bizonyitja az allitést.

Minden olyan csicsot, melyre az altala jel6lt részhalmaz legkisebb eleme nem
nagyobb n — 2k + 1-nél, szinezziink ezzel a legkisebb elemmel mint szinnel. Az
bsszes tohbi csiicsot szinezziik egyetlen (n — 2k + 2)-edik szinnel.

A felhasznilt szinek szama valdban n — 2k + 2, megmutatjuk még, hogy a
megadott szinezés 36. Ha két csics szine azonos, és ez a szin nem az utolsékent
mondott szin, akkor a két csiicsnak megfelel6 részhalmaznak ugyanaz a legki-
sebb eleme és igy nem lehetnek diszjunktak, kivetkezésképp nincsenek Gssze-
kotve a grafban. Ha két csics megegyezd szine az {n — 2k 4 2)-edik szin, akkor
a két csiicsnak megfelelé két részhalmaz egyike sem tartalmaz (n — 2k + 2)-nél
kisebb elemet. Az ilyen részhalmazok viszont mindannyian a 2k — 1 elemil
{n —2k+2,n~2k+3,...,n} halmaz részhalmazai, s mivel 6k k elemiiek,
barmely kettdnek van legaldbb egy kozos pontja. Tehdt az utolsd szin sem
fordulhat eld egy él két végpontjan, vagyis a megadott szinezés valéban }o
szinezés.

Megjegyzés: A fenti grafok névaddja, Kneser fogalmazta meg sejtésként, majd
Lovasz Laszlé bizonyitotta, hogy a feladatban szerepld becslés pontos, vagyis
Kn(n, k) kromatikus szima egyenld (n — 2k + 2)-vel.

Definicio: Egy G graf élgrafjanak nevezziik és altaldban L(()-vel jeldljik azt
a grafot, amelyre V(L(G)) = E(G) é E(L(G)) = {{e, f} 1 e # fien f # B}.
Vagyis: az L{G) graf csicsai a G élei, és két L(G)-beli csics pontosan akkor
van Osszekotve, ha az dltaluk reprezentalt éleknek van kozGs végpontja (de a
két él nem azonos).



27.

28.

Mennyi az n-cstcsi teljes grdf élgrdfia komplementerének kromatikus széma?
(Roviden: x(L(K,) =79)

Megjegyzés: A talan természetesebbnek latszd x(L{K,)) =? kérdést (kicsit
mas jel6léssel) lasd mint 36. feladatot.

Megoldds: Megmutatjuk, hogy ha n legaldbb 3, akkor x(L{K,) =n —2. (A
kimaradd n = 1,2 esetek trividlisan megvalaszolhatdak.) El6szér megadunk
egy jo szinezést n— 2 szinnel. Legyenek K, cstcsai {1,2,...,n}. Mivel L(K,,)
pontjail K, éleinek felelnek meg, a szinezést megadhatjuk gy, hogy K, éleinek
szinét definidljuk. A szabdly most az, hogy két él akkor lehet azonos szinii,
ha van kdzods végpontjuk {ekkor lesznek beldliik dsszekotetlen pontok az élgraf
komplementerében). Szinezziik az {i,7} élt a k = min{%, j} jelli szinnel, ha
k > 3, és5 az 1 jelli szinnel, ha & < 3. Ez a szinezés egy hdromszoget szinez
az l-es szinnel, és n — 3 csillagot a tébbi n — 3 szinnel. Minden szinosztaly
paronként metszd élekbdl all, vagyis a szinezés L{K,,) pontjainak jo szinezését
definidlja. A felhaszndlt szinek szdma n — 2, {gy ezzel azt lattuk be, hogy
X(L(Kn) <n-— 2.

Az ellenkezd irdnyu egyenlétlenség bizonyitdsihoz vegyiik észre, hogy a jelen
feltételek melletti szinezésnél egy-egy szinosztdly élei csakis hdromszdget vagy
csillagot alkothatnak. Legyen egy optimélis szinezésben a csillagok szama
k. Minden csillagnak van egy ‘kézéppontja’, és feltehetjiik, hogy ezzel a
k szinne! minden olyan élet kiszineztiink, amiben valamely ilyen kézéppont
szerepel mint az illetd él egyik végpontja. (Ha nem igy lenne, az igy ki-
maradd élet hozzivehetnénk ahhoz a csillaghoz, aminek kozéppontjat tar-
talmazza.) Ezen k szinoszidly elhagydsdval tehdt még egy K,_, gréfunk
maradt, ennek élei vannak a hiaromszogeket alkotd szinosztdlyck szineivel
szinezve. Mivel egy hdromszig harom élt tartalmaz, ez azt jelenti, hogy még

n—k
legalabb (—gl szinosztdlyra van szitkség. Ha indirekt feltessziik, hogy n — 2-

n—k
nél kevesebb szint hasznaltunk, akkor azt kapjuk, hogy L;—) <n—2-k.
Ebbél r = n—k helyettesités utan strendezve azt kapjuk, hogy r* —7r+12 < 0,
ami {r — 3)(r —4) < 0-val ekvivalens. Utdbbi viszont csak akkor allna fenn, ha
r a (3,4) nyilt intervallum eleme volna, ami, r egész szdm lévén, lehetetlen.
Ez az ellentmondés bizonyitja, hogy n — 2 szin valdban sziikséges.

Megjeqyzés: Vegyiik észre, hogy L{K,) azonos a Kn(n,2) Kneser-graffal, a
fenti megoldasban megadott szinezés pedig az errdl szdlo, eldzb feladatban
Kn(n, k) szinezésére megadott n — 2k 4+ 2 szint hasznald szinezés idevonatkozé
specidlis esete. Az ottani megjegyzésben emlitettik, hogy Lovasz egy mély
tétele szerint x(Kn(n,k)) = n — 2k + 2. A fenti feladatban ennek a £ = 2
esetre vonatkozd specialis esetét lattuk be.

Mutassuk meg, hogy ha G pdros grif, akkor x{G) = w(G), vagyis G komple-
menterében a kromatikus szdm és a klikkszam egyenls.

Megoldds: Valasszunk ki G-ben egy maximalis K klikket és szinezziik ki ennek
pontjait a sziikséges w((G) szinnel. A két (G-ben) flggetlen halmazt, melyek
kozott ¢ minden éle fut, nevezziik A-nak és B-nek. Feladatunk azt megmu-
tatni, hogy A — K és B — K is kiszinezhetd 11j szin felhasznaldsa nélkiil. Mivel
(G-ben A is és B is klikkek, A — K szinezéséhez csak (K N B)-beli, B - K
szinezéséhez csak (K N A)-beli szineket hasznilhatunk. Megmutatjuk, hogy
K elébbi szinezése valdban kiterjeszthetd {A — K)-ra csupan (K N B)-beli



szincket haszndlva. Egy-egy (4 — K)-beli pont csak olyan szint kaphat, a-
milyen szinfi szomszédja nines K-ban (a G grafban), vagyis csakis valamely
G-ben vele dsszekdtott pont szinét. Ugyanakkor minden (A — K)-beli pont-
nak mas-més szint kell kapnia, mert G-ben A — K is klikk. Eszerint A — K
minden pontjidhoz kell egy csak Shozzd rendelt part taldlnunk (K N B)-ben,
amivel G-ben szomszédos. Ez pontosan annyit jelent, hogy egy (A — K)-t
lefedd parositdsra van sziikségiink a G-ben az (A — K}U{B N K) halmaz altal
feszitett paros grafban. Ha létezik ilyen parositas, akkor ki tudjuk terjeszteni
K szinezését (A — K)-ra, ha nem létezik, akkor nem. Azt kell tehdt megmu-
tatni, hogy ilyen parositds létezik. Ennek sziikséges és elégséges feltétele a
Hall-tétel feltételének teljesiilése, ezt kell tehat ellendrizniink. Tegyiik fel in-
direkt, hogy van olyan S részhalmaza (A — K )-nak, aminek G-beli (BN K)-ba,
esd szomszédainak I'(S) := Ng(S) N (B N K) halmazdra {['(S)| < [S]|. Ekkor
(K —T'(S)) U S klikk (G-ben), rdaddsul nagyobb K-nél, ami ellentmond K
valasztdsdnak. Ezzel igazoltuk, hogy K szinezése kiterjeszthetd (A — K)-ra.
A és B szerepét felcserélve pontosan ugyanigy igazolhaté az is, hogy ez a
szinezés (B — K)-ra is kiterjeszthet8, és mivel a két kiterjesztés kiilonbozd
szineket hasznil, egyiittesen is végrehajthatok. FEzzel megadtuk G egy jo
szinezését w(G) szinnel, amibsl x(G) < w(G) kivetkezik. Mivel az ellentétes
iranyd egyenl6tlenség trividlisan teljesiil, ezzel igazoltuk a bizonyitandoét.

Gk (|4

Megjeqyzés: Gyakori hiba annak (a bizonyitdst egyebként nem iényegesen
konnyits) feltételezése, hogy G legnagyobb klikkje A-val vagy B-vel azonos.
Ez nem feltétleniil igaz, egyszeru ellenpélda az a fa, aminek hat csucsa van,
és ezek kozdtt kettd (sziikségképpen szomszédos) harmadfokd. (V. &. 16.
feladat.) Ebben a grafban két haromelem( halmaz k&zott futnak az élek,
a legnagyobb fliiggetlen halmaz (tehit a komplementerbeli legnagyobb klikk)
viszont négy csicsot tartalmasz.

1 . //{rh

(F— | s

29. Legyen G és H két kulonbozd grdf diszjunkt csiucshalmazokkal és dllitsunk
eld belolik eqyetlen F' grifot gy, hogy meglévd éleiket meghagyjuk, és tovdbh:
élekként bevesziink minden olyan pontpdrt, melynek eqyik tagja G, mdsik tagja
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30.

31,

32.

33.

H csiicsai kozil vald. (Roviden: G minden csicsdt osszekdtjuk H minden
csucsdval.) Mutassuk meg, hogy x(F) = x(G) + x(H).

Megoldds: Mivel F-ben minden G-bél szadrmazé csics (ezek halmazit jeldlje
A) és minden H-bdl szdrmazd cstics (ezek halmazét jelblje B) Ossze van kdtve,
egyetlen A-ban haszndlt szin sem jelenhet meg B-ben. Az A-beli csucsok
szinezéséhez kell és elég x(G) szin, hasonldan a B-beliekéhez kell és elég
x{H) szin. Az el8bbi meglitds szerint igy sziikség van legaldbb x(G} + x(H)
szinre. Ha A-n megvaldsitjuk G egy optimélis szinezését, majd B-n csupa
ezekt6] kiilonbdzo szinnel H egy optimalis szinezését, akkor F-nek jo szinezését
kapjuk, igy ennyi szin elegendé is, vagyis x(F) = x(G) + x(H).

Mutassuk meg, hogy ha G, és G2 két grif ugyanazon a V csicshalmazon és
GL UG, a (V, B(G1) U E(G3)) mddon megadhats grdfot jeldli, akkor x(G U
G2) £ x(G1)x(G2).

Megoldds: Egy korabban mar latott megoldast altaldnositunk. (V. 8. 14. fel-
adat.) Szinezziik ki Gi-et jol x(G1) szinnel és G3-t szintén jol x(G2) szinnel.
Minden v € V-re az elsd szinezésben jeldlje a v csiics szinét c{v), a masodikban
k(v). Rendeljiik hozz4d most minden V-beli v csicshoz a (e(v), k(v)) ren-
dezett szinpart. E szinparok semelyik két G U Ga-ben 0sszekotott csucsra
sem egyezhetnek meg, hiszen barmely két ilyen cstics dssze van kdtve G és
(35 legaldbb egyikében, és igy ott kiilonbozd szinlieknek kell lennitik. Vagyis az
tsszes lehetséges szinpdrok x(Gy)x(G2) szdma legaldbb annyi, amennyi szin a
G U G, graf jé szinezéséhez sziikséges. Ez éppen a bizonyitandét jelenti. {L.
Lovasz, Combinatorial Problems and Exercises, Akadémiai Kiadd, Budapest,
1993, 9.3.]

Egqy G grdf élhalmaza felbonthaté hdrom olyan diszjunkt részre, melyek mind-
eqyike pdros grdfoi alkot. Mutassuk meg, hogy x(G) < 8.

Megoldds: Ha az elz6 feladat allitdsat alkalmazzuk két 1épésben, éppen a bi-
zonyitandét kapjuk. Kicsit részletesebben: legyen a harom paros graf Fy, /5
és Fs. Az elozd feladat szerint x(F) U (Fo U Fy)) < x(F)x(F: U Fs) <

x(F1)x(Fz)x(F3) = 8.

Legyen (G| és G két véges egyszertd grdf. Definidijuk ditaluk az oldbbi F grdfot.
F csicsai az osszes olyan rendezett (u,v) pdrok, melyekre u € V(G1) ésv €
V{(G3). Kétilyen csiics, (u1,v1) és (ug,v2) akkor és csak akkor van ésszekétve
F-ben, ha {uy,uz} € E(Gy) és {v1,v2} € E(Gz) is teljesul. Bizonyitsuk be,
hogy Y{(F) < min{x(G1}, x{(G2)}.

Megoldds: Megadjuk F egy j6 szinezését x((G1) szinnel. Ehhez tekintsiik G
egy optimélis szinezését, ebben az z csics szinét jeldlje c(z). Most F' min-
den (u,v) csicsat szinezziik c(u)-val. Ha valamely (u,v) és (z,t) csiicsok
F-ben 8sszekdtottek, akkor u és z is azok G1-ben, ezért c(u) # c(z), ésigy a
szinezésiink valdban i6 lesz. Ez igazolja, hogy x(F) < x(G:). Ugyanezzel
a gondolatmenettel megmutathaté, hogy x(F) < x(G:). Az utébbi két
egyenlétlenséghbil pedig mar kovetkezik az allitas.

Legyen Gy és Go két véges egyszerid grdf, melyek kromaiikus szdma hdrom.
Definidljuk dltaluk az F grdfot ugyanigy, ohegyan az eléz6 feladatban.

Bizonyitsuk be, hogy F kromatikus szdma is hdrom.

11



34.

35.

Megoldds: Az elézd feladat megoldasabdl kovetkezik, hogy x(F) < 3.

Be kell még latnunk, hogy F' nem szinezhetd 3-nél kevesebb szinnel, ami avval
ekvivalens, hogy nem paros, azaz tartalmaz paratlan koért. Mutatunk F-
ben egy pératlan kort. Mivel x(G)) = x(G2) = 3, G; és Gy is tartalmaz
paratlan kort. Legyenek ezek csicsai uy, us, ..., U2g41, illetve, vy, vo, ... varyy.
Tekintsliik most F-ben az

(ur, o1}, (u2,v2), .- -, (tm, ¥m)

alaky csdcsokat, ahol az u-k indexeiben (mod 2k + 1), a v-k indexeiben
(mod 21 + 1) értelmezziik az Osszeaddst. Ebben a sorozatban minden tag
szomszédja F-ben az elbtte és utdna kovetkezdnek, és (up, V) utdn akkor
fog djra (uy,v1) kévetkezni el6szér, ha m a 2k + 1 és 2! + 1 szdmok legkisebb
kozos tobhszorose. A tekintett csticsok tehat megadnak egy ilyen hosszisagi
kért, és mivel két paratlan szdm legkisebb kozds tobbszdrdse is pératlan, e
kor paratlan hossza.

Jelolés: Egy G graf élkromatikus szdmat (vagy més néven: kromatikus in-
dexét) x'(@)-vel jeloljuk. x'{G) tehdt az a legkisebb pozitiv egész & szdm,
amire igaz, hogy a graf élei kiszinezhetdk k szinnel tigy, hogy a kézds végponttal
rendelkezd élek szine kiilonbozs. (Erdemes megjegyezni, hogy x'{F) nem més,
mint a G graf élgrafjanak kromatikus szama. Az éigraf definiciojat 1d. a 27.
feladat el6tt.)

Legyen G 3-reguldris grdf, amire x'(G) = 3. Tudjuk tovdbbd, hogy G életnek
(a szinek egymds kézotti permutdcigjdtol eltekintve) egyetlen jo hdrom szinnel
vald szinezése létezik. Bizonyilsuk be, hogy (G-nek van Hamilton-kore.

Megoldds: Tekintsiik a feltételek szerinti G graf éleinek egyetlen harom szinnel
valé szinezését, a felhasznélt szineket nevezziik kéknek, pirosnak €s zdldnek.
Hagyjuk el a piros éleket. A megmaradé grafban minden fokszam kettd, igy ez
a graf diszjunkt koérok unidja. (Még azt is tudjuk, hogy diszjunkt paros kordok
unidja, mert minden koriink élei jél szinezettek kékkel és zolddel.) Tegyiik fel,
hogy a kérdk szdma nagyobb egynél. Ekkor az egyik kérben a kék és a zdld
szint felcserélve (a tobbi kérben viszont véltozatlanul hagyva), majd a piros
éleket visszatéve, G éleinek egy olyan jé szinezését kapjuk, ami az el6bbibdl
nem all elé a szinek egyszeril permutaldsaval. Mivel a feltételek szerint ilyen
szinezés nem létezhet, a piros élek elhagyasa utdn megmaradé kordk szama
csak egy lehet. Mivel viszont ez az egy kor minden pontot érint (mindeniitt
van kék és zold él), Hamilton-kérnek kell lennie.

Legyen G 100-reguléris graf 2001 ponton. Hatdrozzuk meg x'(() értékét.

Megoldds: A Vizing-tételbdl tudjuk, hogy x'(G) értéke csak A(G) vagy A(G)+
1 lehet. Reguldris graf esetében egy A(G) szinnel vald élszinezés azt jelentené,
hogy minden csticsnil minden szin megjelenik, vagyls az Osszes szinosztaly tel-
jes parositast alkot. Ha a graf csicsainak szama paratlan, akkor nem lehet
benne teljes parositds. Tehat paratlan csucsa reguldris graf élkromatikus
szama mindenképpen A{G) + 1. A jelen feladat grafjara ez azt jelenti, hogy
x'(G) = 101.
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36.

37.

38.

Adjuk meg x'(K,) értékét minden egynél nagyobb pozitiv egész n-re.

Megoldds: ElGszor azt mutatjuk meg, hogy ha n > 1 paratlan szdam, akkor
x'(Kp) = n. Ez az eldzé feladat megolddsaban haszndlt gondolatmenethez
hasonlé okoskoddsbdl kovetkezik az aldbbi médon. K,-ben minden fokszam
(igy a maximalis is) n—1, igy a Vizing-tétel szerint az élkromatikus szdm csak
n — 1 vagy n lehet. Ha n —1 lenne, akkor minden szinnek meg kellene jelennie
minden cscsnél, vagyis az azonos szini élek teljes parositast alkotnanak, ami
egy pdratlan csGesszamu grafban lehetetlen. Ezért x'(K,) nem lehet n — 1,
igy egyetlen lehetséges értéke n.

Most megmutatjuk, hogy paros n esetén x'(Kp) =n—1. Az n = 2 esetre ez
azonnal 1atszik, han > 2, akkor az el6bbiekbél tudjuk, hogy x'(Kp_1) = n—1.
Jeloljitk ki a K, graf egyik csticsit, nevezziik ezt z-nek, és tekintsiik az x
elhagyasaval kaphaté K,_1 graf egy élszinezését n — 1 szinnel. Ennél az
élszinezésnél minden csiicsndl pontosan egy szin nem fordul eld, és ez a szin
minden csticsra més. (Utébbi abbdl kovetkezik, hogy az n — 1 szinnel (*,') =

-{\"—_1-%”—”21 élet csak gy lehet kiszinezni, ha vagy minden szin pontosan ”T_z él
szine, vagy van olyan szin, ami ennél t&bb élnek is szine. Mivel paros n (tehat
péaratlan (n— 1)) esetén K,_;-ben nincs 2-2-nél t3bb fiiggetlen (tehét azonos
szinnel szinezhetd) él, csak az elébbi eset lehetséges.) Nézziik most az eredeti
K, z-bél kiindulg éleit. Minden {x,a} élet szinezziink olyan szinilre, amilyen
szin az el6hb tekintett szinezésben a-ndl nem fordul elé. Mivel ez a hidnyzé
szin minden a € V{K,,) — {z} esetén mas és mas, igy minden z-bdl kiinduld
élet mds szinnel szineztiink. Az z-t6] kiilonbozé pontoknal nyilvén nem lesz
két azonos szinii él az {z,a} tipusi élek szinének megvalasztdsa miatt. Vagyis
amit kaptunk, az K, éleinek egy jo szinezése n — 1 szinnel. Ezért paros n-re
Y (K,) < n— 1. Ugyanakkor x'(Kn) > A(Ky) = n — 1, tehal péros n-re
' (Kyp) =n — 1 amint allitottuk.

Legyen G Hamilton-kérrel rendelkez6 sikbarajzolhato grdf. A négyszintétel fel-
haszndldsa nélktl mutassuk meg, hogy G dudliso kiszinezhetd 4 szinnel

Megoldds: Jeldlje G dudlisat G*. A G-beli Hamilton-kérnek G*-ban egy vigas
felel meg, jeldlje az ehhez tartozd élek halmazat H. Megmutatjuk, hogy ha
H-t elhagyjuk G*-bél, akkor a megmaradé grafban nem lesz kor. Indirekt
tegytik fel, hogy mégis marad egy C kor, ennek G* dudlisdban, tehdt G-ben
egy vagds felelne meg, mégpedig olyan, melynek egyetlen éle sem tartozik a
H-beli éleknek megfelel6 Hamilton-kérhoz. Olyan vagds viszont nyilvan nem
létezhet, aminek egy Hamilton-korrel nincsen kozos éle (a Hamilton-kér révén
Ssszefiiggd maradna a grif a vagdsélek elhagydsa utdn is), tehat az indirekt
feltevés hamis.

A H vagés két diszjunkt halmazra osztja V' (G*)-ot, legyenek ezek A és B. Az
elébb azt lattuk, hogy sem az A-n sem a B-n feszitett részgraf nem tartalmaz
kért, tehat erdd, igy két szinnel kiszinezhetd. Szinezziik az A-n feszitett erddt
j6l pirossal és kékkel, a B-n feszitett erdét pedig két masik szinnel. Ekkor
a H-beli élek visszatétele utdn is jo marad a szinezés, és mivel négy szint
hasznaltunk, ez bizonyitja az éllitdst. {L. Lovéasz, Combinatorial Problems
and Exercises, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1993, 9.53.]

Legyen G olyan 3-reguldris grdf, melyben van elvigdél. Mutassuk meg, hogy
ekkor ¥'(G) = 4.
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39.

Megoldds: Vizing tétele szerint az élkromatikus szam vagy 3 vagy 4. Tegyik
fel, hogy 3, és tekintsiink egy jé élszinezést 3 szinnel. Ekkor minden csicsnal
mindegyik szin megjelenik. Legyen e egy elvagoél, az elhagydsa utdn keletkezd
két részgraf (7, és 2. A szinezésiinkben szerepld harom szint hivjuk pirosnak,
kéknek, zoldnek, e szine legyen piros. A kék élek mindegyikére igaz, hogy
vagy () két pontjat koti Gssze, vagy (1 egyetlen pontjat sem érinti. Mivel
minden pontnal van kék él, ebbdl kivetkezik, hogy |V (G, )| paros. Mdsrészt,
piros élvégpont pératlan sok van G-ben, hiszen e-nek Gy-be esd végpontja
ilyen, és e az egyetlen olyan piros él, aminek egyetlen végpontja esik Gi-be.
Hozzatéve, hogy minden csiicsnal van piros él, adddik, hogy |V(G1)] pératian,
ellentmonddsban az elébhiekkel. Ezért x'((7) nem lehet 3, tehat valéban csak
4 lehet.

Bizonyitsuk be Tait tételét, miszerint a négyszintétel ekvivalens az aldbbi (*)
Jeld dilitdssal:

(*) Ha G 3-reguldris, elvigdélmentes sikbarajzolhaté grdf, akkor x'(G) = 3.

Megoldds: Elészdr megmutatjuk, hogy a négyszintételbol kovetkezik (*). Le-
gyen G a (*) dllitasban szerepl6 feltételeknek eleget tevo graf. Tekintsiik & egy
sikrajzdt. A négyszintétel szerint a (G rajzén kialakult tartoméanyok (vagyis
G dudlisdnak csicsai) kiszinezhetdk négy szinnel ugy, hogy szomszédosak ne
legyenek azonos sziniiek. Tekintsiik a tartomanyok egy ilyen szinezését, a fel-
hasznalt szineket pedig jeldlje 04, 01, 10, és 11. Két ilyen szin “Osszege” legyen
a. koordindténkénti mod 2 Gsszeg, vagyis példaul 10 + 11 = 01. Szinezzik
most G minden élét az altala hatdrolt két tartomdny szinének dsszegével.
Mivel nincsen elvagéél, minden él két kiilonbdzé tartomanyt hatarol, igy min-
den él szine két kiildnbozd szin Gsszegeként 4ll elé. Ebbdl kovetkezik, hogy
a 00 sosem fog fellépni, tehdt az éleket igy hdrom szinnel szinezziik. Mivel
a graf 3-reguldris, barmely két egymdshoz csatlakozd €l hatdrol egy koézds
tartomanyt, és egy olyat, amit a masik nem, de utdbbi kett6 is szomszédos,
igy kiildnbdzé szind. Mindebbdl az kdvetkezik, hogy egy koézls végponttal
rendelkezd e és f él szine a + b és a + ¢ alakban all eld, ahol a,b, ¢ mind-
egyike a tartomanyok 4-szinezéséhez haszndlt szinek valamelyikét jelenti, és
a kiilonbozd betiik, kiilonbdzd szint jelentenek. Konnyl meggondolni, hogy
két ilyen Gsszeg sosem lesz egyenld, tehdt az élek jol lesznek szinezve. Mivel
¥'(G) > A(G) = 3, ezért ezzel igazoltuk, hogy x'(G) = 3, ha a négyszintétel
fennall.

Azt kell még igazolnunk, hogy a (¥) allitdsbol is kovetkezik a négyszintétel.
Ehhez legyen F' tetszOleges egyszerii sikbarajzolhaté graf, melynek tekintsiik
egy sikrajzat. Ha az ezen létrejovs tartomdnyok nem mind haromszigek,
akkor a tdbb oldali tartomanyokon hiizzunk be atlokat dgy, hogy a rajz
tovabbra is sikbeli legyen (tehat az atlék se keresztezzenek sem korabbi éleket,
sem egymdst) és folytassuk ezt addig, amig minden tartomadny haromszég.
Az igy létrejott j sikbarajzolhaté graf legyen F. Ha megmutatjuk, hogy F
kiszinezhetd négy szinnel amennyiben (*) igaz, akkor nyilvan F' is kiszinezhet6
négy szinnel amennyiben (*) igaz. Mivel F" tetszéleges egyszeri sikbarajzol-
haté graf volt, ez a négyszintétel igazolasat jelenti (*) feltevése mellett. (A
graf egyszerl voltanak feltételezése nem igazi megszoritas: a hurokéleket min-
denképpen ki kell tiltani ahhoz, hogy értelme legyen a csucsok jo szinezésérol
beszélni, a padrhuzamos élek esetleges jelenléte pedig nyilvanvaldan nem okoz
lényegi killonbséget és csak a targyalas egyszerisitése végett tekintettiink el
toliik.)

Tekintsiik F fenti sikrajzédhoz tartozéd (geometriai) dudlisat, legyen ez D. Azt
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fogjuk megmutatni, hogy ha (*)} igaz, akkor D tartomanyai szinezhetdk jél 4
szinnel, ez ugyanaz, mintha F csicsainak négy szinnel vald szinezhetOségét
bizonyftanank. Mivel F' rajzdn minden tartomdny haromszog, D 3-regularis
grif, és szdrmaztatisibdl kovetkezden sikbarajzolhaté graf is. D nem tar-
talmazhat elvigdélet, mert ennek F-ben egy hurokél felelne meg, ilyen pedig
F-ben nem volt. D tehat teljesiti a (*)-ban szerepld feltételeket. Ha tehdt
(*) igaz, akkor D élei szinezhetok jél 3 szinnel. Tekintsik az élek egy ilyen
szinezését, ebbdl konstruiljuk meg a tartomanyok szinezését 4 szinnel. Lé-
nyegében a bizonyitas elsd részében targyalt modszert alkalmazzuk visszafelé.
Legyenek az élek szinezéséhez haszndlt szinek 01, 10 és 11. A tartomanyokat
evvel a hirom és a negyedik 00 szinnel fogjuk szinezni. Szinezziink egy
kivdlasztott tartomanyt (mondjuk) 00-val. Ezutdn ha egy tartomanynak
valamely szomszédjiat méar kiszineztitk, akkor Ot szinezzilk a szomszéd tar-
tomany szinének és a két tartomanyt hatarolé él szinének koordindtdnkénti
mod 2 Osszegével. Meg fogjuk mutatni, hogy ez a definicid j6, vagyis egy
tartomany szinének ugyanaz adddik, barmilyen mas tartomanyckon keresztiil
jutunk is el hozzd. Ha ezt bebizonyitjuk, készen lesziink, ekker ugyanis au-
tomatikusan adddik, hogy szomszédos tartoméanyok kiilonbozd szintiek, a fel-
hasznalt szinek szama pedig legfeljebb négy.

Tegyiik fel tehdt, hogy valamely tartomanyhoz két kiilonb5z6 1ton is eljut-
hatunk. A két it egyiitt egy kort (igazdbdl egy F-beli kort) hatdroz meg.
A tartomdny szinét az egy-egy Ut mentén az “atlépett” tartomanyhatarok
{D-beli élek) szinének koordindtankénti mod 2 Osszege adja. Azt kell tehat
megrautatnunk, hogy ez az Osszeg az Uttdl fiiggetlen. Ez viszont avval ek-
vivalens, hogy egy kér mentén véve ezt az Osszeget, mindig 00 adddik. Eazt
latjuk be. Tekintsiink tehat egy kort (F-beli hagyomadnyos, illetve D-ben
szomszédos tartomanyok dltal alkotott kérrél van szd), és az ezt atszeld (D-
beli) éleket, A tekintett kdr két részre osztja a sikot (egy koron belili és
egy korén kiviili részre}, az el6bbi élek azok, amelyeknek mindkét részben
van egy-egy végpontja. Tekintsiik a kordn belili csicsokat. Mivel minden
fokszém harom, mindegyikbdl pontosan egy 01, pontosan egy 10 és pon-
tosan egy 11 szind él indul ki. A kdrdn beliili 01, 10 és 11 szinii élvégpontok
szama tehat vagy mind paros, vagy mind paratlan. Az olyan élek, amiknek
mindkét végpontja a kéron beliil van, paros szammal jarulnak hozzé ehhez
az Osszeghez, vagyis a kért atszeld adott szinl élek szama aszerint paros vagy
paratlan, hogy a korén belil hdny pont van. Vagyis az ilyen élek szdma vagy
mindhdrom szinben paros, vagy mindhdarom szinben paratian. Viszont paros
sok 01 koordindtankénti Gsszege 00, és ugyanez mondhaté paros sok 10 és
paros sok 11 esetén is. Ezek egyiittes Osszege is 00 tehdt. Pdratlan sok 01,
paratlan sok 10 és péaratlan sok 11 koordinatankénti dsszege pedig egyenld a
harom szin, 01, 10 és 11, koordinatankénti Gsszegével, ami szintén 00. Ezzel
beldttuk a bizonyitandét. {P. G. Tait, On the colouring of maps, Proc. Roy.
Soc. Edinburgh Sect. A 10, 501-503, 729, 1878-1880; (T. R. Jensen, B. Toft,
Graph Coloring Problems, John Wiley and Sons, New York, 1995, hivatkozasa
alapjan.)]

Megjegyzés: A fenti okoskodasban hamisan tiinhel “nagy Stletnek” a szinek
megfeleltetése a kettd hosszd bindris sorozatoknak. Az otlet fontos része
“csak” annyi, hogy a kétféle szinezést egymasbdl kapjuk olyan médon, hogy a
tartoméanyok a, b, ¢, d szineit 6sszeadva adédik az élek szine és viszont. Ehhez
az a, b, c, d elemeken egy olyan csoport struktdrdra van sziikségiink, ami
teljesiti, hogy a hirom nem-egység elem mindegyike méasodrendii, és koziihik
tetszbleges kettdnek az Osszege a harmadik. Ilyen csoport van, ez az dn.
Klein-féle csoport {mely a Dy diéder csoporttal izomorf). A kettd hosszi

15



40.

4]1.

42.

bindris vektorokkal és koordindtankénti mod 2 Gsszeadasukkal ennek a cso-
portnak egy reprezentdcidjdt kapjuk. Ez a struktira tehat lényeges eleme a
bizonyitdsnak, de nem kotédik szigordan a kettd hosszi bindris vektorokhoz.

Perfekt grafokkal kapcsolatos feladatok

Legyen G az a grdf, amit tigy kapunk, hogy egy nyolc hosszisdgi kirben a
mdsodszomszédos pontokat is dsszekdtfik. (G-nek tehdt 8 csicsa és 16 éle
van.) Perfekt-e a G grdf?

Megoldds: Nem. Konnyen ellen6rizhetd, hogy a grafban a legnagyobb klikk
mérete 3, a legnagyobb fliggetlen halmaz elemszdma pedig 2. Utdbbi miatt
x(G) > L& = 4, ami tehét nagyobb a klikkszmnal.

Mutassuk meg, hogy az intervallumgrdfok perfektek. (G intervallumgrdf, ha
csucsai megfeleltethetdk a szdmegyenes kilonbizd intervallumainak tgy, hogy
két intervallum pontosan akkor messe egymdst, ha a megfeleld pontok szom-
szédosak G-ben.)

Megoldds: Tekintsiik egy intervallumgraf intervallumokkal valé reprezentéci-
6j4t. Az intervallumokat rakjuk sorba aszerint, hogy melyik kezdédik elébb,
vagyis I j6jjdn elébb a sorrendben, mint J, ha I baloldali végpontja a szdm-
egyenesen kisebb szdmot jelent, mint J baloldali végpontja. Ha a baloldali
végpontok egybeesnek, akkor a két intervallum sorrendjét tetszés szerint el-
dénthetjlik. Most szinezzlik az intervallumainkat mohdn a megadott sorrend-
ben. Ez azt jelenti, hogy ha mdr (k—1) szint hasznaltunk, k-adikat csak abban
az esetben fogunk hasznalni, ha olyan intervallumhoz ériink, melynek minden
eddig hasznalt szinre van kizds pontja olyan szinid (tehdt mar szinezett) inter-
vallummal. Ez a megadott sorrend miatt csak dgy lehet, ha most szinezendd
intervallumunk kezddépontja legalabb (k — 1) masik intervallumnak is pont-
ja. Ez azt jelenti, hogy ez a k¥ — 1 intervallum és a most szinezendo egy &
pontd klikket alkot a grafban. Belattuk tehdt, hogy ha a szinezéshez k& szin
kell, akkor w(G) > k, vagyis w(() > x(G), ami viszont csak egyenlGséggel
teljesiilhet. Mivel egy intervallumgraf tetszdleges feszitett részgrafja is inter-
vallumgraf, az el6bbi egyenlfség a feszitett részgrafokra is igaz, €s igy a graf
valoban perfekt.

Mutassuk meg, hogy az dsszehasonlitdst grdfok perfektek. (G dsszehasonlitdsi
grdf, ha van olyan részben rendezett halmaz, melynek elemei megfeleltethetsk
G csucsainak dgy, hogy két elem pontosan akkor dsszehasonlithatd, ha a meg-
feleld csticsok dssze vannak kétve G-ben.)

Megoldds: Legyen GG 0sszehasonlitasi graf, melyben az éleket iranyitsuk is meg
a reprezentalt részben rendezett halmazban érvényes reléci6 szerint a ’kisebb’
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43.

44.

csucs felé. Az igy kapott irdnyitott graf aciklikus (nincs benne irdnyitott kér).
Jelolje a leghosszabb irdnyitott ut hosszit ebben a gréfban . Azt fogjuk
megmutatni, hogy x(@) = t = w(G). Szinezzik l-gyel G azon csicsait,
melyekbdl kifelé nem megy él. Elhagyva ezeket a pontokat, a most nyelGvé
valt pontokat szinezzlik kettével, és igy tovibb. Ezen a médon egy j6 szinezést
kapunk, hiszen ha két csics egyikébdl sem indul kifelé éi, akkor egymdssal nem
lehetnek Gsszekdtve. A felhasznalt szinek szima éppen ¢, hiszen minden > 1
szinre igaz, hogy az 1 szinli pontok mindegyikébdl vezet él i — 1 szinil pontba.
(Ha nem {gy lenne, mér kordbban kiszineztilk volna.) Beldttuk tehit, hogy
t szinnel van j6 szinezés, azaz x(G) < {. Tekintsiink most egy leghosszabb
(irdnyitott) utat. A részben rendezés tranzitiv volta miatt, az ehhez tartozd
pontok koziil barmely kettd Osszehasonlithatd, igy ezek a pontok a grafban
egy klikket alkotnak. Eszerint w(G} > t > x(G). Mivel azonban w(G) nem
lehet ¥{G)-nél t&bb, mindeniitt egyenldség all. Mivel egy dsszehasonlitdsi graf
minden feszitett részgrafja is Gsszehasonlitési graf, a fentivel beldttuk az ilyen
grafok perfektségét.

Megjeqyzések:

(1) A jelen feladat &llitds4t és a Perfekt Graf Tételt (G perfekt, ha G per-
fekt) felhaszndlva. 1j bizonyitas adhaté az intervallumgrafok perfektségére (1d.
elézd feladat). Azt kell csak észrevenni, hogy egy intervallumgraf komple-
mentere dsszehasonlitdsi graf. Nevezetesen annak a részben rendezett hal-
maznak dsszehasonlitdsi grifja, amit az intervallumokon a “teljesen balra van

a masiktél” relaciéval definidlhatunk.

(2) Erdemes észrevenni a szoros (és ha mér felfigyeltiink rd, nyilvdnval6) kap-
csolatot a fenti bizonyitds és a 13. feladat kozott.

Mutassuk meg, hogy egy minimdlis imperfekt grdfnak nem lehet 200 csicsa.
(G minimdlis imperfekt, ha imperfekt, de tetszéleges csicsdt elhagyva perfekt
grifhoz jutunk.)

Segitség: Haszndljuk fel Lovész tételét, mely szerint egy G graf akkor és csak
akkor perfekt, ha minden G’ feszitett részgrafjara fennall, hogy a(G")w(G") >
V&I

Megoldds: A fent emlitett Lovédsz-tétel alapjan az mondhatd, hogy ha &
minimalis imperfekt graf, akkor a tételbeli relacid fennéll minden valdd: feszi-
tett részgrafjara azok perfektsége miatt. Ugyanakkor nem &llhat fenn minden
feszitett részgrafjara, hiszen & maga nem perfekt, és ez csak ugy lehetséges, ha
Gi-re magdra nem &ll, Eszerint a(GYw(G) < |V(G)|, de tetszéleges v € V(()-
re a(G—{v})w(G—{v}) 2 [V(G—{v})] = [V(G)|-1. Mivel a(G) > o(G~{v})
és w(@) > w(G —{v}), mindez csak 1igy lehetséges, ha a(G)w(G) = [V(G)| -1,
Ha G 200 csicst minimélis imperfekt graf volna, akkor tehat o G)w{G) = 199-
nek kellene teljesiilnie. Mivel 199 primszam, ebb6l az kdvetkezne, hogy a(G)
és w(G) egyike 1, vagyis G vagy teljes, vagy lres graf. Mivel a teljes és az
iires graf is perfekt, ez ellentmondana & imperfektségének. Ezzel az allitast
igazoltuk.

Legyenek G, csicsai az {1,2,...,n} szamok, és Kettdt akkor késsink ossze,
ha relativ primek.

a) Bizonyitsuk be, hogy x(Gn) = w(Gn).
b) Mutassuk meg, hogy he n elég nagy, ekkor G, nem lesz perfekt.
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45.

Megoldas:

a) Szinezzik G, csiicsai koziil az 1-et a ¢, az i-edik legkisebb primet a c;
szinnel. Az eddig szinezett csicsok egy klikket alkotnak, igy elég megmutatni,
hogy az egész graf kiszinezhetd tovabbi szin fethaszndldsa nélkil. Ha minden
k € V(G) csicsot a primtényezds felbontdsiban szerepls valamely prim szinére
szineziink, akkor azonos szinli csticsok sosem lesznek relativ primek, tehat a
szinezés j6 lesz.

b) Tekintsiik a 6, 35, 22, 15, 77 csicsok ital feszitett részgrafot, ami egy Gt
hosszi kdr. Ez nem perfekt, és n > 77-ré minden G,-ben feliép.

[Hajnal Péter, Grafelmélet, Polygon, Szeged, 1997, 11.1.9.]

Nevezziink eqy grdfot keresztbe metszdnek, ha tetszdleges mazimdlis (nem bi-
vithetd) klikkje és tetszileges mazimdlis (nem bovitheld) fiiggetlen halmaza
tartalmaz kézos pontot. G oréklddéen kereszthbe metszd, ha minden feszileit
részgrdfja keresztbe metszd. Mutassuk meg, hogy egy grdf akkor és csak akkor
droklédden keresztbe metszd, ha nem tartalmaz Py-gyel {(azaz a 4 csicsu dttal)
izomorf feszitett részgrafot.

Megoldds: Mivel Py tartalmaz egy maximalis klikket és egy maximalis fiigget-
len halmazt, amik nem metszik egymdst, Sroklodden keresztbe metszé grafban
nem lehet feszitett P;. Azt kell még megmutatnunk, hogy ha egy grafban
nincsen feszitett Py, az biztosan 6rokléd6en keresztbe metszd (ezt mostantdl
dkmnek raviditjiik.) Tegyik fel, hogy &G nem 0km, azt fogjuk megmutatni,
hogy akkor tartalmaz feszitett Py-et. Ha G nem &km, akkor tartalmaz egy A
nem bodvitheté fiiggetlen halmazt és egy B nem bodvithetd klikket, melyekre
ANB = B. A bévithetetlensége miatt B minden pontjanak kell legyen
szomszédja A-ban. Tekintsiik a B-beli = és y pontok A-beli K := N(z)NA és
L = N{y)N B szomszédsigat. Ha K és L egyike sem tartalmazza a madsikat,
akkor Ja € K —~ L és 3b € L — K, melyekre tehat {a,z}, {b,y} € E(G), mig
{a,y}, {b,z} ¢ E(G). Eszerint az a,z,y, b pontok egy Fj-et feszitenek, ekkor
tehat készen vagyunk. (Itt azt is kihasznaltuk, hogy A fiiggetlen, és B klikk,
amibél {a,b} ¢ E(G) és {z,y} € E(G) kivetkezik.) Csak akkor nem vagyunk
készen, ha B-nek barmely két pontjahoz azok A-beli szomszédsiga olyan, hogy
egyik tartalmazza a mdsikat. Ekkor viszont van ezen szomszédsigok kozott
legkisebb, ami az 6sszes tobbiben benne van. Ha ez a legkisebb szomszédsag
ures, akkor mégis van B-nek olyan pontja, melynek nincs szomszédja A-ban,
ami ellentmondds. Ha ez a legkisebb szomszédsdg nemiires, akkor tartal-
maz legalabb egy pontot. Ez viszont minden B-beli pontnak szomszédja
tehat B-hez hozzdvéve egy B-t tartalmazd nagyobb klikket kapnank, ami B
bovithetetlenségének mond ellent. Tehdt csak az az eset lehetséges, amikor a
mutatott Py tényleg megjelenik. Fzzel az 4llitdst igazoltuk.
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46. Mutassuk meg, hogy ha egy grifban nincs Py-gyel (0zaz a 4 csicst ital)
izomorf feszitett részgrdf, akkor a grdf perfekt.

Megoldds: A bizonyitdsban kihaszndljuk az el6zd feladatban bizonyitott Al-
litdst. Ennek alapjan elég azt bizonyitanunk, hogy az 6roklédden keresztbe
metszd (6km) grafok perfektek. Legyen G ilyen graf. Tekintsiik egy maximalis
fliggetlen halmazit, és szinezziik ennek pontjait az elsé szinnel, majd tordljik
&ket a grafbdl. Az okm tulajdonsdg miatt ezzel minden maximalis teljes
részgrafnak is toroltuk egy-egy csicsét, vagyis a klikkszam eggyel csokkent.
A megmaradt graf szintén 6km tulajdonsdgi (hiszen az eredetinek feszitett
részgrafja), gy az eljardst megismételhetjiik, és folytathatjuk egészen addig,
amig minden pontot ki nem szineztiink. Mivel a klikkszdm minden lépésben
eggyel csokkent (de amig van pont, addig legaldbb egy), éppen annyi szint
haszniltunk, amennyi a klikkszdm eredetileg volt, tehat & szinezhetd w(G)
szinnel. Ugyanez a feszitett részgrafokrdl is elmondhatd, mivel azok is 6km
tulajdonségiak. Ez azt jelenti, hogy az km grafok valéban perfektek. [D.
Seinsche, On a property of the class of n-colorable graphs, J. Combin. Theory
Ser. B, 16 (1974), 191-193,]

47. Nevezzik két grdf klikkmenti dsszeragasztdsinak az oldbbi konstrukeidt. Legyen
G és G két véges eqyszerd grdf, melyekben kivdlasziunk eqy-egy azonos méreti
klikket, és ezek pontjait (tetszdleges eqy-egyértelm®é hozzdrendeléssel) azono-
sitjuk eqymdssal, mikozben a két grif eqyéb részeit vdltozatlanul meghagyjuk.
Bizonyitsuk be, hogy ha G1 és Go perfekt grifok, és F' eqy klikkmenti ésszera-
gasztottjuk, akkor F is perfeki.

Megoldds: FElészdr belatjuk, hogy w(F) = max{w(G1),w(G2)} € x(F) =
max{x(G1), x{G2)}. Az els egyenlség annak folyomanya, hogy F-nek tet-
szbleges klikkje () és G valamelyikében is klikk. A mdsodik egyenldség bi-
zonyitisdhoz szinezzik ki Gy-et az 1,2,... .kt = x(G1) és Ga-tazl,2,... ks :=
y(G'3) szinekkel. Szinezéseinkben permutdljuk gy a szineket, hogy a kozos
klikkbe es6é pontok mindkét szinezésben ugyanazt a szint kapjak. Ezutdn a
két graf szinezésével egyiitt is bsszeragaszthatd, amit kapunk az F-nek egy jol
szinezett példanya. Tehdt x(F) nem nagyobb k, és kp kozil a nagyobbiknal.
Ezzel a fentl két egyenloséget beldttuk. Mivel G, é8 Ga perfektek voltak,
ebbdl x(F) = w(F) is kovetkezik.

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy x(F') = w{F") is 4ll F-nek tetszdleges
F' feszitett részgrafjira. Ez pedig a fentihez hasonléan adddik abbél, hogy F
tetszOleges feszitett részgraifja is klikkmenti Osszeragasztasa G és Gg egy-egy
feszitett részgrafianak {esetleg egy zérus pontszdmi klikk mentén).

48, Egy G grdfet merevkorinek neveziink, ha minden hdromndl hosszabb kérében
van ‘dilé’, azaz a kérnek van két nemszomszédos pontja, amelyek élet alkotnak,
Az eldz6 feladat eredményét felhaszndlva igazeljuk, hogy a merevkérid grdfok
perfekiek.

Megoldds: Azt fogjuk belatni, hogy minden merevkdrii graf elédll teljes grafok-
bél a klikkmenti dsszeragasztds miiveletének véges sokszori egymasutinjival.
Felhasznélva az el6zd feladat eredményét és azt, hogy a teljes grafok perfektek,
ezzel készen is leszunk.

Allitdsunkat teljes indukcidval bizonyitjuk. Legyen G merevkori graf n pon-
ton, és tegyiik fel, hogy n-nél kevesebb csiics esetén mar igazoltuk az allitast.
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Az indukcié kezdetével nem lesz baj, mert a teljes grafok perfektek, és egyetlen
ponton csak teljes graf létezik. Feltehetjlik, hogy G Gsszefiiggd, hiszen ha az
allitds komponensenként igaz, akkor altaldban is igaz. Legyen U C V(G) a
csticsok minimalis elvagd részhalmaza, vagyis olyan, amelynek elhagyasaval
a graf tébb komponensre esik szét, de ha U-nak csak valamely részhalmazat
hagyjuk el, Gsszefiiggd marad. Ha nines ilyen, akkor & teljes, és igy készen
vagyunk. Mostantdl tehat feltessziik, hogy van ilyen U. Nevezziink az U el-
hagydsa utdn létrejové komponensek koziil kettét Fi-nek és Fp-nek, az Fy UU
és Fo UU grifokat pedig Gi-nek és Go-nek. (Az F;UU-t dgy értjiik, hogy ab-
ban az Fi-beli, az U/-beli és az U és F; kozotti élek is jelen vannak.) Azt fogjuk
megmutatni, hogy U klikk (G-ben, ebbél kdvetkezik, hogy G a Gy és &y grafok
klikkmenti Osszeragasztisa. Mivel G; és (2 is sziikségképpen merevkéri, az
indukciés feltevés szerint 6k elfillnak a kivant médon. Az el6zé mondat
allit4dsaval egyiitt ebbOl mar kivetkezik, hogy G is el6dlt ugyanigy.

.y

£ U T,
' - o

e
e
Tegyiik fel indirekt, hogy U nem alkot klikket G-ben, azaz van két pontja,
u és v, melyek nincsenek Osszekdtve. U valasztdsa miatt u-nak is és v-nek
is van szomszédja Fi-ben és Fy-ben is. Ez azt jelenti, hogy (Fi-ben és Gs-
ben is van Ut u és v kOzdtt. Vegyiik a legrovidebb ilyen utakat. Ezek unidja
egy kor, melynek legalabb két U'-n kiviil es6 pontja van, igy a hossza legaldbb
négy. Nemszomszédos csicsal kdzott pedig nem lehet €l, mert egy ilyen €l vagy
roviditené az egyik u—v utat, amit eleve legroviebbnek valasztottunk, vagy egy
F-beli csvicsot kdtne Ossze egy Fp-belivel (ellentmondva annak, hogy U elvagé
halmaz), vagy u-t kdtné Ossze v-vel, ami szintén ellentmondas. Ezzel bebi-
zonyitottuk az allitdst. [Hajnal-Surdnyi (1958), Berge (1961), illetve, Dirac

(1961) eredménye; {T. R. Jensen, B. Toft, Graph Coloring Problems, John
Wiley and Sons, New York, 1995 hivatkozasa alapjan.))

A Mycielski konstrukcioval kapcsolatos feladatok

Mycielski-konstrukeid: Legyen M, az egyetlen €lbdl 4116 két csicsi graf. Ha

M, mar adott és csicsail vy, v2,. .., vn, akkor beldle az aldbbiak szerint konst-
rudljuk meg M -et:

V(Mk-f-l} = {vl‘r' - Vn, UL, .. -,ﬂn,W}

E(Mk+1] =-E{Mk) U {{ﬂf,ﬂj} : {U{,Uj} € E(Mk)} U {{w,u;} 1= 1,...,1’1.}

Vagyis: A v; pontok az eggyel kisebb indexii Mycielski grafot feszitik, az
u; pontok egymas kbzt fliggetlenek és pontosan azokkal a v; csicsokkal van
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49.

a0.

al.

mindegyikiik 6sszekOtve, amelyikkel a ‘parjuk’, az azonos indexii v; csics,
tovabba w Ossze van kdtve minden u;-vel, de semmi massal.

E konstrukcid fontos tulajdonsaga, hogy nem néveli a klikkszdmot, viszont
minden lépésben eggyel noveli a kromatikus szamot.

Jelolje My a Mycielski konstrukeidval kapott azon grdfot, melynek kromatikus
szdma k. (M2 az egyetlen élet tartalmazd kétcsucsi grdf, My az & hosszi, hir

nélkiili kér.) Bizonyitsuk be, hogy k > 2 esetén v(My) = Mﬁ“u'_—l

Megoldds: Elészoris jegyezziik meg, hogy k > 2-re |V {M)| = 2|V (Me_1)|+ 1,
azaz paratlan, ez a konstrukciébdl adédik. Eszerint teljes parositds biztosan
nincs My-ban, v(My) elképzelhetd legnagyobb értéke lﬂﬁ;ll—_l Elég tehit
azt beldtni, hogy ekkora parositis tényleg van. Ezt indukcidval igazoljuk.
Az &llitds k = 3 esetén kdnnyen ellentrizhetd médon igaz. Tegylk fel, hogy
igaz My-ra, megmutatjuk My4i-re. Legyen egy My-beli maximalis parositas
altal le nem fogott egyetlen pont vg. Legyen tovdbbé ezen pérositds valamely
éle {vi,v;}. Bzt Miyi-ben “cseréljiik le” a {w;,u;}, {vj,u;} élparra. (Itt
a konstrukcid leirdsanadl szokdsos jeldlést hasznaltuk: wu, az Mp_;-beli v,
csiics ‘ikertestvére’.) Ha ezt minden az Mp-beli maximalis parositdsbeli élre
megtessziik, akkor egy olyan parositast kapunk, ahol vo, a hozzatartozd ug és
az Osszes uj-vel OsszekStott w csics kivételével minden csiicsnak van pérja.
Ehhez a pérositdshoz hozzdvehetd még a {ug,u} él, igy mar csak egy pont
marad par nélkiil, vagyis a péarositds mérete valéban az eiképzelhetd legna-
gyobb,

Jelolje My, ismét a Mycielski konstrukcidval kapott azon grdfot, melynek kro-
matikus szedma k. Milyen k értékekre tartalmoz My Euler-kort?

Megoldds: Csak k = 3-ra. Konnyi ellendrizni, hogy Mz-ben nincs, Mg = Cs-
ben pedig van Euler-kor. A konstrukciébdl adédik, hogy My, egyik csicsdnak
fokszama éppen M _, csdcsainak szamaéval egyenld, és hogy M, csicsainak
szama k > 2-re paratlan. Eszerint Mg-nak minden k& > 3-ra van pératlan
fokszAm csicsa, igy nem tehet Euler-kore.

Jelolje My ismét o k-adik Mycielsky-grafot. Milyen k értékekre tartalmaz M)
Euler-utat?

Megoldds: Beldtjuk, hogy k > 3-ra nincsen Euler-it Mji-ban. (A kisebb
értékekre kiprébdlassal eldonthetd: Ms-ben van, Ms-ban Euler-kdr van, szi-
gorian nyilt Euler-vonal nem létezik.) Megmutatjuk, hogy & > 3 esetén
kett6nél tobb paratlan foki csiics van Mg-ban, ebhél kdvetkezik a fenti allitds.
Az My graf M-t feszit6 csicsal legyenek vy, v2, ..., ¥m, azok "parjai” pedig
wy,Ug,. ., Um, Mig a tovabbi csics legyen w. A konstrukciobdl adodik, hogy
ha a v;-nek megfelel6 csics fokszama Mi-ban d, akkor u; fokszama M-
ben d + 1, és v; fokszdma Mj,q-ben 2d. Ebbél pedig az kovetkezik, hogy a
v;-k fokszama k = 3-td] kezdve paros szam, ég igy az ezen szamokndl 1-gyel
nagyobb u;-fokszamok péaratlan szamok &k = 4-t61 kezdve. Mivel pedig a u;-k
szama k = 4 esetén 5, majd mindig tobb, My kettonél joval tobb paratlan
fokszami csicsot tartalmaz.
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52. Jelolje My ismét a k-adik Mycielski-grdfot. Milyen k értékekre tartalmaz M;
Hamilton-Eért?

Megoldds: M, egyetlen pontbdl &ll, itt- még nincs értelme Hamilton-k&rrél
beszélni, My = K3 nyilvdn nem tartalmaz Hamilton-kért, Mz = Cs pedig
maga egy egyszerii kor, tehat tartalmaz. Megmutatjuk, hogy M; minden
k > 3-ra is tartalmaz Hamilton-kort. Teljes indukcidval bizonyitunk. Mar
lattuk, hogy az allitds igaz k = 3-ra, feltessziik, hogy igaz k = n-re. Tekintsiik
Mps1-et, ennek M, -et feszité csicsai legyenek vy,vs,...,vm, azok "parjai”
Ug, Uy - - »yUm, & tOVAbbi csics pedig w. Legyen az M,-beli Hamilton-kér
vy — Vs — ... — Uy — v1. Ekkor az aldbbi felsorolasban szomszédos csucsok
kéz6tt mindeniitt van él, és azok éppen My 41 egy Hamilton-korét adjak:

U] — Uy — V3 — Uy — Wy —Usg— ... Up—] — Uy — U — W —Upm—

—VUm—-1 " Um-2 ~ Um-3 ~Um—4 —..-— U3 — V2 — U

Figyeljiik meg, hogy fethasznaltuk azt a tényt, miszerint n paratlan. Ezn > 3-
ra valdéban teljesiil. A fenti Hamilton-kor létezése igazolja az allitast.
L

Megjegyzés: A Hamilton-kor létezése és paratlan volta azonnal adja, hogy
p(My) > WMRIZL 4o r(pfy) > MR by k> 3. Egért az utébbi feladat
megolddsat ismerve lényegesen rovidebben megoldhatjuk a korabbi, v(My)-ra

vonatkozo feladatot. A 7(Mg)-ra kapott fenti érték szintén pontos, amit abbdl

lathatd, hogy a u; csicsok fiiggetlen halmazt alkotnak, igy a tobbi Mﬁz")—”—l
csucs minden élet lefog.

Listaszinezéssel kapcsolatos feladatok

Definicid (Vizing (1976), Erdés, Rubin, Taylor (1979)): Egy G graf minden
v € V{G) csticsdhoz legyen adott egy L(v) szinlista. Azt mondjuk, hogy G
szinezhetd az adott listdkrél, ha van a cstcsoknak olyan jé szinezése, ahol a
v cstics ¢(v) szinére fenndll, hogy ¢(v) € L(v) minden v € V(G)re. A G
graf ch(()-vel jelolt listaszinezési szdma az a legkisebb k pozitiv egész, amire
fenndli, hogy akiarhogyan adunk meg a csiicsokhoz olyan L(v) listdkat, amikre
| L(v)] > k teljesiil, G szinezhetd lesz az adott listdkrdl. (A listaszinezési szam
neve angolul cheice number, innen szdrmazik a ch(G) jelolés.)

22



83.

o4.

55,

56.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges G gréfra fenndll ch(G) > x(G).

Megoldds: Legyenek a listak azonosak. Ha a rajtuk szerepld szinek szdma &,
akkor egy jo szinezés a listakrdl G-nek egy k szinnel valé j6 szinezését adja.
Vagyis, ha k < x(@), akkor ilyen szinezés nem létezhet, tehdt ch(G) > x(G).

Mutassuk meg, hogy ch(K> 4) > 2, ami igazolja, hogy ch(G} > x(G) lehetséges.

Megoldds: Legyenek a két fiiggetlen halmazba esd csicsok a, b, illetve, ,y, z,t.
Mutatunk olyan kételemii szinlistdkat, amikrdl a graf nem szinezhetd jol, ezek
léte igazolja, hogy ch(Ka4) > 2. Legyen L(a) = {1,2},L(b) = {3,4}, a
masik fiiggetlen halmaz pontjaira pedig L{z) = {1,3}, L{y) = {1,4}, L{z) =
{2,3}, L(t) = {2,4}. Mdrmost akdrhogyan is vlasztandnk ki az a és b csucsok
szinét a listajukrol, két olyan szint fogunk haszndlni, ami a mésik négy pont
valamelyikének teljes szinlistdjit adja. Mivel ez a pont a-val is és b-vel is
szomszédos, 6t nem lesz médunk jél szinezni.

Mutassuk meg, hogy ch(G) < A(G) + 1.

Megoldds: Az allitis azt jelenti, hogy tetszOleges G graf csicsaira tetszleges
A + 1 elemd listdkat irva e listdakrdl lesz j6 szinezése (G-nek. Tekintsiink egy
ilyen listakkal adott G gréfot, és szinezziik a cstcsait mohén: haladjunk a pon-
tokon valamilyen sorrendben, és minden Ujonnan tekintett pontot szinezzik
ki a listija egy olyan szinével, ami a pont szomszédsagaban mar kiszinezett
pontoknak adott szinek kozott nem szerepel. Ha minden pontot kiszineztiink
alljunk le. Ha ezen a moédon a szinezést be tudjuk fejezni, akkor nyilvan jo
szinezést kapunk, probléma csak az lehet, ha elakadunk. Ez viszont nem for-
dulhat eld, hiszen minden pontnak legfeljebb A((G) szomszédja van, a listdk
pedig legaldbb eggyel t6bb elemiiek, vagyis mindig lesz rajtuk olyan szin, amit
még a szinezendd pont szomszédsdgdban nem hasznaltunk.

Megjegyzés: A fentihez hasonldan, t6bb olyan, a kromatikus szdmra vonatkozd
tétel, aminek a bizonyitdsdban a mohé szinezésé a foszerep, igaz marad ch(G)-
reis. A fentiek alapj4dn nem nehéz igazolni példdul, hogy ch(G) < max{d(H) :
H C G} + 1. Hasonléan bel4thatd a Brooks tétel megfeleldje is: ha G nem
teljes graf, vagy paratlan kér, akkor ch(G) < A(G).

Hatdrozzuk meg ch(K,) értékét.

Megoldds: Az el6zé feladatban bizonyitott ch(G) < A{G)+1 egyenlStienségbdl
kovetkezik ch{K,) < (n — 1) + 1 = n. A kordbban belatott ch{(G) > x(G)
egyenlStlenségbdl pedig ch(K,) > n adddik. A ket egyenlOtlenseg alapjan
tehat ch{K,) =n.
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Hatdrozzuk meg ch(K3 3)-at.

Megoldds: Eloszor megmutatjuk, hogy Kj3 3 csicsaihoz rendelhetiink olyan
kételemi listdkat, amelyekrdl nem szinezhetd ki j6l. Ebbol kdvetkezik, hogy
ch(K33) > 2. Legyenek a csticsok a,b,c,d, e, f, ahol a,b,c és d, e, f alkossa
a K33 két fuggetlen halmazat. A listdk pedig legyenek: L{a) = L{d) =
{1,2}, L(b) = L(e) = {1,3}, L(c) = L{f) = {2,3}. Prébéljuk meg a grafot
kiszinezni ezekr6l a listakrol. Az Altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd,
hogy a szine {ezentiil = szinét e{x) jeldli) 1 lesz. Ekkor sziikségképpen c(e) =
3, emiatt pedig ¢(e¢) = 2. Ekkor viszont d-t mar nem tudjuk a-tol is és
c-tél is kiildnbozdre szinezni. ch{K33) < 3 kivetkezik példdul a Brooks-
tételbdl, melynek bizonyitdsa szé szerint érvényben marad akkor is, ha a ch{G)
paraméterre vonatkoztatjuk a kromatikus szdm helyett (Id. az 55. feladatot
és az azt kovetd megjegyzést.) Mindebbdl adddik, hogy ch(K3s) = 3.

Mutassuk meg, hogy ch(Cy) = x{Ck)-

Megoldds: Ha k paratlan, akkor az dllitds adddik a x(G) < ch(G) < A(G) +
1 egyenlGtlenségekbdl, mivel a két szélen All6 érték ilyenkor egyenlé. Ha
k paros, akkor ch(Cy) > 1 trividlis volta miatt azt kell beldtnunk, hogy
kettes listdkrdl egy pdros kor mindig szinezhetd. Ha az Osszes lista egy-
forma, akkor a két szerepld szint felvaltva haszndlva kapunk egy jo szinezést.
Megmutatjuk, hogy ha nem minden lista ugyanazt a két szint tartalmazza,
akkor is van jé szinezés. Ilyenkor biztosan van két szomszédos csics, melyek
listdi kiillonboznek, legyen két ilyen csiics u és v. Szinezziik u-t a listdjanak
egy olyan szinével, ami v listdjén nem szerepel (u és v vdlasztdsa miatt
van ilyen). Ezutdn u-nak a v-tdl kiildnbdzé szomszédjat, majd annak mésik
szomszédjat, és {gy tovdbb, szinezziik, mig kérbe nem ériink. Minden »-
5] kiilonbozé pontot olyan helyzetben szineziink igy, amikor még csak egy
szomszédja szinezett, ezért a listdjan levd két szin egyike még biztosan nem
tiltott, avval kiszinezhetjuk. Amikor v-hez ériink, akkor v-nek mar mindkét
szomszédja szinezett, de czek egyike, u, olyan szinnel van szinezve, ami v
listdjan nem szerepel. Ezért a v listajan levd két szin kozil is legfeljebb egy
tiltott, a masikkal kiszinezhetjiik v-t.

Mutassuk meg, hogy ha G hurckélmentes sikbarajzolhato graf, akkor ch(z) <
6.

Megoldds: Feltehetjiik, hogy G egyszerii graf, hiszen hurokélmentes, a tobb-
sz0ros éleknek pedig semmilyen hatasa nincs a szinezésre nézve. Tudjuk, hogy
egy G egyszeril sikbarajzolhaté grafra | E{(G)] <€ 3|V (G)|—6, és ezért kell lennie
legfeljebb otodfoki pontnak a grafban. Legyen az n csucsi G sikbarajzolhatd
graf minimalis fokd pontja vn. A v, elhagyasdval megmaradé graf minimalis
foki pontja vn—_1, és igy tovabb. Ha most a csticsckat eldbb adott indexe-
ik novekvd sorrendjében szinezziik, akkor minden csicsra olyankor keriil sor,
amikor még legfeliebb 5 szomszédja van kiszinezve. Ezért egy 6 elemii szinlistan
mindig taldlhaté lesz olyan szin, amivel még szinezhetd. Ez pontosan azt je-
lenti, hogy ch{G) < 6.
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Megjegyzés: C. Thomassen bebizonyitotta, hogy a fentinél erdsebb ch(G) < 5
egyenlétlenség is mindig igaz, ha G sikgraf. Ugyanakkor M. Voigt megmu-
tatta, hogy létezik olyan sikgraf, amire ch(G) > 4, vagyis a sikgrafok korében
el6forduléd legnagyobb ch{G} érték pontosan 5.

Mutassuk meg, hogy ha G élgrdf, akkor ch(G) < 2x(G) — 1.

Megoldds: Legyen G az F graf élgréfja, ekkor A(G) < 2(A(F) - 1). A mohé
szinezés révén ch(G) < A(G) + 1 (1d. 55. feladat), ugyanakkor tudjuk, hogy
(@) = ¥'(F) > A(F). Mindezeket Gsszerakva adédik ch(G) < A(G) +1 <
2A(F) -1 < 2x(G) — 1.

Jeldlje K éﬂj azt @ 2n csics grafot, melynek komplementere egy teljes pdrositds.
Mutassuk meg, hogy ch(KS™) =n.

Megoldds: Mivel Ké“} tartalmaz n ponti klikket, adddik, hogy ch(K%ﬂ}) > n.
Megmutatjuk, hogy n elemi listdkrdl a graf mindig szinezhetd. Ez az allitds
n = 1 esetén trividlis, teljes indukcidval tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz. Te-
kintsiik K3¥™V-et a cstcsain adott tetszbleges (k + 1) elemil listdkkal. Két
esetet, killonbdztetiink meg aszerint, hogy van-e olyan osszekotetlen csucspér,
amelyhez tartozd két lista nem diszjunkt. Ha van ilyen, akkor e csiespar ket
tagjat szinezziik ki listaik egy kozos elemével, majd tordljik ket a grafbol,
a felhasznalt kozos szint pedig az Osszes olyan listdrdl, amin még rajta volt.
Ezaltal egy Kékj grafhoz jutottunk, melynek minden pontjahoz adott egy leg-
aldbb k elemii szinlista (mivel az eredetileg &+ 1 elemii listardl legfeljebb egy
elemet tdrdltiink). Innen a szinezés az indukcids feltevés szerint befejezhetd.

A misik eset az, amikor minden Gsszekdtetlen pontpar két pontjanak listja
diszjunkt. Ekkor csak olyan szinezés lehet jé, ami minden pontot kiilonbdzé
szintire szinez. Legyen F = (A, B, E) a kbvetkezd péros graf. A := V(Kg{”}),
B := UyeaL(v), vagyis az Gsszes a listdkon eléfordul6 szin halmaza, és legyen
{u,c} € E(F) pontosan akkor, ha ¢ € L(u), vagyis minden A-beli csticsot a

listdjan szerepld szinekkel kdtiink dssze F-ben. A fenti megfigyelés (miszerint

minden pontot mas szinnel kell szinezni) azt jelenti, hogy K éﬂ} pontosan akkor
lesz szinezhetd a megadott listakrol, ha a most definidlt paros grafban van A-t
lefedd parositds. Megmutatjuk, hogy van. Ennek pontos feltételét a Hall-tétel
megadja, azt kell tehdt ellendrizniink, hogy ez a feltétel teljesiil. A feltétel
azt mondja, hogy tetszéleges X C A-ra [N(X)| > [X], ahol N(X) az X-beli
csticsok szomszédainak halmaza. Megmutatjuk, hogy ez teljesiil. Ha [X| < n,
akkor a feltétel azért teljesiil, mert minden pont listdjadn n szin van, tehat
mér egyetlen pont szomszédsaga is n méretd, |V (X)| ennél kisebb nem lehet.
Ha |X| > n, akkor viszont biztos, hogy X tartalmazza A-nak két a Kén}-
ben &sszekotetlen csticsdt. Ezek listdja mostani feltevésunk szerint diszjunkt,
tehat e két pontnak F-ben egyiittesen legaldbb 2n szomszédja van. Ilyenkor
tehat |[V{X)| > 2n > |X|, ahol az utolsé egyenlétlenség annak folyomanya,
hogy |Al = 2n és X C A. Eazzel belittuk, hogy a kivant szinezés létezik. [P,
Erdés, A. L. Rubin, H. Taylor, Choosability in graphs, Congr. Numer. 26
(1979), 125-157.]
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