A Szamitastudomany alapjai
ELSO pétZH 2011. XII. 1. 815

A rendelkezésre dll6 munkaidé 90 perc.
Kérjiik, minden résztvevd nevét, NEPTUN kdédjat és gyakorlatvezetdje nevéta dolgozat minden lapjanak jobb
felsé sarkdban olvashatdan és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnyaban a dolgozatot nem értékeljiik.
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont:
3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklds nélkiili) eredménykozlést nem értékeljitk. A megindokolt részered-
ményért ardnyos pontszdm jar. Az évvégi jegy kiszdmitdsakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszamét
vessziik figyelembe.
[részeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkodz hasznédlata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szamolé- és szamitégép ill. mobiltelefon haszndlata, tovabba a dolgozatiras kozbeni egyiittmiikodés.

Feladatok

1. Hanyféleképpen lehet tombolan kisorsolni 5 kiilénb6zo nyereményt 3
részvevo kozott? Hany olyan sorsolas van, ahol minden részvevo leg-
alabb egy nyereményt kap? (Két sorsolds akkor kiilonbozik, ha van
olyan nyereménytargy, amit a két sorsolason nem ugyanaz nyer meg.)

2. A tankor 35 hallgatojabol 6sszesen 25-en nem irtak meg az els6é ZH-t
SzA ill. Analizis targyak valamelyikébol. Mig SzA-bol 12, addig Anali-
zisbol 15 hallgaté nem irt dolgozatot. Az érintett 25 hallgatébol hany-
feleképpen valaszthatnak olyan 5-tagi panaszbizottsagot, hogy abban
3 — 3 olyan hallgaté legyen aki nem irta meg az egyes ZH-kat?

3. Az egyszerl, iranyitatlan, 3-regularis G' graf szomszédossagi matrixa-
nak bizonyos elemei kitorlodtek, csupan az alabbi maradt meg;:
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Rajzoljuk le a G grafot (pontosabban annak egy diagramjat).

4. Tegyiik fel, hogy az F' fanak csak elso- és hatodfoku csicsai vannak,
szam szerint nq ill. ng. Igazoljuk, hogy ny =4 - ng + 2.

5. Keressiik meg a fenti matrix melletti abran lathato graf egy minimalis
sulyu feszitofajat és adjuk meg a Priifer-kodjat.

6. Tudjuk, hogy a 99 cstcsu, egyszerti G graf maximalis fokszama A(G) =
30, masrészt G-nek van Euler-kore. Mutassuk meg, hogy a G komp-
lementergrafnak is van Euler-kore.

Jo munkéat!
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Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Héanyféleképpen lehet tombolan kisorsolni 5 kiilénb6z6 nyereményt 3 részvevo kozott? Hany olyan
sorsolds van, ahol minden részvevé legalabb egy nyereményt kap? (Két sorsolds akkor kiilonbozik, ha
van olyan nyereménytargy, amit a két sorsoldson nem ugyanaz nyer meg.)

Az 6t egymast kiveto sorsolas meghatarozza a nyertesek sorrendjét. Raadasul a 3 részvevo tetszoleges
sorrendje lehet a sorsolds nyertesek sorrendje, azaz a lehetséges nyereménykiosztasok kolcsonosen
egyértelmiien megfelelnek 3 elem 5-0dosztalyt ismétléses kombinaciéinak. (3 pont)
Az 6rén azt tanitotték, hogy ezek szama 3. (2 pont)
Ha csak azokat a sorsolasokat kell megszamlalni, ahol mindenki legaldbb egy nyereménytargyat kap,
akkor le kell vonni azokat a sorsoldsokat, ahol csak legfeljebb 2 nyertes lesz az 5 sorsoldson. (1 pont)
E két nyertest 3-féleképp valaszthatjuk, és kozottiik a fentiek miatt 2°-féleképp oszthatjuk szét a
nyereményeket. (2 pont)
Ezzel azonban minden olyan sorsolast, ahol minden nyereménytargy ugyanahhoz a nyerteshez keriilt,
kétszer vontunk le. Ezért azt a 3 esetet még hozza kell adni az eddigi kiilénbséghez, amikoris mindent

ugyanaz a nyertes visz. (1 pont)
A végeredmény tehat 3° —3-25+ 3 = (1 pont)
=243 —-3-32+ 3 =150. (0 pont)

Lehet persze masképp is szamolni a masodik részt.

Ha mindenki legalabb egy nyereményt nyer, akkor a nyeremények eloszlasa 3+ 1+ 1 vagy 2 +2 + 1
lesz. (1 pont)
Az els6 esetben 3-féle nyereményt (g) = 10-féleképp vélaszthatjuk, a nyertes a 3 jatékos barmelyike
lehet, a maradék két jatékos pedig 2-féleképp osztozhat a két nyereményen, ami 10-3-2 = 60 lehetoséget
jelent. (2 pont)
A masodik esetben 5-féle lehet a maganyos nyeremény, ami 3-féle jatékoshoz keriilhet, mig a maradék
4 nyereményen a maradék két jatékos (;l) = 6-féleképp osztozhat, ekkor tehdt 5-3-6 = 90 a lehetGségek
széma. Osszesen tehéat 60 4 90 = 150-féle kivant sorsolds lehetséges. (2 pont)

2. A tankor 35 hallgatdjabol 6sszesen 25-en nem irtak meg az els6 ZH-t SzA ill. Analizis targyak valame-
lyikébdl. Mig SzA-bdl 12, addig Analizisbdl 15 hallgaté nem irt dolgozatot. Az érintett 25 hallgatobol
hanyféleképpen véalaszthatnak olyan 5-tagi panaszbizottsagot, hogy abban 3 — 3 olyan hallgat6 legyen
aki nem irta meg az egyes ZH-kat?

Jelolje = és y azon hallgatok szamat, akik csak az SzA, ill. csak az Analizis ZH-t nem irtak meg, a
masikon pedig probalkoztak. Legyen tovabba z azoknak a hallgatéknak a szama, akik egyik ZH-n sem
adtak be dolgozatot. Ekkor a feladat feltételeibdl x +y + 2z = 25, v + 2 = 12 és y + 2z = 15 adddik,

ahonnan z =2, x = 10 és y = 12. (3 pont)
Legyen az 5-tagu kiildottségben az egyes tipusokbdl a, b és ¢ hallgatéd. Ekkor a +b+c =5, a+ ¢ =
3=0b+c, ahonnan a =b=2és c=1. (3 pont)

Azt kell tehdt megszamolnunk, hogy az egyes hallgatétipusokbdl hanyféleképp valaszthatjuk ki a
kiildottségbe a megfelel6 szamu hallgatot. Mivel az egyes tipusokbdl a valasztasaink egymastél fiig-
getlenek, (2 pont)

ezért a valasz (1) - (V) - (3) lesz. (2 pont)




3. Az egyszerl, iranyitatlan, 3-regularis G graf szomszédossagi matrixanak bizonyos elemei kitorlédtek,
csupan az alabbi maradt meg: 21727777
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Rajzoljuk le a G gréfot (pontosabban annak egy diagramjat).

Mivel G egyszerii, ezért nincs benne hurokél, igy a szomszédossagi matrix féatlojaban csak 0-k szere-

pelnek. (2 pont)
Iranyitatlan grafrél 1évén sz6 a szomszédossagi matrix szimmetrikus, azaz tetszoleges i, j-re ugyanaz
a szam &ll az (7, 7) és a (j,1) helyeken. (2 pont)
Tudjuk még, hogy G 3-regularis, ezért a matrix minden sordban és minden oszlopaban pontosan 3 a
beirt szamok Osszege. (2 pont)
Ennek alapjan a matrix konnyen kiszudokuzhaté az alabbiak szerint: (2 pont)
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101001 O

110100

AG)=01011 3

100101 Vs Uy

010110
A jobb oldali abra pedig G egy lehetséges diagramjat mutatja. (2 pont)

4. Tegyiik fel, hogy az F' fanak csak els6- és hatodfoku csicsai vannak, szam szerint nq ill. ng. Igazoljuk,
hogy ny =4 -ng + 2.

Tanultuk, hogy minden véges grafban a fokszamosszeg az élszam kétszerese, (3 )
tovabbd, hogy egy n cstcsu fanak pontosan n — 1 éle van. (2 )
Ez F-re nézve azt jelenti, hogy ny + 6ng = 2n — 2, ahol n = n; + ng a G csicsainak szama. (2 pont)
Innen azt kapjuk, hogy ny + 6ng = 2(ny + ng) — 2, (2 )
amit rendezve éppen a bizonyitandé allitdast kapjuk: ny =4 -ng +2 . (1 )

5. Keressiik meg a fenti matrix melletti abran lathaté graf egy minimélis sulyu feszitofajat és adjuk meg
a Priifer-kodjat.
Az 6ran tanult Kruskal algoritmus segitségével, az élekrdl a
stulyuk novekvé sorrendjében eldontve, bevegyiik-e azokat a
megkonstrualt feszitéfaba, az abran vastaggal jelolt minima-
lis stlyt feszit6fat kapjuk. (5 pont)
Ennek a Priifer-kédjat ugy kapjuk, hogy sorra toroljiik a leg-
kisebb sorszamu leveleket, és ebben a sorrendben feljegyezziik 4
a levelek szomszédjat, (2 pont)
dm az utols6 szomszédot nem vessziik be a kddba. (1 pont) 10
A leveleket 4,2, 1,3,5,7,8,6 sorrendben toroljiik, a szomszédok rendre 2,1, 3,6, 8,6, 6,9 lesznek, tehat
a keresett Priifer-kod (2,1,3,6,8,6,6). (2 pont)

6. Tudjuk, hogy a 99 cstcsu, egyszerli G graf maximélis fokszdma A(G) = 30, masrészt G-nek van
Euler-kére. Mutassuk meg, hogy a G komplementergrafnak is van Euler-kore.

Tanultuk, hogy 6sszefiiggd grafnak pontosan akkor van Euler-kére, ha minden fokszama péros. (1 pont)
Ezek szerint G-ben minden fokszam péros. (2 pont)
A G komplementergrafban a v csics foka dz(v) = 98 — dg(v), (2 pont)
ezért G-ben is paros lesz minden cstics foka. (2 pont)
Egyediil annak igazoldsa van hétra, hogy G osszefiiggd. Ez kovetkezik pl a Dirac-tételbdl, hiszen G-ben
minden fok legaldbb 98 — 30 = 68 > % (3 pont)

Az utols6 2 pont 1igy is megszerezhetd, hogy ha a G-beli minimalis fokszdm t6bb, mint % (marpedig ez
igaz), akkor barmely két nem szomszédos pontnak van kozos szomszédja, és ebbdl azonnal kovetkezik
az Of tulajdonsag.



