A szamitastudomany alapjai
2. ZH javitokulces

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan
az adott pontszim megszerzését: ennek feltétele az is, hogy a megoldashoz vezetsé gondolatmenet megfelelé
részének végiggondolasa is kideriiljon a dolgozatbdl.

Természetesen az alabb ismertetettektdl eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az atmutatébeli pontozas intelligens kdzelitésével meghatarozott részpontszamok jarnak.

1. Hatarozzuk meg az alabbi iranyitott el graf minden csticsanak s-t6l mért tavolsagat, ahol az élekre irt szamok az adott é]
hosszat jelentik!

Mivel minden élhossz pozitiv, alkalmazhatjuk az 6ran tanult Dijkstra
algoritmust az s-t8l mért tavolsdgok meghatéarozasara. (4 pont)
Az sbran G minden csticsa mellett az s-t6l mért tavolsaga szerepel,
és megvastagitottuk azokat az éleket, ami az adott cstcs tavolsagat
meghatarozta. (6 pont)

Az 6rén tanult javité utas modszerrel meghataroztunk egy folyamot,
amint az dbran lathat6. (A kisméretii szamok jelentik az adott élen
atfolyo folyammennyiséget, ahol nines szam, ott 0 mennyiségii folyam

folyik.) (4 pont)
Ennek a folyamnak az értéke 13. (2 pont)
A kapott folyam maximalitasat az abran jelolt, 13 kapacitasi vagas
bizonyitja. (3 pont)
A halézatbeli maximélis folyamérték tehat 13. (1 pont)

3. Hatéarozzuk meg a fenti G graf irdnyitatlan G megfelelgjének o, 7, v ill. p paramétereit!
A G grafon megjeldltiink 4 fiiggetlen pontot, tehat a(G) > 4. (1 pont)
Ot ftn csucsot csak ugy talalhatnank, ha a kiilsG hatszogrél kivalasztanank a lehetséges
3 esticsot, a két belsd haromszog mindegyikérdl pedig egyet-egyet. Ha azonban a kiils
hatszogrdl 3 ftn csicsot kivalasztunk, akkor minden masodikat valasztjuk ki, és ezért
az egyik belsé haromszgrsl nem valaszthatunk tovabbi cstcsot. (2 pont)
Eszerint o(G) < 4, azaz a(G) = 4 teljesiil. (1 pont)
Mivel G nem tartalmaz hurokeélt, ezért Gallai tétele miatt o(G)+7(G) = |V(G)| = 12,
tehat 7(G) = 8.

(

A G grafnak az 4bran megadtuk egy teljes parositasat. (2 pont)
(
(

Ennél tobb fiiggetlen él nem talalhato, tehat v(G) = 6
G-nek nines izolalt pontja, ezért Gallai idevigo tétele szerint v(G) + p(G) = |V(G)| = 12, azaz p(G) = 6.

. Tegyiik fel, hogy egy G graf tartalmaz harom olyan feszitGfat, amiknek nincs kozos éle. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G
3-élosszefiiggs.
Azt kell igazolnunk, hogy barhogyan is hagyunk el G-bdl legfeljebb 2 élt, a kapott graf dsszefiiggd marad. (
Vilagos, hogy legfeljebb 2 él elhagyésa a harom éldiszjunkt feszitGfanak legalabb egyikét nem érinti. (2 pont)
Ez a feszit6fa az elhagyas utani grafnak is feszitéfaja marad, (
ezért az bizonyosan osszefiiggd lesz. (

Maskeépp is lehet bizonyitani:

Azt kell igazolnunk, hogy G barmely két csicsa kozott 1etezik 3 éldiszjunkt tt. (
Legyenek tehéat u, v € V(G) killonbozs csicesok, és legyenek Fy, Fy és Fy a G éldiszjunkt feszitofai. (
Vilagos, hogy az Iy, Fy, F3 feszit6fak mindegyike tartalmaz egy-egy uv utat, (2 pont)
rdadasul ez a harom 1t éldiszjunkt. (

Azt kaptuk, hogy G barmely két csticsa kazott letezik 3 éldiszjunkt 1t, tehat G csakugyan 3-élosszfiiggd. (

. Mi az utolso jegye a 11

5. Tegyiik fel, hogy a G = (A, B; E) paros grafban létezik A-t fedS pérositas, tovabb4, hogy minden A-t feds parosités

tartalmazza az ab € E élt (ahol a € A). Bizonyitsuk be, hogy létezik A-nak egy olyan a-t tartalmazo X részhalmaza, amire

|NG(X)| = |X], és b egyediil a-val szomszédos az X-beli csticsok kozott.

Mivel minden A-t fedd parositas tartalmazza az ab élt, ezért az ezen él torlésével keletkezd G — ab grafnak nincs A-t fedd
parositasa, (2 pont)
tehat Hall tétele miatt van A-nak egy olyan X részhalmaza, amire [Ng_q,(X)| < |X| teljesiil (a G — ab grafban). (2 pont)
Tudjuk, hogy G-nek létezik A-t feds péarositasa, ezért [Ng(X)| > |X]. (1 pont)
Ez két megfigyelés csak agy teljesiilhet, ha a € X, (1 pont)
tovabbé, ha az ab él torlésével X szomszédainak halmazabol b kiesik, (1 pont)
azaz b egyediil a-val szomszédos X-ben. (1 pont)
Ekkor az ab ¢l torlésekor N(X) mérete eggyel csikken és | X|-nél kisebb lesz, ezért |[Ng(X)| = | X| allt G-ben. (1 pont)
A fenti X halmaz tehét rendelkezik a feladatban megkivant tulajdonsaggal. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy G egy n ponti, egyszert graf és x'(G) + x/(G) = n — 1, ahol G a G graf komplementerét és \/ az

élkromatikus szamot jelenti. Bizonyitsuk be, hogy G regularis!

Tudjuk, hogy x'(G) > A(G), (2 pont)
és persze, hogy \'(G) > A(G). (2 pont)
Vilagos, hogy A(G) =n — 1 — §(G), ahol §(G) jelenti a G' graf minimalis fokszamét. (2 pont)
Fzek szerint n — 1= x'(G) + X' (G) > A(G) +n —1-46(G) > (2 pont)
>6(G)+n—1-6(G) =n—1, hisz a maximilis fokszam legalabb akkora, mint a minimalis. (1 pont)
A fenti egyenl6tlenséglanchan tehat mindeniitt egyenlGség all: specislisan A(G) = 6(G), azaz G-hen a maximalis fokszam
azonos a minimalissal. Més szoval G regularis. (1 pont)

. Hany pozitiv koz0s osztdja van az 4422 és az 2244 szamoknak?

Az Euklideszi algoritmus segitségével meghatarozzuk a két szam legnagyobb kozos osztojat: (2 pont)
4422 =1-2244 + 2178, 2244 = 1 - 2178 + 66, 2178 = 33 - 66 + 0, tehat (4422,2244) = 66. (3 pont)
Tudjuk, hogy a kozos osztok halmaza megegyezik a legnagyobb kozds oszt6 osztoinak halmazaval, (1 pont)
ezért azt kell meghatarozni, hogy 66-nak hany pozitiv osztdja van. (2 pont)
A66=2-3-11=2".3". 11" kanonikus alak miatt d(66) = (1 +1)-(1+1)-(1+1)=2-2.2=38, (1 pont)
tehat a feladat kérdésere is 8 a vélasz. (1 pont)

7V szamnak 17-es szamrendszerben?

Az kell meghataroznunk, hogy 17-tel osztva a 117177 szam milyen maradékot ad. (2 pont)
Mivel 117 =7-17—-2,17=8-2+41,2=2-1+0, ezért az Eulkideszi algoritmus szerint

(117,17) = (17, -2) = (17,2) = (2,1) = (1,0) = 1 (1 pont)
Alkalmazhat6 tehét az Fuler-Fermat tétel, tehat 1179017 = 1(mod 17). (2 pont)
A 17 prim, ezért p(17) = 16, (1 pont)
azaz 11716 = 1(mod 17). (1 pont)
Innen 117177 = 117111641 = 1171116 . 117 = (11711)16 . 117 = 116. 117 = 117 = 15(mod 17), (2 pont)
tehat a keresett utolso jegy a 15-0s.

(Hisz 17-es szamrendszerben az utols6 helyiértéken 4116 szamjegy 0-t6l 16-ig barmi lehet.) (1 pont)

Eredetileg az aldbbi rossz megoldds szerepelt, amit elszdmoltam. Elnézést kérek. (FT)

Az kell meghataroznunk, hogy 17-tel osztva a 117177 szam milyen maradékot ad. (2 pont)
Mivel 117 =717 +8,17=2-8+ 1, 8 = 8 - 1 + 0, ezért az Eulkideszi algoritmus szerint (117,17) = 1 (1 pont)
Alkalmazhat6 tehat az Euler-Fermat tétel, tehat 117917 = 1(mod 17). (2 pont)
A 17 prim, ezért o(17) = 16, (1 pont)
azaz 117'° = 1(mod 17). (1 pont)
Tnnen 117177 = 117116+ — 1171116 . 117 = (117'1)'6 - 117 = 176 - 117 = 117 = 8(mod 17), (2 pont)
tehat a keresett utolso jegy a 8. (1 pont)



