A szamitastudomany alapjai
1. ZH javitokulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan
az adott pontsziAm megszerzését: ennek feltétele az is, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelelé
részének végiggondolasa is kideriiljon a dolgozatbdl.

Természetesen az alabb ismertetettektdl eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az atmutatébeli pontozas intelligens kdzelitésével meghatarozott részpontszamok jarnak.

1. A le- és felszallas meggyorsitésa érdekében a Balkini Kozlekedési Tarsasig 20 napon keresztiil, kisérleti jelleggel egy 1j, ajtd
nélkiili villamost kozlekedtet. A villamos vezetésére egyeldre csak 15 dolgozonak van képesitése, azonban arra is vigyazni
kell, hogy barmely négy egymést kdvetd napon négy kiilonb6zs dolgozd vezesse a kisérleti jarmivet. Hanyféle lehet az
emlitett 20 napon a kisérleti villamost vezetdk sorrendje?

Az els6 napi vezetd 15-féle lehet. (2 pont)
A maésodik napon 14, a harmadik napon 13, mig a negyedik napon 12 lehetséges személybdl valaszthat6 a vezetd. (2 pont)
Az ezt kivetd napok mindegyikén a 15 lehetséges vezetdhdl az el6zé harom napi vezetd nem nem vezethet, (1 pont)
de a maradék 12 személy barmelyike igen. (2 pont)
Mivel minden egyes vélasztast az el6zményektdl fiiggetleniil tudunk megtenni, ezért a lehetGségek szama a napi vezetéva-
lasztési lehetGségek szamanak szorzata. (1 pont)
Osszesen 16 napon valaszthatunk 12 lehetGségh6l!, ezért a feladat kérdésére a vélasz 15 - 14 - 13 - 1216, (2 pont)

2. Megadhaté-e 17 ponton harom egymassal izomorf G, G2 és G5 graf ugy, hogy barhogyan is valasztunk ki a 17 pont koziil
két kiilonboz6t, az e pontokat Osszekots élt a G, G2 és G grafok koziil pontosan az egyik tartalmazza?
Mivel G, G2 és G5 izomorf grafok, ugyanannyi éliik van. (
Tudjuk, hogy a K17 teljes graf minden élét pontosan az egyik G; tartalmazza, (
ezért K7-nek épp 3-szor annyi éle van, mint G-nek. (2 pont)
A K7 teljes graf éleinek szama (127) = % = 8- 17, ami nem oszthatd 3-mal. (3 pont)

Ebbdl adéddan G élszama % - (127) nem egész, és ez ellentmondés. (

Tehat nem létezhetnek a feladatban leirt tulajdonsagn grafok. (

3. Hany ¢l indul a 4242425424 Priifer kodn fa maximalis fokszami cstcsabol?

Az 6réan azt tanultuk, hogy a Priifer kédban minden cstics éppen eggyel kevesebbszer fordul els, mint a fokszdma.(4 pont)

Eszerint a legnagyobb fokszamu cstics az, amelyik legtobbszor el6fordul a kodban. (2 pont)
Ez a cstcs a 4-es, és 5-sz0r fordul eld, (1 pont)
ezért a fokszama 6. (2 pont)
A kérdésben szerepl fa cstucsainak maximalis fokszam tehat 6. (1 pont)

Természetesen nem tilos a Priifer kod visszafejtésével a fat meghatarozni, és abban megkeresni a maximalis fokszamot:
A Priifer kod hossza 10, ezért a keresett fa cstcsai 1-t6l 12-ig vannak szdmozva, és a Priifer

kodot kiegészithetjiik az utolsonak feljegyzett 12-es cstcesal. (1 pont)
Az 6ran ismertetett modszerrel meghatéarozzuk, melyik leveleket toroltiik, (4 pont)
ezzel megkapjuk a fa éleit a torlések sorrendjében. (2 pont)
Az &bréan lathato a felrajzolt fa, (1 pont)
amiben a maximalis fokszam a 6. (2 pont)

4. Hatarozzuk meg a lenti d4bran lathato graf iranyitatlan valtozataban egy minimalis sulyn feszitéfa sulyat, ahol az élekre irt
szamok az adott él sulyat jelentik!

Kruskal algoritmusa alapjan, az élekrdl novekvd silysorrendben, mohé maodon eldéntve, hogy

bevegyiik-e a faba a kapunk egy minimalis sulyn feszitofat. (3 pont)
Helyes abra a kapott farol. (5 pont)
A kapott fa silya 26. (2 pont)

<y

. Tegyiik fel. hogy az F' fanak 17 csticsa van és barmely cstcsanak fokszama 4 vagy 1. Hatarozzuk meg, legalabb hany élt
kell F-be behtzni ahhoz, hogy a keletkezs grafnak legyen Euler korsétajal

Legyen az F fa els6 és negyedfoku csicsinak szdma rendre ny ill. ny! Ezzel a jeloléssel F' cstucsainak szama ny + ny = 17,
ahonnan ny = 17 — ny. (1 pont)
A fakrol tanultak szerint F' éleinek szdma eggyel kevesebb, mint ahany csticsa van, azaz |E(F)| = 16. (
Azt is mondték az 6ran, hogy véges grafban a fokszamdosszeg kétszerese az élszamnak, (
azaz 32=2-16=1-ny+4-ng =ny +4- (17— ny) = 68 — 3ny, (1 pont)
ahonnan 3n; = 36, n; = 12 adodik. (

THat ezt elrontottam: természetesen 17-16l van szd, és a helyes végeredmény is természetesen 1514 -13 - 12'7. FT

Ha F-be tovabbi éleket huzunk be, akkor F' Gsszefiiggd lévén, a kapott graf dsszefiiggd marad. (1 pont)
Pontosan akkor lesz tehat a keletkez grafnak Euler kirsétaja, ha ugy vesziink be 0j éleket, hogy minden fokszam paros
lesz. (1 pont)
Mivel F-ben pontosan az elséfokti pontok a paratlan foktak (amibdl pontosan 12 van), (1 pont)
és egy €l behtizdsa pontosan két pont fokszamanak paritdsat valtoztatja meg, ezért legalabb 6 élt kell behtizni, hogy legyen
Euler korséta a grafban. (1 pont)
Ennyi él behuzésa elegendd is, hiszen ha 6 diszjunkt éllel lefedjiik F leveleit, akkor csakugyan olyan grafot kapunk, amelynek
minden fokszdma péros. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy n hazaspar tagjai leiiltethetGek egy 2n személyes kerek asztal koré tigy, hogy mindenki mellett vagy a

hazastarsa, vagy azonos nemt ismerése, vagy olyan ellentétes nemt személy {il, akit nem ismer. (Tegyiik fel, hogy ha valaki
ismeri egy hézaspar egyik tagjat, akkor ismeri a mésikat is, tovabba, hogy az ismeretség kilesonos.)

Tekintsiik azt a G grafot, aminek csiicsai az egyes személyek, él pedig akkor fut két személy kozott, ha egymas mellé

iilhetnek, (1 pont)
azaz, ha hézastarsak, vagy azonos nemt ismer@sok, vagy kiilonb6zd nemt, egymést nem ismerd személyek. (1 pont)
A feladat allitasa egyenértékid azzal, hogy G-nek létezik Hamilton kore. (1 pont)
Dirac tétele szerint ehhez elegends azt megmutatni, hogy minden csiics foka legalabb n, hisz G-nek 2n pontja van.(2 pont)
Vegyiik észre, hogy G barmely cstcsanak pontosan n a foka, (1 pont)
hisz egy tetsz6leges személynek megfelels csicshoz barmely hézasparbol pontosan egy olyan csiics van, amivel Ossze van
kotve: (1 pont)
a sajat hazastarsaval, az ismerds hazasparok koziil az azonos nemii személlyel, ill. a nem ismerds hazasparokbol az ellentétes
nemivel. (2 pont)
Dirac idézett tételének feltételei teljesiilnek, tehat G-ben létezik Hamilton kor, azaz csakugyan lehetséges a kivant iiltetés.

(1 pont)

. Tegyiik fel, hogy a G egyszerii graf harom olyan feszitGfat tartalmaz, amiknek nincs kizos éle. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

G-nek van Ks-tel vagy K3 3-mal topologikusan izomorf részgrafjal

Jeldlje n a G graf csicsainak szamat! Ekkor G minden egyes feszit6faja n — 1 élt tartalmaz a tanultak szerint. (2 pont)
Mivel a feladatban leirt harom feszitGfanak nincs kizos éle, ezért G-nek legalabb 3(n — 1) = 3n — 3 éle van. (3 pont)
Azt is tanultuk, hogy egy n pontii, egyszeri, sikbarajzolhat6 grafnak legfeljebb 3n — 6 éle lehet, (2 pont)
marpedig G-nek ennél tébb éle van. Minthogy G egyszerti, semmiképp sem lehet sikbarajzolhato. (1 pont)
Kuratowski tanult tétele szerint G ekkor tartalmaz Ks-tel vagy K3 3-mal izomorf részgrafot, és nekiink pontosan ezt kellett
igazolnunk. (2 pont)

. Az abran lathato PERT problémara hatarozzuk meg a feladat végrehajtasahoz sziikséges minimalis id6t és a kritikus

tevékenységeket.
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“ @ =(Q A graf egy topologikus sorrendje szerint meghatéaroztuk a legkorabbi kezdési id6pon-
tokat, amit a csicsokba irt szamok jelolnek, és az ezen idépontokat meghatarozo
éleket megvastagitottuk. (6 pont)
3 (0 Eszerint a sziikséges minimalis id6 36. (2 pont)
36 Kritikus tevékenységek azok, melyek kritikus Gton vannak, azaz amelyekbdl ¢ elérhetd
vastagitott éleken. (1 pont)
- Eszerint e és h kivételével minden tevékenység kritikus. (1 pont)
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